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1. Wprowadzenie

Duze zainteresowanie deterministycznymi systemami chaotycznymi wynika
z dwoch, czesciowo przeciwstawnych powodéw. Po pierwsze nie sa one progno-
zowalne w dlugiej perspektywie czasowej. Konsekwencje kazdego btedu pomiaru
warunkéw poczatkowych narastaja bowiem wykladniczo w czasie. Ta wrazliwos¢
jesli chodzi o warunki poczatkowe zwykle uwidacznia sie w postaci dodatniego
wykladnika Lapunowa (por. [12], [31]). Wykladnik ten nie jest niczym innym
jak wyktadnicza stopa wzrostu bledéw. Rownowazna charakterystyka systemow
dynamicznych, oparta na teorii informacji, nawigzuje do entropii w sensie
Kolmogorowa-Sinaia (por. [25], [38]). Moze by¢ ona rozumiana jako miara
niepewnosci prognozy stanu systemu, ktorej horyzont wynosi jeden. Po drugie,
jesli system dynamiczny, uwazany za stochastyczny, okaze si¢ chaotycznym, ale
deterministycznym, to mozliwa jest krotkoterminowa prognoza. Oznacza to, ze
szereg czasowy, ktory na pierwszy rzut oka wyglada na losowy, moze w istocie
okaza¢ si¢ prognozowalnym w krétkim horyzoncie czasowym. Jednakze istnieje
wiele kontrowersji nie tylko co do mozliwosci stosowania nieliniowosci i chaosu
w ekonometrii, w tym w analizie finansowych szeregéw czasowych, ale nawet
odnosnie do wynikéw testow badania istnienia nieliniowosci w ekonomicznych
szeregach czasowych.Wynika to z tego, ze w ekonomii — inaczej niz np. w naukach
fizycznych — nie mozna przeprowadza¢ kontrolowanych eksperymentéw, a poza
tym systemy ekonomiczne maja znacznie wicksze wymiary niz systemy fizyczne.

W nastepnym rozdziale oméwimy krotko literature ekonometryczna doty-
czaca tej tematyki. W rozdziale 3 przedstawimy Zrodla i charakterystyki opisowe
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danych. Kolejny rozdzial (4) zawiera przeglad i opis stosowanych w pracy me-
tod, ktore sa jednoczes$nie najpopularniejszymi metodami identyfikacji chaosu
deterministycznego. W rozdziale 5 przedstawiono wyniki uzyskanych analiz wraz
z ich interpretacja. Wnioski z przeprowadzonych badan zostana sformutowane
w rozdziale 6.

2. Przeglad literatury

W literaturze przedmiotu trwa dyskusja, czy w ekonomicznych lub finanso-
wych szeregach czasowych jest obecny ,,niskowymiarowy” chaos (por. np. [22]).
Pierwsze zastosowania podstawowych metod teorii chaosu w odniesieniu do
rynkéw kapitatowych i innych dzialéw ekonomii mozna znalez¢ np. w pracach
Docknera, Prskawetza i Feichtingera [8]; Elsnera [13]; Franka, Gencay i Stengosa
[14]; Hsieh'a [20] oraz Petersa [32],[33].

Wickszos¢ specjalistow z konca XX wieku zajmujacych sie teoria chaosu
uwazala, ze nie ma przekonywujacych dowodéw na obecnos$¢ chaosu w danych
finansowych. Wykrycie struktur chaotycznych w szeregach finansowych jest
zwykle utrudnione z powodu obecnosci duzych sktadnikéw losowych wystepu-
jacych w tych systemach dynamicznych. Test stuzacy do wykrywania nieliniowych
odstepstw od zachowania typowego dla biatego szumu zostal opisany w pracy
Scheinkmana i LeBarona [35]. Jednym z mozliwych podejsc¢ jest testowanie szeregu
CZasowego za pomocg estymatorow entropii i wymiaru w szeregu wyjSciowym oraz
w szeregu reszt z modelu liniowego w polaczeniu z testem BDS (Brock, Dechert
i Scheinkman) (zob. [2], [3], [4]). Inna mozliwoScia jest estymacja najwickszego
wykladnika Lapunowa i testowanie jego dodatniosci.

Atraktor jest ukrytym, trudnym do zaobserwowania, uporzadkowaniem procesu.
Znajac go, mozna dokonac przewidywan oraz wplyna¢ na przebieg procesu. Poszu-
kiwanie atraktoréw jest waznym kierunkiem badan w wielu dziedzinach nauki.

Wyktadniki Lapunowa sa wielko$ciami globalnymi, to znaczy reprezentuja
srednie wartosci calego atraktora. W zwiazku z tym nie moga one dostarczy¢ in-
formacji o lokalnych stopach odbiegania trajektorii od warunkéw poczatkowych,
ktére moga by¢ w pewnych obszarach nawet ujemne, co oznacza zmniejszanie
sie odleglosci pomiedzy trajektoriami w pewnych obszarach atraktora. W jezyku
prognozowania oznacza to obszary, w ktorych jest mozliwe formulowanie wia-
rygodnych krétkoterminowych prognoz. W innych obszarach te prognozy nie sa
mozliwe z powodu wykladniczej propagacji bledow. Zjawisko zmieniajacej si¢
lokalnie stopy rozbieznosci opisano w literaturze przedmiotu tzw. efektywnymi
wykladnikami Lapunowa (por. [19]), lokalnymi wykladnikami Lapunowa
(por. [10] i [41]) oraz prognozowalnym wzorcem (por. [9]).
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Interpretacja lokalnego i globalnego wykladnika Lapunowa napotyka na
trudnos$ci w przypadku uktadéw stochastycznych zaréwno na poziomie rozwazan
teoretycznych, jak i zastosowan praktycznych. Powodem komplikacji jest mozliwos¢
wzajemnego, zlozonego oddzialywania skladowych deterministycznych i losowych
w ukladach dynamicznych. Jest to zrédlem trudnosci w zdefiniowaniu stopnia
wrazliwosci trajektorii rozwiazan na warunki poczatkowe (zob. [30]). Ten typ szu-
mu jest nazywany szumem dynamicznym. Jego przeciwienstwem jest tzw. szum
pomiarowy niewplywajacy na dynamike systemu. Okreslenie chaos szumowy jest
zwigzane z systemami chaotycznymi zaktécanymi szumem dynamicznym. Okres$-
lenie to nie jest zbyt trafne, poniewaz standardowo zaklada si¢ szum gaussowski,
czyli dopuszcza sktadowe losowe nieskonczonego wymiaru dla dowolnej dodatniej
wariancji. Deterministyczny uktad chaotyczny posiadajacy stabilny atraktor moze
si¢ sta niestabilnym, jesli zostanie zakl6cony sktadowymi losowymi z rozkladami
prawdopodobienstwa szumu okreslonymi na nieskonczonym nosniku (por. [5]).
Jest kilka powodow, dla ktérych badacze zajmuja sie uktadami dynamicznymi z szu-
mem dynamicznym. Atraktor dopuszcza stosowanie réznych miar niezmienniczych.
Jak podaja Eckmann i Ruelle [12] stosowana miara powinna si¢ niewiele r6zni¢ od
miary niezmienniczej odpowiadajacej ukladowi dynamicznemu z matym szumem
dynamicznym. Nawet wtedy, gdy chce si¢ modelowa¢ uklad dynamiczny, bedacy
w istocie deterministycznym, nie ma pewnosci, czy ten uklad nalezy do uktadow,
ktére moga by¢ opisywane za pomoca rozwazanej grupy modeli. W zwiazku z tym
bardziej odpowiednim podejsciem jest modelowanie danych za pomoca nielinio-
wych ukltadéw dynamicznych z szumem dynamicznym (zob. [5]).

W efekcie w ekonomii i finansach ma si¢ czesto do czynienia z uktadami
dynamicznymi, dla ktérych zaobserwowane trajektorie, jak indeksy gieldowe,
wykazuja niewielka korelacje, jesli chodzi o warunkowa Srednia odpowiadajaca
skladowej deterministycznej, przy rownoczesnej bogatej strukturze warunkowej
wariancji odpowiadajacej sktadowej losowej. W praktyce, w przypadku takich
ukladéw dynamicznych jak indeksy gietldowe, badacze i inwestorzy interesuja si¢
przede wszystkim wlasnosciami sktadowej losowej, to znaczy dynamika warian-
¢ji warunkowej. W teorii szeregoéw czasowych zalezno$¢ warunkowej wariancji
od czasu nazywa si¢ niejednorodnoscia (hetereskedastycznos$cia). Na te tematy,
szczegOlnie w przypadku finansowych szeregéw czasowych, napisano wiele prac
nalezcych do literatury przedmiotu (np. zob. [1]).

Wyktadnik Lapunowa zostat zdefiniowany tylko dla systeméw deterministycz-
nych. Pomimo tego procedura estymacji wszystkich lub przynajmniej najwiekszego
wyktadnika Lapunowa (por. [11], [16], [34], [24] oraz [40]) byla i jest stosowana
do finansowych szeregéw czasowych generowanych przez szum badz bedacych
pod wplywem szumu. Jednakze w przypadku stochastycznych uktadéw dynamicz-
nych bezkrytyczne stosowanie tych procedur moze prowadzi¢ do tzw. ,pozornie
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dodatnich” wykladnikéw (zob. [39]). Daemmig i Mitschke [6] dowodza, ze dla
szeregu czasowego bedacego bialym szumem algorytm zaproponowany przez
Wolfa i in. [40] moze generowaé rézne dodatnie wartosci wyktadnika Lapunowa,
ktoére zaleza od parametréw obliczeniowych. Jesli wyktadniki Lapunowa sa esty-
mowane na podstawie ,,zanurzonej” dynamiki, co zwykle ma miejsce w praktyce,
to jest mozliwe otrzymanie wickszych wykladnikow Lapunowa niz najwiekszy
wyktadnik otrzymany na podstawie rzeczywistej dynamiki, nawet dla ukltadéw
czysto deterministycznych (por. [7], [17]). Tego problemu najczesciej unika
sie przez uwzglednienie na poczatku procedury matego zanurzenia wymiaru,
powickszanego w kolejnych krokach. Kilka algorytméw estymacji wykladnikoéw
Lapunowa w zastosowaniu do szeregdéw finansowych, takich jak stopy zwrotu,
indeksy gieldowe, czy kursy wymiany walut mozna znalez¢ w [7], [11] oraz [13].
W tych opracowaniach podano podobne wyniki obliczen. Oszacowane wyktadniki
Lapunowa sa matymi liczbami dodatnimi. Mozliwym wyja$nieniem w przypadku
tych wynikéw jest to, ze analizowane szeregi finansowe mogly wykazywac pier-
wiastki jednostkowe (czyli niestacjonarnosc). Fakt otrzymania matych i dodatnich
wyktadnikéw Lapunowa moze sklania¢ do zalozenia istnienia wysokowymiaro-
wego uktadu chaotycznego generujacego zachowanie podobne do losowego
z powodu swojego ukrytego wymiaru (zob. [13]). Jeszcze innym mozliwym
powodem otrzymywania wykladnikéw bliskich zeru moze by¢ przyjecie niewtas-
ciwych wartos$ci parametrow w algorytmie estymacji. Gencay [15] wprowadzit do
literatury przedmiotu estymowanie najwickszego wykladnika Lapunowa szeregu
czasowego generowanego przez uklad dynamiczny w postaci przedziatu ufnosci.
Schittenkopf i in. [36] zastosowali metode estymacji wykladnikéw Lapunowa
polegajaca na wyznaczeniu rozkltadéw empirycznych wyktadnikow Lapunowa za
pomoca techniki bootstrapu. Ich zdaniem metoda ta jest bardziej niezawodnym
narzedziem analizy deterministycznych i stochastycznych uktadéw dynamicznych.
Autorzy zbadali mape logistyczna wartosci parametru chaotycznego bez szumu
i dla przypadku chaotycznej wartosci parametru bez szumu oraz dla chaotycznej
wartosci parametru z szumem i bez szumu szeregu wartosci austriackiego indeksu
gieldowego ATX oraz szeregu czasowego, bez chwilowych zaleznosci powstatych
z ,przemieszania” szeregu ATX. Wyniki czesci empirycznej sktonily autoréw do
postuzenia si¢ koncepcja wrazliwej zaleznosci od warunkéw poczatkowych dobrze
zdefiniowana dla stochastycznych ukladéw dynamicznych. Chodzilo o pomyst
Yao i Tonga [42] opisu wzajemnego oddzialywania sktadowych deterministyczne;j
i stochastycznej za pomoca miary teoretyczno-informacyjnej dotyczacej odleglosci
pomiedzy funkcjami gestosci prawdopodobienstwa. Ta miara wrazliwos$ci oparta
na odleglosci pomiedzy trajektoriami jest naturalnym rozszerzeniem pojecia wy-
kltadnikéw Lapunowa. Jednakze w przeciwienstwie do wyktadnikéw Lapunowa
jest ona miarg lokalna zalezna od stanu. W nawiazaniu do pracy Yao i Tonga
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[42], Schittenkopf i in. [36] wyprowadzili wyrazenia mogace stuzy¢ jako miara
wrazliwosci dynamiki stochastycznej o statej lub zaleznej od stanu wariancji. Moga
one by¢ zastosowane do wielu modeli wykorzystywanych w nieliniowej analizie
szeregdw czasowych, przy czym chodzi tu o modele tak homoskedastyczne jak
i heteroskedastyczne (np. AR, ARCH, GARCH).

Zagadnienia chaosu i dynamiki nieliniowej byly przedmiotem nielicznych
dotad prac w literaturze polskiej. Wynika to ze stosunkowo kroétkiej historii pol-
skiego rynku kapitalowego. Opublikowane prace dotyczyly gtéwnie empirycznych
zastosowan metod fraktalnych. Gléwna publikacja podejmujaca te tematyke jest
praca Siemieniuk [37], w ktorej autorka bada wlasciwosci fraktalne szerokiego
spektrum spoétek istniejacych na GPW w Warszawie oraz indeksu WIG w latach
dziewiecdziesiatych ubiegtego wieku. Wyniki pracy oparte na analizie R/S, wyktad-
niku Hursta, wymiarze korelacyjnym oraz najwickszym wyktadniku Lapunowa dla
indeksu WIG wskazuja na chaotyczny charakter badanych szeregéw czasowych.
Przyktadowo dla tygodniowych stoép zwrotu indeksu WIG autorka uzyskata wartos¢
estymatora wykladnika Hursta dla WIG-u na poziomie 0,70, natomiast wartos¢
wymiaru korelacyjnego zostata ustalona na zaskakujaco niskim poziomie 2,47. Jak
zauwaza sama autorka, poprawnos¢ niektorych uzyskanych wynikéw moze zostac
poddana w watpliwos$¢ w zwigzku z krotkim okresem analizy szeregu czasowego.
Fakt ten potwierdzaja rowniez wyniki uzyskane przez Jajuge i Paple [23], ktorzy
analizowali 38 szeregéw czasowych pochodzacych z GPW w Warszawie z nieco
krétszego okresu. W swojej pracy autorzy wskazuja na brak zbieznosci wymiaru
korelacyjnego dla wickszosci badanych szeregéw z jakakolwiek wartos$cia, co
wskazywaloby na brak wystepowania chaosu deterministycznego w badanych
szeregach czasowych. Zastosowaniem wyktadnika Lapunowa do identyfikacji
chaosu na GPW w Warszawie zajmowali si¢ w swoich pracach takze Kwiatkowski
i Orzeszko (zob. [206]). Biorac pod uwage wczesniejsze badania oraz fakt, ze GPW
w Warszawie i Wiedniu maja podobna histori¢ (indeks ATX jest notowany od
2.01.1991 roku z warto$cia bazowa 1000 punktéw i obejmuje obecnie 21 spolek;
indeks WIG wystartowat 16.04.1994 roku i obejmuje 20 spotek — mial réwniez
warto$¢ bazowa 1000), poréwnywalna kapitalizacje oraz sa lokalnymi rywalami,
obliczenia przeprowadzono na podstawie danych dla tych wiasnie gield.

3. Opis danych

W celu poréwnania badanych wtasnosci obu rynkéw finansowych wykorzy-
stano dzienne dane dotyczace indekséw ATX oraz WIG20 z okresu od stycznia
2001 do sierpnia 2008. W przeprowadzonych analizach wykorzystano notowa-
nia (§,) wspomnianych indekséw. Badania oparto na dziennych stopach zwrotu
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R,=In(S/S,_,) oraz resztach z odpowiednio dobranych modeli ARMA (dla ATX byt
to model AR(3) natomiast dla WIG20 model ARMA(2,1)) .

Wstepna charakterystyke danych bedaca rownoczesnie pierwszym etapem
analizy poréwnawczej badanych szeregéw reprezentujacych dwie konkurujace
ze soba gieldy rozpoczeto od wyznaczenia podstawowych statystyk dla stop
zwrotu. Dodatkowo w pierwszej czesci analizy przeprowadzono podstawowe
testy normalnosci.

Przedstawione w tabeli 1 podstawowe statystyki dla stop zwrotu z badanych
indeks6w wskazuja na réznice w zakresie miar asymetrii oraz skupienia. Stopy
zwrotu ATX charakteryzuja sie silng asymetrig lewostronna oraz silnym skupieniem,
w przeciwienstwie do stop zwrotu WIG20, w przypadku ktérego nie wystepuje
asymetria, natomiast skupienie jest istotnie mniejsze niz dla ATX.

Tabela 1
Podstawowe statystyki dziennych stoép zwrotu indeksow
Indeks liczebnosé $rednia | odch. std. min. maks. skosnos¢ | kurtoza
std. std.
ATX 1900 0,000635 0,0109 -0,077 0,05352 -12,86 34,92
WIG20 1923 0,0001896 0,0148 -0,062 0,0548 0,31 9,41

Zrédto: obliczenia wlasne

Wyniki testow normalnosci wskazuja na lepsze dopasowanie rozktadu nor-
malnego do stép zwrotu WIG20 w poréwnaniu z ATX, cho¢ w zadnym przypadku
nie mozna stwierdzi¢ normalnosci rozkladéw tych stép (por. tabela 2).

Tabela 2
Wyniki testow normalnosci dla dziennych stép zwrotu indekséw
Indeks ATX WIG20
Testy statystyka warto$¢ p statystyka warto$¢ p
chi-kwadrat 187,36 1,37E-11 128,48 0,0001
statystyka Shapiro-Wilka 0,96 0,0000 0,9846 0,0043
statystyka skosnosci Z-score 8,2348 2,22E-16 0,2198 0,8259
statystyka kurtozy Z-score 12,47 0,0000 6,21 5,29E-10
statystyka Jarque'a-Bera 1371,17 0,0000 87,38 0,0000

Zrédlo: obliczenia wlasne
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4. Metodologia

Gléwnym celem artykutu jest wykorzystanie wybranych metod statystycznych
do identyfikacji w badanych szeregach czasowych wystepowania struktur nieli-
niowych oraz chaosu deterministycznego. Autorzy wybrali najbardziej popularne
metody statystyczne, tj. analize R/S, wyktadnik Hursta, test BDS, wymiar korelacyjny
oraz najwiekszy wykladnik Lapunowa.

4.1. Analiza R/S i wykladnik Hursta

Analiza przeskalowanego rozstepu (ang. rescaled range, ozn. R/S), w ktorej
wystepuje wykladnik Hursta jest przyktadem techniki nieparametrycznej, ktora
jako pierwszy zastosowal Hurst (zob. [21]), badajac poziom wody na Nilu i po-
wtarzanie si¢ wylewow tej rzeki. Zajmowali sie nig rowniez, wprowadzajac pewne
poprawki, Mandelbrot [28], Lo [27] oraz Moody i Wu [29].

Analiza ta opiera si¢ na badaniu zakresu skumulowanych odchylen od $red-
niej. Hurst za pomoca przeskalowanego zasiegu rozszerzyl model Einsteina' na

nastepujacy:

(5) et (1)
S n

gdzie S oznacza odchylenie standardowe przyrostow badanego szeregu w czasie 7,
¢ —stalg dodatnia, 7 — liczbe elementow szeregu czasowego. Wielkos¢ H nazywana
jest wyktadnikiem Hursta. Jesli badany proces bylby rzeczywiscie losowy, to wraz
ze wzrostem n warto$¢ H z zalezno$ci (1) powinna zmierza¢ do 0,5. W przeciwnym
wypadku mozna przypuszczaé, ze nie ma si¢ do czynienia z procesem typowo
losowym, lecz z procesem z tzw. dluga pamiecia.
Analiza R/S zaproponowana przez Hursta dla zadanego szeregu x,, x,,..., Xy
przebiega w pieciu etapach:
1. Szereg ten dzieli si¢ na podszeregi czasowe liczace po n obserwacji.
2. Dokonuje si¢ scentrowania kazdego szeregu czasowego poprzez odjecie
sredniej arytmetycznej, otrzymujac Szereg: z,, Z,,..., Zy-
3. Tworzy sie skumulowane szeregi czasowe, wedlug wzoru: , =iz} )
4. Oblicza sie rozstepy skumulowanych szeregéw czasowych, wealug wZzoru:
Rt = max (yl’ Yareeos yt) — min (yla Yaseess y;)'
5. Dla kazdego skumulowanego szeregu czasowego oblicza si¢ tzw. przeskalo-
wane rozstepy, dzielac rozstep przez odchylenie standardowe tego szeregu.

! Einstein wykazal, iz czasteczki poruszajace si¢ ruchem Browna pokonuja w czasie 7 droge rowna
R, =T"
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Procedure opisana w punktach 1-5 przeprowadza si¢ dla r6znych dtugosci
N szeregu czasowego. W ten sposob otrzymuje sie zaleznos¢ wielkosci R/S od
dlugosci N szeregu postaci (1). Aby wyznaczy¢ warto$¢ wyktadnika Hursta dla
dowolnego szeregu, nalezy zlogarytmowac rownanie (1), otrzymujac:

In (R/S) =1In (¢) + HIn (n) 2)

Nastepnie za pomocg regresji liniowej estymujemy warto$¢ H bedaca wspot-
czynnikiem kierunkowym w rOwnaniu (2). Zatem wykladnik Hursta okresla na-
chylenie krzywej otrzymanej przez wykreslenie w skali podwojnie logarytmicznej
(R/S), wzgledem n.

Przy wyznaczaniu przeskalowanego zasiegu oraz wyktadnika Hursta dla szere-
gb6w czasowych pochodzacych z rynkéw finansowych mamy pewne ograniczenia
zwiazane z dlugoscia badanego szeregu czasowego. Jest to rOwniez bezposrednio
zwiazane z iloscia dzielnikéw liczby okreslajacej dlugosc¢ szeregu. W zwiazku z tym
ilo$¢ danych do analizy modyfikujemy w ten sposob, aby N mialo jak najwiecej
dzielnikéw naturalnych. Czasami wiaze sie to ze skréceniem analizowanego szeregu
(zazwyczaj odcinamy kilka najstarszych obserwacji). Drugim istotnym problemem
jest fakt, ze w szeregach naturalnych moga wystepowac cykle (procesy o skon-
czonej pamieci), ktére znieksztatcaja wyniki otrzymane przy uzyciu opisanego
algorytmu. Nalezy zatem szczegotowo przeanalizowaé wykres log (R/S), wzgledem
log n oraz zbada¢, czy nie istnieje taki punkt log n*, w ktérym wykreslona krzy-
wa istotnie zmienia swoje nachylenie. Jesli taki punkt istnieje, nalezy wéwczas
do wyznaczania warto$ci H uzy¢ tylko wartosci (R/S),, wyznaczonych dla n < n*.
W przypadku, gdy dla wartosSci # = n* wspolczynnik regresji bedzie zblizony do
wartosci 0,5 (w szczegolnosci, gdy warto$¢ H otrzymana z regresji jest nieistotna)
mozemy powiedziec, ze pamieé w systemie jest skoniczona i proces staje si¢ biatym
szumem. Warto$¢ n* uwaza si¢ za Srednia dhugosc cyklu nieokresowego.

Podsumowujac, analiza przeskalowanego zasiegu, to bardzo mocny nie-
parametryczny test do sprawdzania, czy badany szereg jest losowy, czy tez nie.
Dodatkowa korzys$¢ wynikajaca z tej analizy polega na wykrywaniu dlugosci cykli
(o ile istnieja). Nie dotyczy to tylko regularnych cykli okresowych, ale rowniez
cykli nieokresowych.

4.2. Wymiar korelacyjny, test BDS

Metoda wyznaczania wymiaru korelacyjnego, zaproponowana przez
Grassbergera i Procaccia [18], polega na odtwarzaniu wielowymiarowego
atraktora na podstawie jednowymiarowego szeregu czasowego. Dane wyzszych
wymiaréw otrzymywane sg jako przesuniete dane jednowymiarowego szeregu
czasowego. Okreslenie wymiaru atraktora odbywa sie przez zwickszanie wymiaru
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szeregu danych, zwanego wymiarem zanurzenia oraz okreslenie dla kazdego
z otrzymywanych szeregéw danych wymiaru korelacyjnego. Gdy przy kolejnym
zwickszeniu wymiaru danych wymiar korelacyjny nie zwicksza si¢, oznacza to,
ze jest to wlasnie poszukiwany wymiar. Zalézmy zatem, ze dany jest szereg
CZaSOWY X,, X,,..., Xp. Oznaczmy przez X, ,, wektor m-wymiarowy postaci

Xt,m = (xt’ xt+1""7 xt+m—1)' (3)

Wymiar korelacyjny okresla si¢, wyznaczajac tzw. catke korelacyjna, wedlug
wzoru:
2

C,n(€)= NN=1) 15,;’@[{(5_ |, - ...

), (4)

gdzie N = T - m + 1, H(x) jest funkcja skokowa Heaviside’a okreslona wzo-
0 dlax<0

L dl 50’ natomiast || || oznacza dowolng norme w przestrzeni
a x>

rem H :{
m-Wymiarowe;j.

Okazuje si¢, jak wykazal Brock i in. [4], ze wartos$¢ calki nie zalezy od wy-
boru normy. Catke te mozna interpretowac jako prawdopodobiefistwo tego, ze
dwa losowo wybrane elementy ciagu sa oddalone (w sensie wybranej normy) na
odlegto$¢ mniejsza niz €. Przechodzac do granicy, otrzymujemy wzor na wartos¢
wymiaru korelacyjnego:

InC €
D, = lim limm—‘N() .
N> £50 ll’l€

3)

Przyblizona warto$¢ wymiaru korelacyjnego uzyskujemy, wyznaczajac wspot-
czynnik kierunkowy regresji zmiennej InC,, ,(€) wzgledem In € przy zastosowaniu
niewielkich wartosci €.

Wymiar korelacyjny jest wazna informacja o systemie, poniewaz umozliwia
ustalenie minimalnej liczby zmiennych dynamicznych potrzebnych do opisania
uktadu. Jednoczesnie wymiar korelacyjny stanowi dolna granice liczby mozliwych
stopni swobody.

Pojecie catki korelacyjnej zostalo rowniez wykorzystane w tescie BDS. Test
ten zostal stworzony jako silne narzedzie do identyfikacji wystepowania chaosu
deterministycznego. Weryfikuje on hipoteze zerowa o tym, ze analizowany proces
jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie (i.i.d).
W rzeczywistosci wiec test BDS identyfikuje wystepowanie zaleznosci nieliniowych
w badanym szeregu czasowym, co moze by¢ oznaka pojawiania sie chaosu.
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Statystyka BDS przyjmuje postac:
BDS =N [cm,N (e)=(Cpy (e))’”] ©)

i ma ona asymptotyczny rozklad normalny ze Srednia O i znang wariancja zalezna
od € oraz m.

4.3. Najwickszy wykladnik Lapunowa

Najwiekszy wykladnik Lapunowa jest miarg badajaca wrazliwo$¢ ukladu na
warunki poczatkowe. Jest miara szybkosci ,rozbiegania” si¢ bliskich sobie trajek-
torii uktadu.

Wyznaczenie najwickszego wykladnika Lapunowa mozliwe jest w przypadku,
gdy znane sa charakterystyki atraktora, takie jak: wymiar korelacyjny, Sredni czas
orbitalny oraz opdznienie czasowe. Na atraktorze, ktorego wymiar korelacyjny
zostal oszacowany, wybieramy dwa punkty odlegle od siebie co najmniej o jeden
okres orbitalny. Odlegtos¢ tych punktéw oznaczamy przez L(z;). Nastepnie oblicza-
my odleglos¢ wybranych punktéw po uplywie pewnego czasu, ktorg oznaczamy
przez L'(t,, ). Najwiekszy wyktadnik Lapunowa obliczamy, korzystajac ze wzoru:

1 L)
L ==Y log, 12, .

gdzie m oznacza liczbe okreséw, natomiast ¢ okres badania.

Dodatnia warto$¢ najwickszego wykladnika Lapunowa oznacza, ze mamy do
czynienia z ukladem chaotycznym, a warto$¢ wykladnika pozwala na okreslenie
czasu, po ktérym catkowicie tracimy informacje o systemie, co jest istotnie po-
wigzane z mozliwosciami i jakoscia predykcji.

5. Wyniki badan

Prezentacje wynikéw badan zaczniemy od analizy R/S i estymacji wspotczyn-
nika Hursta.

5.1. Wyniki analizy R/S oraz estymacji wykladnika Hursta

Probe wykrycia cykli oraz okreslenia ich dlugosci rozpoczeto od wykreslenia
wartosci log(R/S), w zaleznosci od log(,) dla n = 10, ..., N/2. Zageszczenie punk-
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tow krzywej przez uzycie do wyznaczenia wartosci (R/S), wszystkich liczb natural-
nych » z przedziatu [10, N/2] pozwoli na doktadniejsze okreslenie wartosci log(r*)
(o ile istnieje), w ktorej nastepuje istotna zmiana nachylenia krzywej. Na wykresach
zaznaczono rowniez proste regresji dla n € [10, n*] oraz dla n € [n*, N/2]. Wspol-
czynnik kierunkowy prostej uzyskanej w wyniku regresji liniowej dlan € [10, n*]
jest jednoczes$nie wartoscia wykladnika Hursta uzyskanego przy zastosowaniu
zmodyfikowanego algorytmu. Zmiana nachylenia badanych wykresow i jego
ustalenie si¢ na poziomie zblizonym do 0,5 oznacza, ze badany proces traci
pamiec i staje sie losowy. Punkt, w ktorym krzywa sie ,,odgina” uznajemy za
warto$¢ okreslajaca dlugos¢ pamieci procesu i jednoczesnie za Srednig dtugosc
cyklu nieokresowego.

Wyniki analizy dla stop zwrotéw ATX oraz WIG20 wskazuja, iz w badanych
szeregach wystepuja zaleznosci dlugookresowe (efekt dltugiej pamieci). Wyzsza
warto$¢ wykladnika Hursta dla indeksu ATX $§wiadczy o tym, ze w przypadku
szeregu ATX wystepowanie chaosu deterministycznego jest silniejsze niz dla
WIG20. Wartosci wyktadnika Hursta uzyskane dla szeregéw reszt z modelu ARMA
sq zblizone do tych z szeregéw niemodyfikowanych. Fakt ten jest potwierdzeniem
wystepowania struktur nieliniowych w badanych szeregach (tab. 3).

Tabela 3
Warto$ci wyktadnika Hursta oraz dtugosci cykli nieokresowych
Indeks Wykladnik Hursta n* Dlugos¢ cyklu w dniach

ATX 0,619 2,58 380
WIG20 0,574 2,36 230
reszty modelu ARMA dla
ATX 0,606 2,55 355
reszty modelu ARMA dla
WIG20 0,595 2,47 295

Zrédlo: obliczenia wlasne

Analiza R/S (por. rys. 1-4) pozwolita rowniez na wyznaczenie dtugosci cykli
nieokresowych. I tak dla ATX wynosi on 380 dni handlowych, czyli okoto 1,5 roku
kalendarzowego, natomiast dla WIG20 okres ten jest krétszy i wynosi 230 dni
biznesowych, czyli okoto 1 roku kalendarzowego.
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5.2. Wyniki testu BDS, estymatory wymiaru korelacyjnego
i najwickszego wykladnika Lapunowa

Analizujac wyniki testu BDS zamieszczone w tabelach 4 i 5, stwierdzamy, iz
w przypadku stop zwrotu indeksu WIG20 dla wymiaru zanurzenia 2-3 nie ma
podstaw do odrzucenia hipotezy o tym, ze szereg jest realizaja procesu i.i.d.

Tabela 4
Wyniki testu BDS dla stop zwrotu z indekséw
Indeks 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ATX 7,499 | 10,492 | 12,58 | 14,32 | 15,61 | 16,89 | 18,42 | 19,825 | 21,262
WIG20 0,91% 1,17* 2,60 3,64 4,95 6,01 6,75 7,57 8,45

Zrédlo: obliczenia wlasne

Uwaga: * oznacza, ze nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, ze dane sa realizacja pro-
cesu i.i.d. przy poziomie istotnosci 1%. Warto$¢ krytyczna dla testu wynosi 2,58.

Tabela 5
Wyniki testu BDS dla reszt z modelu ARMA

Indeks

2 3 4 5 6 7 8 9 10
ATX 7,33 | 10,372 | 12,463 | 14,223 | 15,523 | 16,821 |18,357| 19,772 |21,236
WIG20 0,82% | 1,13* | 2,55 | 3,61 | 494 | 6,02 | 6,76 | 7,59 | 8,49

Zrédlo: obliczenia wlasne
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Przy analizie rezultatow wymiaru korelacyjnego dla stép zwrotu (por tab. 6,
rys. 5) wida¢ do$¢ wyrazna zbiezno$¢ wymiaru korelacyjnego przy zwickszaniu
wymiaru zanurzenia dla obydwu indekséw. W przypadku WIG20 zauwazamy, ze
ograniczeniem goérnym (caltkowitym) jest 7, natomiast dla ATX wartos$¢ ta wynosi
6. Liczby te okreslaja zatem wymiar korelacyjny badanych szeregdw, a jednoczes-
nie s3 oszacowaniem z dotu wymiaru atraktora i okreslajg liczbe stopni swobody
uktadu. Zatem dla indeksu polskiego minimalna liczba zmiennych potrzebnych do
opisu uktadu wynosi 7, za$ dla indeksu ATX réwna jest 6. Wyniki z analogiczne;j
analizy dla reszt z modelu ARMA wskazuja na to, ze wymiar korelacyjny dla ATX
wynosi 5, przy niezmienionym wymiarze dla WIG20 (por. tab. 7, rys. 0).

Tabela 6

Wyniki estymacji wymiaru korelacyjnego w zaleznosci od wymiaru zanurzenia (max. 16)

Indeks| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16
ATX 0,73 |1,44 |2,14 (2,81 |3,40 |3,99 (4,15 (4,38 |4,53 |4,66 |5,11 (4,70 |5,03 |5,42 (5,34 |5,40
WIG20 (0,79 (1,57 (2,33(3,05 |3,76 (3,92 (4,40 |5,02 |5,30 (5,40 |5,75 (6,20 6,64 |6,69 (6,72 (6,59

Zrédlo: obliczenia wlasne

Tabela 7

Wyniki estymacji wymiaru korelacyjnego w zaleznosci od wymiaru zanurzenia (max. 16)
dla reszt z modelu ARMA

Indeks| 1 | 2 | 3 | 4 | 5| 6 | 7 | 8|9 |10|11]|12]|13 |14 15| 16
ATX  [0,64 [1,26 |1,85 (2,40 [2,96 [3,43 |3,95 4,01 |4,15 |4,27 4,65 |4,72 4,79 |4,99 |4,85 |4,90
WIG20 [0,78 |1,54 (2,29 [3,02 [3,71 [4,22 [4,70 |5,12 |5,25 |5,41 |5,74 |5,87 |6,08 [6,23 6,57 |6,25

Zrédlo: obliczenia wlasne

Wyniki uzyskane z estymacji najwickszego wyktadnika Lapunowa (por. tab. 8)
sugeruja, ze we wszystkich przypadkach mamy do czynienia z szeregami czasowymi
realizujacymi procesy o charakterze chaotycznym.

Jak juz wspominaliSmy wyktadnik Lapunowa moéwi nam, w jakim tempie
tracimy informacje o uktadzie. Przykladowo dla ATX wartos$¢ wyktadnika 0,00343
oznacza, ze w ciagu kazdego dnia tracimy 0,00343 bita informacji o ukladzie.
A zatem catkowita utrata informacji nastapi po 1/0,00343=291 dniach. Mozna
réwniez powiedzied, ze po 319 dniach system traci pami¢c (z analizy R/S uzyskano
czas 380 dni). Wyniki uzyskane z tej analizy r6znia si¢ nienacznie od uzyskanych
z analizy R/S. Btad moze wynika¢ ze stosunkowo niewielkiej liczby wykorzystanych
do badania danych.
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Rys. 6. Poréwnanie wymiaru korelacyjnego dla reszt z modelu ARMA

Tabela 8

Wyniki estymacji najwickszego wyktadnika Lapunowa dla stop zwrotu

et okt | o ey nformc
ATX 0,0034 319
WIG20 0,0038 263
reszty modelu ARMA dla ATX 0,0041 241
reszty modelu ARMA dla WIG20 0,0042 238

Zrédlo: obliczenia wlasne
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6. Wnioski

Uzyskane wyniki wskazuja, iz w badanym okresie indeksy ATX oraz WIG20
wykazywaly dos$¢ zblizone wilasnosci statystyczne. W przypadku indeksu ATX
zwraca uwage silnie leptokurtotyczny charakter stop zwrotu w pordwnaniu do
WIG20. Analiza R/S oraz wykladnika Hursta w obydwu przypadkach wskazala na
wystepowanie dlugiej pamieci oraz cykli nieokresowych. Jednakze dla indeksu
ATX warto$¢ wykladnika Hursta jest istotniejsza, a cykle dtuzsze. Otrzymane war-
tosci wymiaru korelacyjnego wskazuja w obydwu przypadkach na wystepowanie
chaosu deterministycznego. Jednakze w obydwu przypadkach mamy do czynienia
z dos¢ skomplikowanymi uktadami. W przypadku indeksu WIG20 potrzebujemy
7 zmiennych do opisu ukladu, a dla indeksu ATX 6. Przy takiej liczbie zmiennych
mozemy mowi¢ o wystepowaniu tzw. multifraktali.

Literatura

[1] Bollerslev T., Chou R.Y, Kroner K.F., ARCH modelling in finance: A review of
the theory and empirical evidence, ,Journal of Econometrics” 1992, Vol.52,
s. 5-59.

[2] Brock WA., Distinguishing random and deterministic systems: Abridged
version, ,,Journal of Economic Theory” 1986, Vol. 40, s. 168-195.

[3] Brock WA., Dechert W.D., Scheinkman J.A., A test for independence based
on the correlation dimension, Social Systems Research Institute, University
of Wisconsin-Madison, 1987, Working paper no. 8702.

[4] Brock WA., Hsieh D., LeBaron B., A Test of Nonlinear Dynamics, Chaos, and
Instability, Cambridge: MIT Press, 1991.

[5] Chan K.S., Tong H., A note on noisy chaos, ,,Journal of the Royal Statistical
Society B” 1994, Vol. 56, s. 301-311.

[6] Daemmig M., Mitschke F., Estimation of Lyapunov exponents from time
series: The stochastic case, , Physics Letters A” 1993, Vol. 178, s. 385-
-394.

[7] Dechert WD., Gencay R., Lyapunov exponents as a non-parametric diag-
nostic for stability analysis, ,Journal of Applied Econometrics”, Oct-Dec
1992, supplement, Vol. 7, s. 541-560.

[8] Dockner E J., Prskawetz A., Feichtinger G., Non-linear dynamics and predi-
ctability in the Austrian stock market, ,Systems in economic and financial
models”, 1997, Series in Financial Economics and Quantitative Analysis.
Chichester, New York and Toronto, Wiley, s. 45-62.

[9] Doerner R., Huebinger B., Martienssen W.,, Predictability portraits for chaotic
motions, Chaos, Solitons & Fractals, 1991, Vol. 1, s. 553-571.

[10] Eckhardt B., Yao D., Local Lyapunov exponents in chaotic systems, ,,Physica
D” 1993, Vol. 65, s. 100-108.

118



Nieliniowa dynamika indekséw gieldowych WIG20 i ATX: analiza poréwnawcza

[11] Eckmann J.P, Kamphorst S.O., Ruelle D., Scheinkman J., Lyapunov exponents
for stock returns, w: The Economy as an Evolving Complex System, SFI
Studies in the Science of Complexity. Reading, MA: Addison-Wesley, 1988,
s. 301-304.

[12] Eckmann J.P, Ruelle D., Ergodic theory of chaos and strange attractors,
~Reviews of Modern Physics” 1985, Vol. 57, s. 617-656.

[13] Elsner J., Chaos und Zufall am deutschen Aktienmarkt, Heidelberg, Ger-
many: Physica-Verlag, 1996.

[14] Frank M., Gencay R., Stengos T., International chaos?, ,European Economic
Review” 1988, Vol. 32, s. 1569-1584.

[15] Gencay R., A statistical framework for testing chaotic dynamics via Lyapu-
nov exponents, ,Physica D” 1996, Vol. 89, s. 261-266.

[16] Gencay R., Dechert WD., An algoritbm for the Lyapunov exponents of an
n-dimensional unknown dynamical system, ,Physica D” 1992, Vol. 59,
s. 142-157.

[17] Gencay R., Dechert W. D., The identication of spurious Lyapunov exponents
in Jacobian algorithms, ,Studies in Nonlinear Dynamics and Econometrics”,
1997, Vol. 1, s. 145-154.

[18] Grassberger P, Procaccia I., Characterization of strange attractors, ,,Physical
Review Letters” 1983, Vol. 50, s. 346-349.

[19] Grassberger P, Badii R., Politi A., Scaling laws for hyperbolic and nonbyper-
bolic attractors, ,Journal of Statistical Physics” 1988, Vol. 51, s. 135-178.

[20] Hsieh D.A., Chaos and nonlinear dynamics: Applications to financial mar-
kets, ,,Journal of Finance” 1991, Vol. 46, s. 1839-1877.

[21] Hurst H.E., The Long Term Storage Capacity of Reservoirs, ,Transactions of
the American Society of Civil Engineers” 1951, 116.

[22] Jaditz T., Sayers C.L., Is chaos generic in economic data?, ,International
Journal of Bifurcation and Chaos” 1993, Vol. 3, s. 745-755.

[23] Jajuga K., Papla D., Teoria chaosu w analizie finansowych szeregow czaso-
wych — aspekty teoretyczne i badania empiryczne, V Ogoélnopolskie Semi-
narium Naukowe, ,Dynamiczne Modele Ekonometryczne” 9-11 wrze$nia
1997 Torun, s. 5-16.

[24] Kadtke J.B., Brush J., Holzfuss J., Global dynamical equations and Lyapunov
exponents from noisy chaotic time series, ,International Journal of Bifurca-
tion and Chaos” 1993, Vol. 3, s. 607-616.

[25] Kolmogorov A.N., A metric invariant of transient dynamical systems and
automorpbisms in Lebesgue spaces, ,Doklady Akademii Nauk SSSR”, 1958,
Vol. 119, s. 861-864.

[26] Kwiatkowski J., Orzeszko W, Wykladnik Lapunowa — narzedzie identyfikacji
chaosu na WGPW, ,Przeglad Statystyczny” 2004, Vol. 51, s. 85-96.

[27] Lo AW, Long term memory in stock market prices, ,Econometrica” 1991,
Vol. 59, s. 1279-1313.

119



Henryk Gurgul, Marcin Suder

[28] Mandelbrot B., Statistical Methodology for Non-Periodic Cycles: from the
covariance to R/S analysis, ,Annals of Economic and Social Measurement”
1972, Vol. 1.

[29] Moody J., Wu L., Improved estimates for Rescaled Range and Hurst expo-
nents. Neural Networks in Financial Engineering, eds. Refenes A-P Abu-
-Mustafa Y., Moody J., Weigend A., ,Word Scientific” 1996, s. 537-553.

[30] Nychka D., Ellner S., Gallant A.R., McCaffrey D., Finding chaos in noisy sys-
tems, ,Journal of the Royal Statistical Society B” 1992, Vol. 54, s. 399-426.

[31] Oseledec V. 1., A multiplicative ergodic theorem: Lyapunov characteristic
numbers for dynamical systems, ,Transactions of the Moscow Mathematical
Society” 1968, Vol. 19, s. 197-231.

[32] Peters E.E., Chaos and Order in the Capital Markets, New York: Wiley 1991.

[33] Peters E.E., Teoria chaosu a rynki kapitalowe, WIG Press, Warszawa 1997.

[34] Sano M., Sawada Y., Measurement of the Lyapunov spectrum from a chaotic
time series, ,Physical Review Letters” 1985, Vol. 55, s. 1082-1085.

[35] Scheinkman J.A., LeBaron B., Nonlinear dynamics and stock returns, ,,Jour-
nal of Business” 1989, Vol. 62, s. 311-337.

[36] Schittenkopf C., Dorffner G., Dockner E.J., On Nonlinear, Stochastic Dyna-
mics in Economic and Financial Time Series, ,,Studies in Nonlinear Dynamics
and Econometrics” 2000, Vol. 4 (3), s. 101-121.

[37] Siemieniuk N., Fraktalne wilasciwosci polskiego rynku kapitatowego, Wy-
dawnictwo Uniwersytetu w Bialymstoku, Bialystok 2001.

[38] Sinai Y.G., On the concept of entropy for a dynamic system, Doklady Aka-
demii Nauk SSSR, 1959, Vol. 124, s. 768-771.

[39] Tanaka T., Aihara K., Taki M., Analysis of positive Lyapunov exponents from
random time series, ,Physica D” 1998, Vol. 111, s. 42-50.

[40] Wolf A., Swift J.B., Swinney H.L., Vastano J.A., Determining Lyapunouv expo-
nents from a time series, ,Physica D” 1985, Vol. 16, s. 285-317.

[41] Wolff R.C., Local Lyapunov exponents: Looking closely at chaos, ,,Journal
of the Royal Statistical Society B” 1992, Vol. 54, s. 353-371.

[42] Yao Q., Tong H., On prediction and chaos in stochastic systems, ,Phi-
losophical Transactions of the Royal Society London A” 1994, Vol. 348,
s. 357-3069.



