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Jan Konior

Whnioskowanie przez analogie i potrzeba
jego rozwijania w edukacji matematyczne;

1. Motywy podjecia tematu i cel artykulu. Zainteresowanie dydaktykéw,
w szczegoinosei dydaktykow matematyki problematyka rozumowan przez analo-
gie i rozwijaniem tej umiejgtnosci w ramach edukacji matematycznej jest w ostat-
nich latach stosunkowo niewielkie, jesli bra¢ pod uwage znaczenie tej formy my-
$lenia w poznawczej aktywnos$ci cztowieka, a stopien zaangazowania badawcze-
go mierzy¢ liczba specjalistycznych prac. Cho¢ temat daleki jest od pelnej eksplo-
atacji badawczej, o analogii czgsto si¢ jednak moéwi. Taki stan rzeczy ma rozne
zrédia, tkwiace m.in. w przekonaniu, ze myslenie przez analogie stanowi od po-
czatku intelektualnej aktywno$ci umyshu naturalny jej sktadnik, konstytuuje si¢ w
niej jakby samo - poprzez do§wiadczenie - i przynajmniej na swym elementarnym
poziomie i w mniej specjalistycznych obszarach nie musi by¢ wspomagane w roz-
woju w specjalnie organizowanych zabiegach dydaktycznych. Inna przyczyna
wywodzi si¢ z tradycyjnego nauczania podajacego matematyki, wzorowanego na
strukturze i metodologii dyscypliny macierzystej. Chodzi o priorytet metodologicz-
ny i zainteresowanie przede wszystkim rozumowaniami dedukcyjnymi; tymecza-
sem mys$lenie przez analogie takim nie jest. Nie bez znaczenia pozostaje tez od-
dziatywanie pewnej tradycji, wywodzacej si¢ jeszcze od K.Poppera, ktory tg pro-
blematyke przesunat do psychologii. Jednak prze§wiadczenie o roli rozumowan
przez analogig w zyciu codziennym i zawodowym, a takze jej niewatpliwe znacze-
nie w nauce, zwtaszcza na etapie dokonywania odkryé, nakazuje spojrze¢ nan
takze od strony dydaktyczne;j.

Glownym celem artykutu jest wige zwrdcenie uwagi na doniosto$¢ wnioskowa-
nia przez analogie w edukacji matematycznej, a wigc spojrzenie nan jako na temat
kryjacy obszerna problematyke dydaktyczna, za$ podstawowym przestaniem to,
Ze W procesie nauczania mamy nie tylko wykorzystywac analogie, ale takze syste-
matycznie uczyé racjonalnego postugiwania sig nig, ukazujac zaréwno jej walory
jak i sytuacje, w ktorych moze ona prowadzi¢ na manowce.

2. Powszechno$¢ i znaczenie my$lenia przez analogie. MysSlenie przez ana-
logie jest jedna z pierwotnych i bodaj najpowszechniejsza forma zachowan po-
znawczych cztowieka. Pierwotna, gdyz proste formy tego myslenia stwierdza sig¢
w rozwoju osobniczym juz od najmiodszych lat, gdzie ich wystgpowanie i rola
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wcale nie sg epizodyczne. Powszechna, gdyz jego elementy stosujemy niemal
w kazdej sytuacji zyciowej, niezaleznie od wyksztalcenia, zawodu itp. Zaznaczajg
one swa obecnos$¢ w jezyku, chocby np. w powiedzeniu ,,i$¢ gesiego™ lub w na-
zwie ,wieloryb”, ktorej urobienie od formy dwuczlonowej ,,wielka ryba” wskazuje
tym razem na zawodnos$¢ analogii (wieloryb wcale nie jest ryba). Ten prymarny
charakter analogii podkresla H. Freudenthal: ,,Analogia jest dlatego tak skutecz-
nym $rodkiem stanowienia zwiazkow w matematyce i poza nig, gdyz jest w ogdle
naturalnym i pierwotnym srodkiem poznania $wiata.” ([4], str. 78).

Wskazujac na znaczenie my$lenia przez analogig, nalezy zwrdcic tez uwagg, ze
ten sposdb zachowan mentalnych jest w praktyce jedyna droga, na ktorej mozemy
cos$ wnosic¢ o stanie emocjonalnym - i ogélniej - o stanie §wiadomosci drugiej oso-
by. Bez analizy whasnych przezy¢ wewngtrznych, przy zatozeniu ich podobne;j struk-
tury dla catego gatunku, bylibysmy bezradni, pragnac dokonywac hipotetycznych
rekonstrukcji zjawisk przebiegajacych w swiadomosci innych oséb. Brak takich
mozliwosci bytby brzemienny w skutkach, zakltdcajac kontakt psychiczny i proce-
sy porozumiewania si¢ ludzi.

Postugujac si¢ analogia w sytuacjach codziennych (i nie tylko) zachowujemy si¢
tak, jakbysmy podstawa swych dziatan uczynili generalne zatozenie o regularnosci
budowy $wiata. Przyjmujemy wiec, ze funkcjonuje on niezmiennie na tych samych
zasadach w miejscu i czasie 4, co w miejscu i czasie B. Zapewne $wiadoma
akceptacja takich rozumowan zasadza si¢ na przekonaniu o jednosci natury. To
przekonanie jest w ontogenezie myslenia naturalnym uwarunkowaniem naszych
zachowan wewngtrznych i zarazem jakby entymematyczna przestanka. Z drugiej
strony myslenie przez analogig jest takze - niezaleznie od swego pierwotnego cha-
rakteru - efektem osobistego doswiadczenia jednostki. Jest przez to doswiadcze-
nie wzbogacane. Charakterystyczne oznaki na zasniezonym stoku i jego ksztatt
nasuwaja do$wiadczonemu taternikowi mys! o mozliwosci rychiego zejécia lawiny,
poniewaz w przesziodci spotykal takie zjawiska i wielokrotnie obserwowatl ich
nastgpstwa.

Myslenie oparte na analogii nie stanowi domeny jedynie dziatan potocznych.
Wystepuje ono - wspomniano juz o tym - réwniez w nauce, gdzie najcz¢sciej wy-
znacza sie mu role heurystyczng i przypisuje charakter tworczy. W tym obszarze
aktywnosci ludzkiej kojarzy sig¢ zreszta jeszcze z ta forma myslenia daisze funkcje:
poznawcza, argumentacyjna, systematyzujaca i inne [1]. Dedukcyjna metodologia
matematyki - rozumianej jako gotowy produkt my$li zobiektywizowanej w odpo-
wiednim jezyku - nie dopuszcza argumentacji opartych na analogii. Nie oznacza to
jednak, ze nie majg one znaczenia na etapie wykrywania twierdzen i dochodzenia
do pojeé matematycznych, a ta ich rola interesuje nas najbardziej z punktu widze-
nia aktywnego nauczania. O znaczeniu analogii w matematyce tak oto méwi
Z. Krygowska: ,,Uogolnienia i wielkie syntezy, tak charakterystyczne dla wspdt-
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czesnej matematyki, to wyrazone jezykiem matematycznym analogie. Zmyst ana-
logii odgrywa zasadniczg role w rozwijaniu sie naszej intuicji w dziedzinie matema-
tyki”. ([8], str. 67).

Znaczenie analogii w mysleniu twérczym znalazto wyraz w polyowskich regu-
fach preferencji. Tworca nowoczesnej heurystyki podkresla role myslenia przez
analogie, formutujac tak jedna z regut uzytecznych przy rozwigzywaniu proble-
mow: obiekt majacy wigcej punktéw wspdlnych z zadaniem ma pierwszenstwo
przed obiektem majacym mniej takich punktow. ([10], str. 284). Jednocze$nie
w réznych swych dzietach G. Polya zwraca uwagg na subtelng nature tego narze-
dzia mysli; moze ono by¢ spozytkowane na drodze do pomystu i w samym proce-
sie rozwigzywania zadania w réznoraki sposob 1 przynosi¢ korzysci nawet wow-
czas, gdy atak na problem przy pomocy tego narzedzia ostatecznie skonczy sig
niepowodzeniem.

3. Dwa przyklady paradygmatyczne. Stowo ,,analogia”, przy swym chwiej-
nym, potocznym rozumieniu kryje rozne tresci. Aby przynajmniej w zarysie wska-
zac kierunek czgsciowego porzadkowania tego dos¢ nieokreslonego pola, rozwa-
zymy dwa paradygmaty sytuacji, szczegolnie interesujacych z dydaktycznego punktu
widzenia.

Trescig pierwszego jest rekonstrukcja wnioskowania M. Kopernika w toku opra-
cowywania jego teorii heliocentrycznej. Autor De revolutionibus ... przytacza opis
wrazenia jakiego doznaje pasazer okretu, obserwujac pozorny ruch mijanego nad-
brzeza. Takie samo wrazenie powstaje - pisze on - przy obserwacji ruchu Stonca
na sklepieniu niebieskim. Ruch ten musi by¢ przeto ruchem pozornym. Mamy tu
klasyczne rozumowanie, w ktérym z sytuacji dobrze znanej (pasazerowie okretu -
brzeg) wnioskuje sig o relacjach pozostajacych poza naszym bezpoérednim zasig-
giem (ukfad Ziemia i jej mieszkancy - Stonce).

Drugi przyktad, zwiazany bezposrednio z rozwojem matematycznym dziecka
wzbogacimy czg$ciowo komentarzem metodycznym akcentujacym od tej strony
role i funkcjonowanie analogii. Przyktad dotyczy spontanicznego ksztattowania si¢
poje¢ mierzenia i dtugo$ci. W poczatkach tego procesu, daleko wyprzedzajacych
zorganizowane nauczanie (cho¢ sam proces nakiada sig jeszcze pdzniej na wiele
lat nauki szkolnej) istotne sa dwa momenty: uj¢cie przez dziecko statodci diugosci
oraz zdolnos¢ do kwalifikacji dwoch wielkosci jako wielkosci tego samego rodzaju.
Pierwszy jest przedmiotem rozwazanh psychologii, gdzie stwierdzono, ze przekona-
nie o niezmienniczo$ci przedmiotu w toku odpowiednich transformacji nie od razu
staje si¢ udziatem dziecka. Drugiemu poswigcimy tu nieco miejsca.

Aby zmierzyé pewng wielko$¢ nalezy ja pordwnaé z wielkoscig tego samego
rodzaju, najczesciej znormalizowang, tj. przyjeta umownie za jednostke'. Przestan-

' Nauki mierzenia nic nalezy jednak rozpoczynaé od autorytarnego wprowadzenia jednostek (cm,
dem, m, ...) | éwiczenia ich zamiany, jak to si¢ w praktyce nicraz dzicje. Najpierw dziecko powinno
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ki do rozumienia procesu mierzenia, a tym samym poj¢cia dlugo$ci powstaja zatem
wowczas, gdy mysl dziecka staje sie zdolna do selekcji wielkosci pod wzgledem
ich rodzaju, aby je pdézniej poréwnywac. Nie jest tak od poczatku. Taka klasyfika-
cja zasadza si¢ na dostrzeganiu podobienstwa obiektow ze wzgledu na pewne ich
cechy, tutaj wlasnie ze wzgledu na wymiar? (liniowy, polowy, obj¢tosciowy) badz
inne jak np. cigZenie, uptywanie lub trwanie (w przedziale od ... do) itp. Tak wigc
kawatek patyka, wahajacy si¢ sznurek z podwieszong maskotka u tornistra i prze-
byty odcinek drogi majg wymiar liniowy, wziety do reki kamien lub torebka maki
natomiast cigzg, za$ dzien pracy i polarna noc uptywaja. Dopoki na patyk i odcinek
drogi patrzymy pod katem wymienionej cechy i nie bierzemy pod uwagg zadnych
innych cech, ktérymi si¢ przeciez roznia, oba przedmioty zaliczamy do jednej kate-
gorii; s one bowiem jednakowe pod tym wzgledem.

Ogolnie - wzorujac si¢ na matematycznym sposobie opisu - powiemy, ze taka
,Jjednakowos¢ pod pewnym wzgledem” ma istotne wlasnosci: jest zwrotna (kazdy
przedmiot jest ,,jednakowy” sam ze soba), symetryczna (gdy pierwszy obiekt jest
Jjednakowy” z drugim, to i na odwrdét) i przechodnia (gdy pierwszy jest ,,jednako-
wy” z drugim, a drugi z trzecim, to réwniez pierwszy z trzecim). Dzigki temu (aby
pozostaé przy naszym przykladzie dotyczacym mierzenia diugosci) na tle relacji
»e.- Ma ten sam wymiar co ...” powstaje klasa, w obrebie ktérej mozemy obiekty
poréwnywacé, a nastepnie mierzy¢ ustalonymi jednostkami®.

Podkreslmy wyraznie, Ze ten czg$ciowo sformalizowany opis nie moze w na-
szym przykladzie w pei zadowalaé pod wzglgdem psychologicznym ani pod wzgle-
dem matematycznym, choé nawiazuje do stylu matematycznego rygoryzmu. Jest
bowiem jednostronng i uproszczona charakterystyka raczej zamknigtego schema-
tu niz autentycznego przebiegu bardzo ztozonego zjawiska przebiegajacego w cza-
sie. Zostat tak skonstruowany i zaprezentowany, aby ukazaé na pewnym etapie
udzial analogii w ksztattowaniu sie myslenia pojeciowego. W rzeczywistosci pro-
cesy formowania si¢ poje¢ u dziecka (i nie tylko) nie przebiegajq tak jednokierun-
kowo; umyst zapewne dochodzi do wielu z nich ré6znymi wspéizaleznymi drogami
jednoczesnie.

operacyjnie i jezykowo opanowaé poréwnywanie, konstatujac na przyklad, ze krotki otéwek, a takze kiucz
od mieszkania moze odiozy¢ wzdiuz brzegu kartki trzykrotnie. Nabywa wigc doswiadczert w zastgpowaniu
pewnych przedmiotéw przez inne oraz w “wymierzaniu” jednych przedmiotéw drugimi. Dopiero po cyklu
takich wielokierunkowych éwiczen otéwek zostaje - tym razem przy udziale naturainej motywacji - zasta-
piony znormalizowang jednostka dlugosci. Taki porzadek ma onto - i filogenetyczny sens jak réwniez
oparcie w znanej zasadzic paralelizmu dydaktycznego ([3], str. 127 - 138).

2 Dla 4cistosci podkreslmy, ze stowo “"wymiar” nic oznacza tutaj - jak nieraz w jezyku potocznym -
tego samego co ,,dtugosé™.

3 Dlatego tez nicktdre programy nauczania sfusznic zalecaja, aby najpierw oswajaé dziecko z odréi-
nianiem przedmiotéw jedno, dwu - i lrujwymlarowych dopicro w nastgpnej kolejnosci przewiduja poréw-
aywanie - na rézne sposoby - przed w obrgbie tej samej klasy, a jeszcze pdzniej mierzenic jako
poréwnywanic wyrazone lic7bowo.
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Poréwnajmy oba przyklady paradygmatyczne. Pierwszy ilustruje klasyczne -
spotykane na co dzien i w sytuacjach szkolnych - rozumowanie przez analogie.
Mozemy tu zatem wskaza¢ podstawowe konstrukty wnioskowania: punkt wyjscia
- przestanki i stwierdzenie docelowe, tj. wniosek. W drugim natomiast jest inaczej:
analogia sprowadza sig jakby do ujgcia ,jednakowosci” przedmiotdw, a przez to
otwiera drogg do nowych pojeé (wymiaru liniowego, a nastepnie dtugosci). Proces
ten, przedstawiony tu w duzym uproszczeniu, koficzy si¢ wigc aktem konstruowa-
nia pojecia.

Zaréwno rozumowanie w znaczeniu czynnosci konkluzywnej, polegajacej na
wyciaganiu wnioskow - w szczegdlnosci rozumowanie o charakterze przyczyno-
wo skutkowym - jak i tworzenie pojgé, s procesami poznawczymi, tym niemniej
sa to z metodologicznego, a takze dydaktycznego punktu widzenia kategorie rozne.
Tak wigc analogia (tego stowa uzywamy ciagle w sensie zastanym) moze by¢
osnowg rozmaitych zabiegdw poznawczych, jak réwniez podstawg odmiennych
czynnosci wiedzotworczych.

4. Istota wnioskowania przez analogi¢. Pierwowzorem wspdtczesnego spo-
sobu rozumienia analogii jest proporcja®. Jestesmy tu, jak w wielu innych przypad-
kach spadkobiercami dorobku starozytnych. W tradycji platoriskiej i u Arystotelesa
~analogia” oznaczata rowno$¢ stosunkéw a: b = c¢:x, zktdrej na podstawie
trzech danych wielko$ci mozna wyliczy¢ czwarta, Analogie wystepujace powszech-
nie nie zawsze jednak wpisujg si¢ w taki schemat kwantytatywny. Pojecie analogii
W nauce i jego opis ewoluowaty wigc tak, ze réwnoscé stosunkéw (liczb) zastgpo-
wano umowng formuta majaca wyrazaé jego charakterystyke jakosciowa:

dziew - noc :: biale - ... ,

ktéra po ,,rozwigzaniu” moze by¢ odczytana jako zdanie dzierr ma sie tak do
nocy jak kolor bialy do czarnego. Znak :: odpowiadajacy rownosci zmienit
z czasem swe znaczenie. Nabyt badz to charakteru réwnowaznosci, badz -
w poszerzonej interpretacji - stat si¢ odpowiednikiem do$¢ nieokreslonych zwro-
tow jezykowych typu relacyjnego jest podobny do, byé odpowiednim (odpo-
wiada), odnosi si¢ tak do ..., jak ... itp. Jesh tacznik ,,-” zastapimy zgodnie
z intencja tych zmian znakiem relacji, otrzymamy schemat

aRb :: cR,

uzywany dzi$ w wielu przypadkach - na przykiad w badaniach psychologicznych
nawet jako paradygmat - do orzekania o funkcjonowaniu analogii migdzy polami
relacii R, R’ i migdzy samymi tymi relacjami. Umowny znak :: reprezentuje
w powyzszym opisie zwiazek analogii (nieraz méwi sig krétko o analogii) migdzy

4 Stwierdzenie to nie oznacza ignorowania faktu, ze slowo "analogia” jest w powszechnym uzyciu
stowem wicloznacznym; takze w specjalistycznych pracach mozna wyodrebni¢ rézne orientacje i propozy-
cje terminologiczne w tym zakresie. Jednak z historycznego i konstrukeyjnego stanowiska maja one - jak
wolno og6inie przyja¢ - ten sam punkt wyijécia.
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stanami rzeczy wyrazanymi przez relacje po lewej i prawej jego stronie (por.[1],
[2], [5]). Analogia jest to wigc pewien rodzaj podobienstwa migdzy dziedzinami.

Sytuacje, ktdére zechcemy podporzadkowaé temu schematowi moga okazaé sig
w duzym stopniu nieokre$ione. W rzeczywistosci bowiem nasza my$i robi uzytek
z analogii takze wowczas, gdy relacje R i R’, w szczegdinosci ta ostatnia, ich dzie-
dziny lub przeciwdziedziny oraz samo znaczenie praktyczne symbolu :: w danym
kontekscie nie zostaly do konca sprecyzowane. Czgsto bowiem pozostaja one do-
myslne lub nawet nieznane. Moze by¢ nawet tak, ze elementem poszukiwanym
jestwreczrelacja R, wbrew sugestiom zawartym w symbolice literowej i w kon-
strukcji schematu aRb :: cR', w ktérym niewiadoma jest argument x. Ponadto
takich relacji moze by¢ wigcej, przy czym nie wylaczamy unarnych; moga si¢ one
r6znié liczba i rodzajem argumentow. Wiele przypadkéw wskazujacych na wyko-
rzystywanie analogii zdaje si¢ wylamywac z tego schematu. Niekompletnos¢ na-
szego opisu nie powinna jednak dziwi¢, mamy wszak do czynienia z proba zapre-
zentowania kontekstu towarzyszacego myslowym zachowaniom o charakterze
heurystycznym.

Dotychczasowe uwagi prowadza wige do rozroznienia zwigzku analogi oraz
wnioskowania przez analogi¢ jako odrgbnych kategorii. W niespecjalistycznych
rozwazaniach lub skrétowym opisie uzywa si¢ termindw zamiennie i nie zawsze
klarownie oddziela zwiazek analogii od samego wnioskowania przez analogig. To
ostatnie jest procesem myslowym, ktéry moze by¢ generowany przez zwigzek
analogii po jej zidentyfikowaniu przez podmiot. Proces 0w jest zatem niejako nad-
budowany nad tym zwiazkiem. Konkludujac przyjmiemy, ze pod nazwa wniosko-
wanie przez analogie rozumie si¢ proces myslowy, w ktérym od zdan danych (prze-
stanek) przechodzimy do zdania innego (wniosku), biorac za podstawg istnienie
zwiazku analogii migdzy stanami rzeczy orzekanymi w przesfankach i we wnio-
sku.

Przyjeta charakterystyka kontrastuje z okresleniem wnioskowania dedukcyjne-
go, ktére pojmujemy jako przechodzenie od przestanek (zdan przyjetych za podsta-
we) do wniosku (zdania bedacego konkluzja), przy czym konkluzja wynika logicz-
nie z przestanek. Ten ostatni warunek oznacza, Ze podstawa wykonywania kazde-
go kroku w obrebie wnioskowania dedukcyjnego jest wyraznie okre$lona. Stano-
wig jg tautologie logiczne i tzw. reguly inferencji; to one wlasnie pozwalajg na
wylegitymowanie kazdego kroku i jednoznaczng odpowiedz czy wniosek istotnie
wynika logicznie z przestanek. Natomiast sprecyzowanie takiej podstawy w przy-
padku wnioskowania przez analogie - 1 tu jest zasadnicza réznica - nie jest mozli-
we, nawet gdyby nasza formalna wiedza dotyczaca dziedziny skojarzonej w po-
wyzszym schemacie z formuta aRb, wydawala si¢ dostatecznie uporzadkowana,
w miar¢ kompletna i mobilna. Potrzebne sa jeszcze przestanki dotyczace samego
zwigzku analogii, a ten jak widzieli$my nie poddaje si¢ jednoznacznej charaktery-
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styce. Mozna tu jedynie w sposob niekonstruktywny stwierdzié, ze to, na czym
doktadnie polega zwiazek analogii, a wigc na jakiej podstawie odbywa sie przejscie
do wniosku w takim rozumowaniu, pozostaje tajemnica naszej mysli.

Nieokreslono$é zwigzku analogii odpowiedzialna za to, ze oparte na nim wnio-
skowanie nie ma - tak jak dedukcja - waloru niezawodnosci zostata w pewien
szczegdlny sposob przezwycigzona w matematyce. Zwiazek analogii, reprezento-
wany w opisowym schemacie aRb :: cR'x przez znak ::, ma tutaj swéj Scisty
odpowiednik w postaci morfizméw: homomorfizmu oraz izomorfizmu. Jeéli po-
wrécié na grunt catkiem potocznego rozumienia analogii, gdzie jezykowo funkcjo-
nuje ona réwniez jako cecha stopniowalna (podobiefistwo moze byé wigksze lub
mnigjsze), to izomorfizm bylby intuicyjnym odpowiednikiem peinej analogii, zas
homomorfizm czg¢sciowej. [dea matematycznego wyprecyzowania znaczen funk-
cjonujacych potocznie nawiazuje do wspomnianej juz wezesniej interpretacji zwiazku
analogii jako odpowiedniosci.

Niech bowiem D=(X, f,g,R) iD' = (X, f, g R') oznaczaja dziedziny,
w ktérych £ g, R i f, g R’ sa odpowiednio funkcjami jedno i dwuargumento-
wymi (np. dzialaniami) oraz relacjami w zbiorach X i X' Funkcje h:—>XX'
odwzorowujaca zbiér X na zbioér X’ nazywamy homomorfizmem dziedziny D na
dziedzing D’ (za$ dziedzing D homomorficzng z dziedzing D'), gdy:

() h(f(x)) = f (h(x)) dla wszystkich x ze zbioru X,
(i) h(gx,y)) = g' (h(x), h(y)) dla wszelkich x, y ze zbioru X,
(i) x'R'y'<Jxy? X[x'=h(x) Ay'=h() nxRy]dla x! y'ze zbioru X.

Gdy funkcja 4 jest odpowiednioscig wzajemnie jednoznaczng, woéwczas nazy-
wamy jg izomorfizmem. W tym przypadku warunek (iii) przyjmuje prosta postaé:

(i) xRy < h(x) R"h(y) dlakazdego x i y ze zbioru X.

Warunki (i) - (iii) mozna wyrazié stownie moéwiac, ze przy odwzorowaniu /
zbioru X na zbiér X' dzialaniom f g na elementach pierwszego z tych zbiorow
odpowiadaja $ciéle dziatania f, g’ na przyporzadkowanych im (poprzez funkcje
h) elementach drugiego, za$ relacji R migdzy elementami zbioru X odpowiada
relacja R’ zachodzaca migdzy ich obrazami (poprzez t¢ funkcjg) w zbiorze X*

Mimo czgéciowej i powierzchownej zbieznosci budowy formuly (iil') i weze-
$niejszego schematu aRb :: cRx widad tu zasadnicze strukturalne réznice i od-
mienny sens przypisywany tym wzorom (niezaleznie od przedyskutowanej juz nie-
okreslonoscei tego drugiego). Poniewaz zostaly explicite sformutowane warunki
(i) - (ii1), ktérym czyni zado$¢ izomorfizm h, wigc z tego, ze jakas wiasno$é wyra-
zona przy pomocy poje¢ X, f g R przyshiguje dziedzinie D mozna zasadnie
wnosié (mozna to ogdlnie i $cisle udowodnic), ze odpowiednia wlasnos¢ wypowie-
dziana w terminach X' f, g’ R’ przystuguje rowniez dziedzinie D" Na przyklad,
jeslirelacja R porzadkuje zbior X, to relacja R'takze porzadkuje zbiér X'. Izomor-
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fizm dziedzin D i D' w matematyce pozwala juz automatycznie ,,przenosié¢” rozne
wlasnosci z jednej na drugg. Tak wiec udowodnienie izomorfizmu dziedzin jest
z heurystycznego punktu widzenia w pewnym sensie zamknieciem problemu. Na-
tomiast, gdy opieramy si¢ jedynie na domniemaniu zwiazku analogii, mozemy przy
jego pomocy dokonad istotnie nowych, interesujacych odkry¢ w jednej z nich, ale
kazda odkryta wiasnosc trzeba niezaleznie udowodni¢ na drodze dedukcyjne;j.

Innego przykfadu zastosowania matematycznej metody do opisu analogii mozna
upatrywaé w wyodrebnieniu klasy relacji binarnych, ktore sa zwrotne i symetrycz-
ne zarazem. Takie relacje zwie si¢ tolerancjami (por.[11]). Jest to przyktad mate-
matyzacji pozwalajacy kompletowa¢ twierdzenia na temat tolerancji, dowodzac
ich roznych formalnych whasnosci. Ale taka formalizacja, jakkolwiek procentujaca
na uzytek budowy teorii matematycznej, nie dostarcza twierdzen interesujacych
z heurystycznego ani tez z zadnego innego punktu widzenia, ktéry mégiby si¢ oka-
za¢ bezposrednio uzyteczny w wyszukiwaniu tworczych metod aktywizacji na-
uczania.

5. Rola analogii w edukacji matematycznej na poziomie szkolnym. W prak-
tyce nauczania analogia ciagle jeszcze pojawia si¢ przypadkowo, spontanicznie -
tak jak w sytuacjach potocznych, a wigc najczesciej w sposéb nie tylko zupetnie
nie kontrolowany, ale i nawet catkowicie nie dostrzegany. Tymczasem jej rola,
zwlaszcza w dobie wspotczesnych reform, odstgpujacych od prezentacji gotowej
matematyki i dopuszczajacych obok dedukcji wiele innych form aktywnosci, ktore
nalezy u ucznidéw rozwijac, mogtaby by¢ znacznie wigksza. Ksztalcenie myslenia
przez analogie wyzwalanego w obrebie tresci matematycznych winno mieé cha-
rakter zamierzony, przez nauczyciela planowany i metodycznie organizowany.
Wéwezas moze daé widoczne efekty. Podkreslata to juz przed laty Z. Krygowska,
akcentujac - za Stefanem Banachem - wielopoziomowy charakter tego my$lenia
w matematyce i zwracajac rownoczesnie uwage, ze przy takim jego pojmowaniu
~dostrzega si¢ fatwo, jak w rzeczywistosci szkolnej rola analogii jest jeszcze uboga
ijakie mozliwosci edukacji intelektualnej otwierajg si¢ nawet przed uczniami stab-
szymi, gdy wykorzystuje si¢ szeroko rézne analogie w sposéb zaréwno matema-
tycznie, jak i pedagogicznie racjonalny”. ([9], str.30).

W matematyce analogia wykorzystywana jest na rozne sposoby; wérdd nich sg
do$¢ specyficzne (w poréwnaniu z sytuacjami potocznymi), co oczywiscie przeno-
si si¢ do nauczania. Przyktadem takiego sposobu eksploatacji analogii jest tzw.
transport struktury. Przytoczymy tu dla ilustracji w duzym skrécie propozycjg roz-
wiazania dydaktycznego w klasie, ktére ten specyficzny sposéb myslenia przez
analogi¢ czyni dostepnym nawet na poziomie catkiem elementarnym. ({8], str. 40).

Uczniowie maja juz pogladowe, lecz dobrze ugruntowane poj¢cia odcinka, pro-
stej i potprostej; w szczegolnosci potrafia rozne fakty dotyczace poprzedzania punk-
tow na prostej, ich nastgpowania i lezenia migdzy konkretyzowaé w rysunku. Ta
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wiedza dotyczy wigc struktury porzadkowej linii prostej. Proponujemy, by prébo-
wali swoje wiadomosci przenie$¢ do zbioru prostych réwnolegtych, gdy te proste
sa przecigte dowolna prosta p (rys. 1a).

// /
/C
B
/’A

p a) | b)

Rys.1

Przez kazdy punkt prostej p przechodzi doktadnie jedna prosta rozwazanej rodzi-
ny prostych réwnoleglych. Gdy punkt B lezy migdzy punktami A i C na prostej
p, to o prostej przechodzacej przez ten punkt mozemy powiedzieé, ze lezy migdzy
prostymi przechodzacymi odpowiednio przez punkty A i C. Porzadek na odcinku
zostal ta bardzo pogladowa metoda ,,przeniesiony” do rodziny prostych réwnole-
glych. W ten sposob rodzina ta zostata wigc uporzadkowana. Punkty wszystkich
prostych lezacych migdzy dwiema wybranymi tworza facznie figure zwang pa-
sem, jesli uwzglednimy réwniez punkty tych wybranych prostych (rys. 1b). Tak oto
transportujac porzadek, zdefiniowali$my kolejne nowe pojgcie. Podobnie mozemy
postgpowac dalej, jesli juz uczniowie zauwazyli analogi¢ migdzy strukturg prostej
a struktura rozwazanej rodziny prostych réwnolegtych (innym, w ten sam sposéb
otrzymanym pojeciem mogloby by¢ chocby pojecie polplaszezyzny jako odpowiednik
znanego pojecia potprostej). Dostrzega oni nie tylko nowe pojecia, ale réwniez
nowe twierdzenia dzigki nasladowaniu tego, co juz wiedza o prostej, potprostej
iodcinku.

Zwrdéémy uwage, ze pojecia pasa i pétptaszczyzny pojawiaja sig - z epistemolo-
gicznego punktu widzenia - w zupetnie inny sposob niz wowczas, gdy wprowadza-
my kazde oddzielnie i bez kontekstu struktur izomorficznych, np. na podstawie
obserwacji tradycyjnego rysunku Jub manipulacji kartka papieru. Oczywiscie od-
wotywanie si¢ do modeli rysunkowych badZ innych tez moze sig okazaé potrzebne
jako zabieg rownolegty, tym niemniej wykorzystanie izomorfizmu jest zabiegiem
poznawczo bogatszym i stwarza duze mozliwosci rozwojowe mysli ucznia. Uczac
tak, nie tylko rozwijamy intclektualnie, lecz przygotowujemy ucznia do racjonalne-
" go stosowania analogii poza matematyka, w jego przysztym zyciu osobistym, spo-
fecznym i zawodowym.
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6. Analogia i rozumowanie przez analogie jako przedmiot badan dydakty-
ki. Problematyka dotyczaca rozwijania mysélenia przez analogi¢ w edukacji mate-
matycznej na réznych poziomach prawie nie zostala jeszcze podjeta w szerszych
i systematycznych badaniach, organizowanych w takiej skali, jaka jest niezbedna.
Otwiera sig olbrzymi obszar eksploracji badawczej, koniecznej ze wzglgdu na prak-
tyczny aspekt zagadnien, ktdre wymagaja opracowania podstaw teoretycznych
oraz glebszego zakotwiczenia w sprawdzonych faktach empirycznych. Aby choé
cze$ciowo wskazaé na rozleglosd tej problematyki, warto przytoczy¢ kilka przy-
ktadowych zagadnien, mogacych stanowic jakis$ punkt orientacyjny na drodze ra-
cjonalnych poszukiwan i ustalen (stowo ,,przyktadowych” w tym kontekscie nie
oznacza problemoéw uwazanych za wzorcowe, czy tez najwazniejsze ani nawet za
wyprecyzowane w szczegdtach do konca).

1) Czy nadostrzeganie (rozpoznanie) analogii przez uczniéw ma wpltyw kontekst;
jak ono przebiega w sytuacjach matematycznych, a jak w kontekstach nie
zawierajacych explicite tresci z zakresu matematyki.

2) Jaki stopien subiektywnej pewnosci sktonni sg uczniowie przypisa¢ wlasnym
wnioskowaniom opartym na analogii; czy ta ocena zmienia si¢ z wiekiem szkol-
nym i od jakich innych parametrow ewentualnie zalezy. ‘

3) Jaka jest uczniowska ocena wnioskowan opartych na analogii prezentowa-
nych im dla poréwnania z innymi typami rozumowan.

4) Czy ijak zdolno$é do wnioskowan przez analogi¢ w zakresie tresci matema-
tycznych koreluje z wynikami ogdlnymi ucznia w szkole.

5) Jaka jest struktura i etapy wnioskowania przez analogig na materiale matema-
tycznym u ucznidéw w réznym wieku szkolnym.

6) Czy mozna wyodrebnié réznice w percepcji i stosowaniu analogii w sytuacjach
matematycznych zaprezentowanych werbalnie oraz za pomoca srodkow geo-
metrycznych.

7) Do bardziej szczeg6lowych mozna zaliczy¢ pytanie o to, jak przebiega u uczniow
w réznym wieku transport struktury ze zbioru A do zbioru B (jako zmienne
niezalezne mozna w badaniach uwzglednia¢ rozmaite parametry dotyczace
struktur zadanych na zbiorze A).

Ogolniejszym zadaniem jest wypracowanie metodologii badan nad postrzeganiem
i stosowaniem analogii przez uczniéw w sytuacjach matematycznych. Proby nawia-
zywania do badan operujacych materialem pozamatematycznym stanowi¢ moga
oczywicie pierwszy krok, ale nasladowanie istniejacych procedur ma zakres ogra-
niczony, gdyz na przyklad psychologiczne testy analogii sa zbyt waskim szablonem
badawczym, aby mogly obja¢ wielorakie sytuacje, w ktérych analogia jako narzgdzie
poznawcze wystgpuje w matematyce. Réznorodnos¢ tych sytuacji jest tutaj zjawi-
skiem naturalnym i nie mozna jej ograniczy¢, nawet na poziomie ksztatcenia prope-
deutycznego. Nie powinno si¢ ich zatem z badan dydaktycznych wytaczag.
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Summary

The reasoning in mathematics based on analogy is characterized in the article. The author's aim is to
emphasize the meaning of the reasoning of such type in mathematical education. The text contains
examples of using analogy in education. Pedagogical research problems are formulated at the end of the
article.



