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Streszczenie

Rozwijanie kompetencji kluczowych na lekcjach matematyki

W Europejskich ramach odniesienia ustanowiono osiem kompetencji kluczowych. Niniejszy arty-
kut koncentruje si¢ na sze$ciu, wybierajac te, ktore wymienione zostaly rowniez w obowigzujacej
Podstawie Programowej, na liscie umiejetnosci, ktorych rozwijanie stanowi ogdlny, ponadprzed-
miotowy cel ksztalcenia w gimnazjum i szkole ponadgimnazjalnej. W artykule konfrontowane sa
pokutujace w praktyce szkolnej przekonania na temat mozliwosci (czasem niemoznosci) rozwijania
kompetencji kluczowych na lekcjach matematyki z propozycjami sposobow pelniejszego wniknigcia
w istotg tych kompetencji. Zamieszczona w artykule oferta pokazuje rowniez, ze rola nauczyciela
matematyki w ksztalceniu kluczowych kompetencji jest szczegdlna, a zaniedbania z jego strony nie
zawsze moga by¢ kompensowane dziataniami nauczycieli innych przedmiotow.
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Summary

Developing key competences during maths lessons

There are eight key competences defined in A European Reference Framework. This article con-
centrates on six of them selecting those which are also mentioned on the list of competences in
a compulsory document titled Podstawa Programowa. The developing of those competences is
a general goal of education both on the lower and upper secondary level. The article collates some
convictions present in a school practice about a possibility (sometimes impossibility) of developing
key competences in a math class and some proposals of a deeper insight into the idea of key compe-
tences. An offer placed in this article shows that a math teacher plays a special part in the developing
of key competences and his or her negligence cannot be compensated by other teachers.

Pojgcie kompetencji kluczowych scharakteryzowane zostatlo w Europejskich
ramach odniesienia zaprezentowanych w Zaleceniu Parlamentu Europejskiego
i Rady w sprawie kompetencji kluczowych w procesie uczenia si¢ przez cate
Zycie z 18 grudnia 2006 roku. Ustanowiono tam osiem kompetencji kluczo-
wych. Sze$¢ z nich ma odpowiedniki na zamieszczonej w obowigzujacej Pod-
stawie programowej liscie umiejgtnosci stanowigcych ogdlny, ponadprzedmio-
towy cel edukacji na III i IV etapie ksztatcenia.
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Rodza si¢ wiec pytania, czy szkolne lekcje matematyki przyczyniaja si¢ do
wyposazania uczniow w kompetencje kluczowe i jak moga to robié. Dalsze
rozwazania stanowi¢ bgda probe udzielenia odpowiedzi przede wszystkim na
drugie z tych pytan.

Porozumiewanie si¢ w jezyku ojczystym

W codziennej praktyce szkolnej pokutuje przekonanie, iz osobami odpowie-
dzialnymi za rozwijanie uczniowskich kompetencji w tej dziedzinie sg nauczy-
ciele jezyka polskiego, zadaniem pozostatych za$ jest wylacznie dbanie o po-
prawno$¢ wypowiedzi formutowanych przez uczniow (prawidtowa konstrukcje
zdania, nieuzywanie zwrotow gwarowych, slangu, stow uwazanych za obrazli-
we itp.). Do zasobu wiedzy, umiejetnosci i postaw niezbednych z punktu wi-
dzenia uczestnictwa w Zyciu spotecznym i gospodarczym zalicza si¢ jednak
(obok znajomosci stownictwa i gramatyki) rowniez m.in. znajomos¢ funkcji
jezyka i gtéwnych cech réznych styléw oraz umiejetnosci rozrdzniania i wyko-
rzystywania roznych typow tekstow’. W tym kontekécie nauczyciel matematyki
wydaje si¢ mie¢ do spetienia rolg, ktorej nie podota nauczyciel innego przed-
miotu. Jego zadaniem staje sie bowiem uswiadomienie uczniom specyfiki stylu
naukowego poprzez ukazanie swoistosci zarowno jezyka matematyki, jak
i tekstow pisanych w tym jezyku.

Abstrakcyjny charakter obiektoéw matematycznych, réznorodnosé¢ sktadnikow
jezyka (terminy specjalne, symbole, rysunki), brak srodkow ekspresji, pozacza-
sowosC tekstu, jego bogata segmentacja, niezwykta kondensacja tresci to tylko
niektore z cech wyro6zniajacych jezyk oraz tekst matematyczny i zarazem czy-
nigcych jego lekture szczego6lna. Implikuja one konieczno$¢ odrgbnego przygo-
towywania uczgcych sie do efektywnego postugiwania si¢ specyficzng odmiang
jezyka, bowiem sposoby pracy z tekstem i kompetencja jezykowa wypracowa-
ne w czasie postugiwania si¢ jezykiem naturalnym i studiowania utwordéw lite-
rackich nie tylko nie znajdujg zastosowania w czasie pracy z tekstem matema-
tycznym, ale moga wrgcz stanowié przeszkode i utrudniaé¢ jego zrozumienie.
Zorganizowanie nauki czytania tekstu matematycznego wymaga wiedzy o ist-
nieniu i znajomosci roli jego réznych komponentéow, a takze umiejetnosci mo-
nitorowania przez nauczyciela wlasnej aktywnosci w czasie lektury oraz reflek-
sji nad ta aktywno$cig. W tym obszarze ksztalcenie kompetencji jezykowych
pozostaje wiec zadaniem wylacznie nauczyciela matematyki.

Porozumiewanie si¢ w jezykach obcych

Liczba nauczycieli, ktorzy nie tylko dostrzegaja nieodzownos¢ (przynajmniej
czeSciowego) zintegrowania nauczania matematyki oraz jezykow obcych, ale
rowniez starajg si¢ wyj$¢ tej potrzebie naprzeciw w codziennej praktyce jest
ciagle niewielka, mimo ze konieczno$¢ traktowania umiejgtnosci porozumie-

! Zalgcznik do Zalecenia Parlamentu Europejskiego i Rady w sprawie kompetencji kluczowych w procesie
uczenia sig przez cate Zycie; Bruksela, 18 grudnia 2006 r.
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wania si¢ w jezykach obcych jako umiejetnosci ponadprzedmiotowej zostata
zapisana w Podstawie programowej juz wiele lat temu. Do przyczyn takiego
stanu rzeczy zaliczy¢ nalezy brak konkretnych propozycji metodycznych skie-
rowanych do nauczycieli, z ktorych wielu nie ma — z r6znych powodow — moz-
liwosci komunikowania si¢ z uczniami w czasie zaje¢ w jezyku obcym.

Projekt ukierunkowany na rozwijanie omawianej kompetencji polega¢ moze
na systematycznym prowadzeniu przez kazdego ucznia ilustrowanego stownika
poznawanych na lekcjach poje¢ matematycznych (moze on zawiera¢ nie tylko
nazwy, ale réwniez charakterystyke poje¢ oraz opisane krotko przyktady
i kontrprzyktady — uczniowie konstruujg wtedy petniejsze wypowiedzi doty-
czace obiektow matematycznych). Korzy$¢ z posiadania takiego stownika po-
lega nie tylko na powiekszeniu zasobu stownictwa. Mozna go bowiem wyko-
rzysta¢ jako pomoc w usystematyzowaniu wiedzy matematycznej uczniow
(wyszukiwanie poje¢ badz definicji analogicznych i decydowanie, dlaczego
mozna je za takie uwazac¢, do wyrdznienia poje¢ waznych i pomocniczych itp.)
lub zorganizowaniu powtorki (np. formutowanie przez samych uczniow pytan
kontrolnych sprawdzajacych rozumienie poje¢¢). Wszystkie najwazniejsze in-
formacje zostaja niejako zebrane w jednym miejscu, przez co uczniowie maja
utatwiony dostep do nich. Dodatkowym walorem stownika jest to, ze wiele
symboli matematycznych wywodzi si¢ z obcojezycznych nazw obiektow. Zna-
jomos$¢ tych nazw moze wige przyczynic si¢ do lepszego zrozumienia i zapa-
mictania symboliki.

Jako narzedzie wspomagajace ocenianie stanu wilasnej wiedzy przez uczniow
(co rozumiem i pamigtam, co do czego mam watpliwosci, 0 co powinienem
zapytac¢) stownik umozliwia rozwijanie umiejetnosci uczenia si¢. Szukajgc in-
formacji na obcoj¢zycznych stronach internetowych, uczniowie maja okazje¢ do
rozwijania umiej¢tnosci postugiwania si¢ nowoczesnymi TI. Niejako przy oka-
zji ksztatcone sa wigc dodatkowo rowniez inne kluczowe kompetencje.

Zadanie polegajace na stworzeniu ilustrowanego slownika moze wreszcie
stanowi¢ element motywacji. Stwarzajac uczniom warunki do ,,wykorzystywa-
nia jak najwigkszej liczby [...] zdolno$ci, wzmacniamy w nich ch¢¢ do nauki
na przynajmniej trzy sposoby. Po pierwsze, dajemy im mozliwo$¢ stosowania
alternatywnych form ekspresji wiasnych mysli; po drugie, wzmacniamy ich
mocne strony; po trzecie, dostarczamy im narzedzi do odkrywania swoich
ukrytych talentow”?.

Kompetencje spoleczne i obywatelskie

Na liscie umiejetnosci ponadprzedmiotowych kompetencjom tym odpowiada-
ja przede wszystkim umiejetno$¢ komunikowania si¢ oraz umiej¢tno$¢ pracy
zespotowej, ktorej poswieconych zostanie kilka uwag.

Powszechnie uznawanym i najczgsciej wykorzystywanym sposobem rozwi-
jania kompetencji spotecznych uczniow jest zastosowanie na lekcji formy pracy
grupowej i przestrzeganie w jej trakcie wyartykutowanych wczesniej zasad.

2M. V. Covington, K. M. Teel, Motywacja do nauki, GWP, Gdansk 2004.
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W dostgpnych na stronach internetowych publikacjach nauczycielskich zawie-
rajacych zestaw regul, jakimi powinni kierowa¢ si¢ cztonkowie grupy, ktadzie
si¢ nacisk na konieczno$¢ wystuchania wszystkich cztonkow zespotu, po-
wstrzymania si¢ od krytyki i oceniania osob, szanowania ich pogladow, nie-
przerywanie cudzych wypowiedzi. Zauwazmy jednak, ze wszystkie wymienio-
ne zasady normujg kazdy z typoéw relacji interpersonalnych (z tego punktu wi-
dzenia ich znajomos$¢ i umiejetnos¢ stosowania jest niewatpliwie wysoce poza-
dana). Co wigc decyduje o specyfice pracy zespotowej? Jakie dodatkowe regu-
ly powinien obejmowa¢ kodeks gwarantujacy efektywnos$¢ takiej pracy?

Eksperci od dzialan zespotowych podkreslajg przede wszystkim (poza wza-
jemnym zaufaniem i dobrg komunikacja):

— jasno sprecyzowany, wspoOlny, uznany przez kazdego z cztonkow zespotu
cel dzialan,

— zdefiniowany rodzaj wktadu i rola kazdego z cztonkow zespotu,

— odpowiedzialno$¢ kazdego z cztonkéw zespolu za prace, ktora ma zostaé
wykonana (sukces zalezy od pracy kazdego z cztonkdéw zespotu),

— wilasciwie dobrane przywodztwo.

Tradycyjnie rozumiana praca w grupach nie gwarantuje spetnienia powyz-
szych warunkow i nie przygotowuje uczniow do pracy zgodnie z tymi zasada-
mi. Grupa otrzymuje bowiem zwykle polecenie rozwigzania okre$lonego zada-
nia (badz zadan) matematycznych. Role wykonawcy przejmuje uczen najlepiej
przygotowany merytorycznie i bywa, ze wylacznie na nim spoczywa nie tylko
cigzar calej pracy, ale i odpowiedzialnos¢ za sukces zespotu. Pozostali czton-
kowie czesto (niestety nie zawsze) §ledza biernie rodzace si¢ rozwigzanie. By¢
moze akceptuja cel, ale nie czujg si¢ za jego osiggniecie odpowiedzialni.

Zauwazmy, ze gdy cel i role w grupie okreslone zostang w ten sposob, ze od
kazdego z cztonkow grupy wymagane sa doktadnie takie same umiej¢tnosci
i zakres kompetencji (a w ramach takiej struktury przychodzi uczniom najcze-
$ciej pracowa¢ na lekcji matematyki, gdy polecenie brzmi ,,Rozwiaz zadanie™)
grupa staje si¢ mocna silag swojej najbardziej kompetentnej jednostki. Efekt
dzialania zespotowego, jaki powinien powsta¢ w wyniku potaczenia energii
i zdolnosci poszczegbdlnych uczestnikow, jest niemozliwy do osiggnigcia, gdyz
albo osoba postrzegana jako posiadajgca najwicksze umiejetnosci przejmuje na
siebie ci¢zar rozwigzania zadania i stanowi o sile zespotu, albo ciezar odpowie-
dzialnosci rozmywa si¢ i rezultat dziatania jest gorszy niz bylby rezultat pracy
jednostek, gdyby pracowaty oddzielnie (umownie sytuacje taka opisuje si¢ jako
1+1+1+1<4).

Cel pracy zespotu powinien zosta¢ sformutowany tak, aby jego osiggniecie
wymagato rzeczywistego wspoldzialania i aby uzyskane efekty przewyzszaty
to, do czego jednostki moga dazy¢ samodzielnie. Mozna to osiagnaé — przykla-
dowo — przesuwajac punkt cigzkosci dziatania grupy z uzyskania wyniku (mo-
wa o rozwigzaniu zadania) na zrozumienie toku rozumowania przez kazdego
czlonka zespotu i umiejetnos¢ pelnego, klarownego przedstawienia go w toku
publicznej prezentacji, w ramach ktorej osoby nienalezace do zespotu zadaja
pytania i zglaszaja watpliwosci. W interesie grupy jest, aby kazda z oséb
W czasie pracy zglaszata wszelkie watpliwosci dotyczace rozwigzania (te same



Rozwijanie kompetencji kluczowych na lekcjach matematyki 135

zastrzezenia moga przeciez pozniej zglosi¢ uczniowie spoza zespotu, trzeba si¢
wigc na nie przygotowac) i aby te watpliwosci zostaty przekonujaco rozwiane
(tak samo jasno i precyzyjnie trzeba begdzie odpowiada¢ w toku prezentacji).
Przy tak postawionym celu pracy cenne staja si¢ rézne talenty i zdolnosci
uczniéw (nawet niewielki zasob umiejetnosci matematycznych uczestnika dzia-
ta na korzys¢ zespotu, jesli tylko uda si¢ przekonaé taka osobe, zeby otwarcie
wyrazala watpliwosci; z kolei doskonata znajomos$¢ przedmiotu i umiejgtnosé
znalezienia rozwigzania zadania nie musi przeklada¢ si¢ na zdolno$¢ do uczenia
innych — wtedy najcenniejszym begdzie ten cztonek zespotu, ktory potrafi prze-
tozy¢ rozwigzanie na jezyk zrozumialy dla innego).

Praca w grupach moze polega¢ nie tylko na rozwigzywaniu i prezentowaniu
zadan. Moze by¢ zwigzana rowniez z oceng gotowych odpowiedzi i argumen-
tacji. Przedmiotem dziatania grupy mozna uczyni¢ — z jednej strony — wypra-
cowanie kryteriow oceny argumentacji i metod dochodzenia do wynikow,
z drugiej za$ — oceng konkretnych rozwigzan. Cenne jest wtedy zdanie wszyst-
kich uczniow — zaréwno tych o wigkszym, jak i tych o mniejszym zasobie
umiej¢tnos$ci matematycznych.

Obie propozycje nawigzujg jednoczes$nie do innej z kompetencji kluczowych
— umiegj¢tnosci uczenia si¢. Uswiadomienie sobie, Czego nie wiem, czego nie
umiem, co jest niejasne, zdefiniowanie tego, co stanowi warto$¢ uczenia si¢, to
pierwsze kroki na drodze planowania i oceniania wtasnej nauki. Podobne lekcje
wymagaja jednak starannego przemyslenia, zaplanowania i przygotowania
uczniow do realizowania nowych celow.

Kompetencje informatyczne

Technologie informacyjne stworzyly nowe mozliwosci w zakresie uczenia si¢
i nauczania matematyki. Odpowiednio wykorzystane komputery i kalkulatory
graficzne utatwiaja nauczycielowi wprowadzenie, a uczniom zrozUmienie pojec¢
matematycznych, moga prowokowa¢ do stawiania hipotez i odkrywania twier-
dzen, a takze wspomagac rozwigzywanie zadan problemowych, z drugiej stro-
ny — pozwalaja rozwija¢ umiejetnosci algorytmiczne.

Rola nauczyciela polega m.in. na ukazaniu uczniom mozliwos$ci, jakie stwa-
rzaja nowoczesne narzedzia. Bogata literatura zawiera wiele konkretnych pro-
pozycji lekcji i rozwigzan metodycznych dla kazdego etapu ksztatcenia — sa
one najczgsciej wyrazem do§wiadczen autoréw w wykorzystywaniu TI. Zasto-
sowaniu nowoczesnych $rodkOw w nauczaniu matematyki poswigcony jest
kwartalnik ,,Matematyka i Komputery”. W ramach Stowarzyszenia Nauczycieli
Matematyki wyodrgbniona zostata Grupa Robocza o nazwie Matematyka
i Komputery. O randze problematyki $wiadczy¢ moze réwniez liczba badan
nad wykorzystaniem TI w nauczaniu matematyki®.

Propagujac wykorzystanie nowoczesnych srodkéw dydaktycznych, nalezy
jednak zwrdci¢ uwage na zagrozenia, jakie ze sobg niosa (szczeg6lnie w na-
uczaniu matematyki). Matematyka uznawana jest powszechnie za nauke¢ de-

® Rezultaty publikowane byly m.in. w ,,Dydaktyce Matematyki”.
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dukcyjna, jej rozwoj odbywa sie¢ jednakowoz na drodze indukcyjnej. Istnieje
powazne niebezpieczenstwo, ze hipotezy otrzymane i wzmocnione dzigki sze-
regowi prob empirycznych zostang uznane za twierdzenia bez weryfikacji oraz
Ze uczniowie przestang dostrzega¢ potrzebe sprawdzania i uzasadniania hipo-
tez, gdy te zostang wzmocnione przez takie narzedzie jak komputer. Nie bez
znaczenia jest tu bowiem uzyskiwana dzigki nowoczesnym narzgdziom do-
ktadnos$¢ pomiaréw i rysunkow, ktora dla wielu ucznidéw stanowi argument
przekonujacy bardziej niz wywod przeprowadzony w oparciu o prawa logiki.
Istnieje tez obawa, ze zle wykorzystane nowoczesne narzedzia doprowadza do
eliminacji myslenia na rzecz odgadywania oraz bezmys$lnego obserwowania
zmieniajacych si¢ obrazow i liczb. Komputer czy kalkulator stanowig niewat-
pliwie potezny $rodek motywowania uczniow, ich wykorzystanie wymaga jed-
nak glebokiej refleksji dydaktyczne;.

Umiejetnos¢ uczenia sie

Raport PISA 2003 ujawnia niezadowalajagcy poziom kompetencji polskich
uczniow w zakresie uczenia si¢ matematyki. Do strategii uczenia si¢ zwiaza-
nych z tym przedmiotem polscy pigtnastolatkowie zaliczaja:

— pamigciowe opanowanie jak najwigkszej partii materiatu (60% uczniow),

— wyc¢wiczenie przykladow podobnych do podanych na lekcji (70%
uczniow),

— wypracowanie nowych sposobow rozwigzania problemu (mniej niz 50%
ucznioéw).

Powyzsze wyniki koreluja dobrze z danymi dotyczacymi ujawnionych
w trakcie badania mocnych i stabych stron polskich uczniéw. Uczniowie osia-
gaja bardzo dobre rezultaty w tych obszarach, w ktorych potrafig samodzielnie
si¢ doskonali¢, a do takich nalezy niestety niemal wylacznie stosowanie pozna-
nych na lekcji algorytmow.

W zakresie przygotowania uczniow do uczenia si¢ kluczowa rolg odgrywa
wyposazenie ich w umiej¢tnos¢ czytania tekstu matematycznego. Nie wystar-
czy jednak odczytanie z podrecznika tresci definicji czy twierdzenia i przejscie
do rozwigzywania zadan. Nalezy zorganizowaé nauke czytania tekstu,
W ramach ktorej eksponowane beda dziatania uzyteczne w trakcie lektury
(w przypadku tekstu definicji beda to — przykltadowo — wyrdznianie pojecia
definiowanego oraz warunkéw definicyjnych, doformalizowywanie lub odfor-
malizowywanie tekstu, analizowanie parametrow wystepujacych w definicji,
refleksja nad tym, jak sprawdzi¢, ze dany obiekt jest, a jak, ze nie jest desygna-
tem pojecia itp.). Jest to praca dtugofalowa i nie moze ogranicza¢ si¢ do jedno-
razowego aktu zwienczonego zbudowaniem planu czynnosci, jakie warto po-
dejmowac¢ w trakcie lektury. Jak kazda umiejgtnos¢é — rowniez czytanie tekstu
nalezy z uczniami systematycznie doskonali¢ tak, aby wyksztalci¢ pozadang
postawe.

Nauce czytania towarzyszy¢ moze ukladanie przez uczniow pytan i zadan
kontrolnych sprawdzajacych rozumienie tekstu. Pierwsze proby beda zapewne
wymagaly znacznego wsparcia i pomocy ze strony nauczyciela, a nawet poka-
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zania instruktywnego wzorca. Praktyka szkolna pokazuje jednak, ze odpowied-
nio zmotywowani i starannie przygotowani uczniowie zdolni sg do formutowa-
nia pytan i zadan, ktore nie sprowadzaja si¢ do prosby o powtdrzenie tekstu
definicji. Mozna — przyktadowo — poprosi¢ uczniow o formutowanie pytan
pozwalajacych ,,przytapa¢” innych na niepetnym zrozumieniu lub pominig¢ciu
istotnego szczegotu. Towarzyszy¢ moze temu ocenianie odpowiedzi udziela-
nych przez kolegéw. Celem podobnych zabiegow jest nie tylko urozmaicenie
praktyki szkolnej, ale przede wszystkim wdrazanie uczniow do przejecia od-
powiedzialno$ci za wilasny proces uczenia sig¢, przygotowanie ich do samo-
dzielnego monitorowania postepow oraz przyblizenie im procesu oceniania.

Efektywna strategia uczenia si¢ matematyki polega na rozwigzywaniu zadan,
jednak (jak pokazuje m.in. wspomniany raport PISA) rozwiazywanie setek
podobnych zadan nie przynosi zadowalajacych rezultatow. W obliczu tej po-
zornej sprzecznosci warto przypomnie¢, ze z zadaniem mamy do czynienia
wtedy, gdy — jak mowi Poly’a — ,,zachodzi potrzeba $wiadomego poszukiwania
srodka, za pomoca ktorego mozna osiggnag¢ dobrze widoczny, lecz chwilowo
niedostepny cel”, natomiast ,jesli rownocze$nie z ujawnieniem si¢ potrzeby
rodzi si¢ w [...] mozgu sposob na jej zaspokojenie, to wowczas nie ma zada-
nia™*. Rozwigzywanie zadan wymaga wigc poszukiwania, jest procesem
heurystycznym polegajacym na odkrywaniu nieznanych a priori zwigzkow
migdzy tym, co dane i tym, co niewiadome, opierajagcym si¢ na przewidywaniu
(i sprawdzaniu) ktorg droge wybraé, bez danej z gory pewnosci, ze prowadzi
ona do celu; jest wigc procesem tworczym, ktory ma niewiele wspolnego ze
stosowaniem wyuczonych wczesniej algorytmow.

Powstaje pytanie, czy w ramach lekcji matematyki mozliwe jest przygoto-
wywanie ucznidéw do samodzielnego poszukiwania i odkrywania rozwigzan
niezalgorytmizowanych wczesniej problemow. Wypowiedzi osob, ktorych
dziatalno$¢ owocowata licznymi odkryciami, sugeruja, ze jest to mozliwe, gdyz
proces tworczy poddaje si¢ pewnym regutom (Kartezjusz, na przyklad, zauwa-
zyP°, ze starajac si¢ samodzielnie doj$¢ do odkrycia, o ktorym styszat, ,.korzysta
z pewnych regut”). Przekonanie o tym, ze takimi samymi regutami i metodami
badania postuguja si¢ wszyscy ludzie rozwigzujacy zadania (nie tylko matema-
tyczne) kierowato rowniez pracg Poly’i, ktory stworzyt liste pytan i wskazowek
majacych na celu prowokowanie operacji myslowych uzytecznych przy roz-
wigzywaniu zadan®. Adresowanie do uczniéw wskazoéwek z listy ma na celu nie
tylko pomoc w rozwigzaniu konkretnego zadania, ale przede wszystkim rozwi-
nigcie ogolnej zdolnosci uczniow do rozwigzywania problemow poprzez
uswiadomienie im okreslonych strategii heurystycznych (tak, aby w przysztosci
potrafili dziata¢ samodzielnie).

Wielu nauczycieli kieruje praca nad zadaniem, dajac uczniom wskazdwki
| stawiajac ,,pytania naprowadzajace”. O specyfice tych zebranych przez Poly’e
decyduje przede wszystkim ich ogolnosé, dzigki ktorej stajg si¢ uzyteczne

4 G. Polya, Odkrycie matematyczne, WN-T, Warszawa 1975.
Por. G. Polya, Jak to rozwigzac¢?, PWN, Warszawa 1993.
® Tamze.
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w toku pracy nad wieloma roznymi problemami. Wskazuja przy tym jedynie
,,ogolny kierunek, zostawiajac uczniowi wiele do zrobienia™’.

Przyswojenie kazdego z pytan i kazdej ze wskazowek wymaga zrozumienia
ich istoty, co moze nastapi¢ dopiero, gdy uczniowi bedzie dane zobaczy¢ spo-
sOb ich stosowania oraz ich uzyteczno$¢ w wielu roéznych, autentycznych sytu-
acjach zadaniowych. Nalezy wiec kierowa¢ do uczniow pytania i wskazowki
z listy zawsze, gdy mozna to robi¢ w sposob naturalny tak, aby (dostrzeglszy
ich skuteczno$¢, nasladujac nauczyciela) uczniowie zaczgli zadawac je sobie
w toku samodzielnej pracy. Indywidualne strategie heurystyczne gotowe do
wykorzystania w czasie rozwigzywania zadan matematycznych musza zostac
wypracowane stopniowo przez samych uczniow.

Kluczowym (z punktu widzenia budowania owych strategii) elementem pro-
cesu rozwigzywania zadania jest refleksja na przebytg drogg myslows. ,,Spo-
gladajgc wstecz na rozwigzanie, ponownie rozpatrujac i analizujgc wynik i dro-
g¢ don prowadzaca, uczniowie mogliby utwierdzi¢ swoja wiedzg i rozwinaé
swoje zdolnosci do rozwigzywania zadan®. Zadanie nauczyciela polega na
systematycznym organizowaniu i przyzwyczajaniu uczniow do badania wia-
snego rozwigzania. Nie moze ono jednak ogranicza¢ si¢ do sprawdzenia po-
prawnosci rachunkéw i powtdrzenia rozumowania. Mason, Burton, Stacey
uwazaja nawet, ze ,,[...] nie ucze¢ sie na podstawie doswiadczenia: warunkiem
koniecznym jest refleksja nad tym, co zrobitem™®. Refleksji tej nalezy jednak
nadac¢ ,,[...] odpowiednig strukture, identyfikujac kluczowe pomysty i momenty
w pracy nad szukaniem rozwiazania”°.

Pytania z listy Poly’i dostarczy¢ moga takze inspiracji do przeprowadzenia
powtorek (i budowania kolejnych strategii uczenia si¢ matematyki). ,,Spojrz na
niewiadoma — méwi jedna z nich — i sprébuj przypomnie¢ sobie jakie§ dobrze
znane ci zadanie majace t¢ sama lub podobng niewiadomg”. Jesli tg niewiado-
mag jest dlugo$¢ odcinka, mozna prowokowac uczniow do przypomnienia sobie
zadan, ktorych rozwigzanie wymaga zastosowania twierdzenia Pitagorasa badz
twierdzenia Talesa, takich, w ktorych buduje si¢ proporcj¢, wykorzystujgc po-
dobienstwo trojkatow, takich, w ktorych pole jednej figury wyrazamy w rozny
sposob itd. Jednocze$nie poglebiane jest rozumienie istoty samej wskazowki,
a uczniowie przygotowywani sg do jej stosowania.

Kompetencje matematyczne

Wiedza w dziedzinie matematyki obejmuje™ nie tylko umiejetnosé liczenia,
znajomo$¢ miar i struktur, rozumienie termindéw i poje¢ matematycznych, ale
réwniez umiejetnos¢ Sledzenia i oceniania ciggu argumentéw, rozumowania
W matematyczny sposéb, komunikowania si¢ jezykiem matematycznym, rozu-
mienie dowodu matematycznego, a takze $wiadomos¢ pytan, na ktore matema-

" Tamze.
& Tamze.
°B. Mason, L. Burton, K. Stacey, Matematyczne myslenie, WSiP, Warszawa 2005.
10 T .
amze.
" Tamze.
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tyka moze da¢ odpowiedz. Rozwijanie tych sktadowych kompetencji wymaga
ksztattowania postaw charakterystycznych dla aktywnosci matematycznej*?, to
z kolei nastgpowaé moze jedynie w toku specyficznej aktywnosci uczniow.

Organizowanie specyficznych form aktywnosci napotyka jednak w praktyce
na powazne przeszkody, ktore wyrastaja z gleboko zakorzenionych (i czgsto
nieuswiadomionych) przekonan nauczycieli.

Mozna niejednokrotnie spotka¢ si¢ z opinig, ze poszczegédlne sktadowe ak-
tywnos$ci matematycznej rozwijaja si¢ same, w toku zdobywania wiadomosci
I ksztalcenia umiejg¢tnosci okreslonych przez program nauczania. O fatszywosci
tego przekonania najlepiej Swiadczy rzeczywistos¢ szkolna. W procesie ksztal-
cenia uczniowie poznaja — przykladowo — wiele twierdzen matematycznych,
ktére nastepnie poprawnie stosuja. Jednoczesnie jednak nie rozumieja metodo-
logicznego sensu twierdzenia. Nie dostrzegaja roli zatozen (co uwidacznia si¢
w sytuacji, gdy ktore$ z nich nie jest spelnione). Nie dostrzegajg réznic miedzy
twierdzeniem matematycznym a twierdzeniem weryfikowalnym empirycznie;
czgsto ,,dowodzg” prawdziwosci twierdzenia matematycznego, podajac przy-
ktady. Niezaleznie od nabywania okreslonych programem wiadomosci i umie-
jetnosci, rozwijaja si¢ u ucznidw postawy i zachowania sprzeczne z postulowa-
nymi przez dydaktykow jako cele nauczania matematyki.

Roéwnie silne oddziatuje na szkolng rzeczywistos¢ przeswiadczenie o tym, ze
aktywno$¢ matematyczna dostgpna jest wylacznie dla niewielu utalentowanych
jednostek, niedostepna za$ dla pozostatych (a wigc dla wigkszosci uczniow).
O jego nieprawdziwosci przekonuje Z. Krygowska mowige, ze gdyby nie byto
mozliwe rozwijanie inteligencji i aktywno$ci intelektualnej ogoétu dzieci, nale-
zatoby zachowa¢ matematyke ,,tylko w ksztatceniu przysztych uzytkownikow,
lepiej dajacych sobie rade z tym przedmiotem™. Tymczasem widoczna jest
$wiatowa tendencja do przywracania mysleniu matematycznemu rangi kompe-
tencji niezbednej do rozumienia wspotczesnego $wiata i zycia we wspotcze-
snym spoteczenstwie.

Trzecig przeszkodg wydaje sie nie tyle nieche¢ do organizowania aktywnosci
uczniow, ile brak petnego zrozumienia specyfiki istoty konkretnej aktywnosci
matematycznej. Szkota zaakceptowata konieczno$¢ odejécia od transmitowania
wiedzy w kierunku ucznia i recypowania jej przez tego ostatniego na rzecz
aktywnego uczestniczenia w Konstruowaniu wiedzy przez uczacego si¢. Wciaz
jednak wykonywanie przez ucznia jakichkolwiek czynnosci (na przyktad wy-
znaczanie — w ramach ¢éwiczen — pierwiastkow dziesigtego z kolei roéwnania
kwadratowego) na lekcji matematyki uznaje si¢ za aktywno$¢ matematyczng.

Jedng z form aktywno$ci matematycznej jest (wedtug Krygowskiej) defi-
niowanie. Lekcja matematyki, na ktorej ma zosta¢ wprowadzone okreslenie
pozwalajace rozstrzygac¢, kiedy dwa punkty sg symetryczne wzgledem pewnej
prostej rozpoczyna si¢ niekiedy od tego, ze uczniowie przekluwaja ztozona

12 Charakterystyka aktywno$ci matematycznej zawarta zostata w artykule Z. Krygowskiej Elementy aktywnosci
matematycznej, ktore powinny odgrywacé znaczgcq role w matematyce dla wszystkich zamieszczonym w 6 nume-
rze ,,Dydaktyki Matematyki”.

BZ. Krygowska, Nauczanie matematyki uczniéw w wieku 10-16 lat — stan aktualny i tendencje, ,,Wiadomo-
$ci Matematyczne” 1979, t. 21, 2.
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wzdluz narysowanej prostej kartke i dowiaduja sie, ze dwa otrzymane w ten
sposob punkty nazywane sg symetrycznymi wzgledem owej prostej. Nast¢pnie
proszeni s3 o zmierzenie odlegtosci kazdego z punktow od prostej i porownanie
wynikéw obu pomiaréw, sprawdzenie, jaka jest miara kata miedzy dang prosta
a prosta przechodzacg przez wyznaczone punkty oraz stwierdzenie, czy punkty
leza po tej samej czy po przeciwnych stronach danej prostej. Jesli jednym
z celow lekcji jest wdrazanie uczniow do definiowania poje¢ matematycznych
nastepuje moment, w ktorym uczniowie koncza rozpoczgte przez nauczyciela
zdanie: ,,Punkty A i 4’ nazywamy symetrycznymi wzgledem prostej k, gdy leza
po...” (i tu wymieniajg trzy warunki). Nauczyciel dopowiada jeszcze, ze punk-
tem symetrycznym wzglgdem prostej do punktu lezacego na tej prostej jest on
sam. Czy uczniowie sg aktywni? Przekluwaja, mierza, porownuja, wreszcie —
definiujg. Czy jednak ta ostatnia aktywno$¢ nie jest tylko pozorna (ze wzgledu
na cel, jakim jest nauka definiowania)? Czy mozna owg szkolng aktywno$¢
zblizy¢ jeszcze do tej, ktora jest udziatem matematykow w autentycznym pro-
cesie definiowania poje¢? Wydaje sig, ze tak. W jaki sposob? Pozwalajac, aby
to uczniowie wybierali warunki definicyjne (decydowali o ich ilosci i tresci)
i aby rozstrzygali przy tym, czy sformutowane przez nich okreslenie jest ade-
kwatne do tego, co chca opisaé. Takie podejscie zaktada, ze uczniowie beda
btadzi¢ i prawdopodobnie wielokrotnie korygowa¢ pomytki. Ma ono jednak
niezaprzeczalne walory. Pozwala ujawni¢ bledy w mysleniu uczniow, ktore
czgsto przy innym sposobie wprowadzenia i po wyuczeniu przez uczniow na-
rzuconego im okreslenia mogg nigdy si¢ nie ujawni¢. Pozwala tez pokaza¢ ma-
tematyke jako dziedzing in statu nascendi, co moze mie¢ duze znaczenie jako
element motywacji do uczenia si¢ tego przedmiotu.

Okazji do prowokowania r6znego typu aktywnosci matematycznych dostar-
cza kazda lekcja matematyki. Wazne jest, aby aktywnos$¢ ucznia organizowac
tak, by byta maksymalnie zblizona do sposobu pracy, ktory charakteryzuje ma-
tematyka odkrywajacego dopiero elementy teorii matematycznej.
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