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Logika swiadomych przekonan

Ponizszy tekst stanowi rozpaczliwa prébe przettuma-

. czenia na jezyk mozliwie strawny dla czytelnika czysto for-

malnego i dos¢ zaawansowanego technicznie referatu, ktéry

wyglosilem w kwietniu 1989 r. na konferencji ;,Dialektyka
a problem subiektywnosci” w Polanicy.

Ideologia

Logiki przekonan - jeden z wariantdw logiki epistemicznej — zajmuja,
sie roznymi formalnymi objawami fenomenu tzw. postaw zadaniowych
{propositional attitudes). Analizie poddaje sie tu wiec pewne zjawisko
o charakterze pragmatycznym, a zatem subiektywnym, zjawisko pole-
gajace na tym, ze ktos wierzy, ze p (gdzie p jest sadem, lub po prostu
zdaniem oznajmujacym), albo wqipt, ze p, wie, ze p, dopuszcza moili-
woé¢, ze p, odrzuca p itd. Subiektywnodé postaw manifestuje sie pewna,
ich niezaleznoscia od obiektywnej prawdziwosci. Przypusémy, ze zdanie
p brami Idzie ku lepszemu; nie wdajac sie w merytoryczua tresé tego zda-
nia zauwazmy jedynie, ze kilka lat temu dziennikarze ,Trybuny Ludu”
byli gleboko przekonani o jego prawdziwosci, zas dziennikarze ,Gazety
Bankowe)” — réwnie gleboko ~ o jego falszywosci. '

Poczynajac od lat pie¢dziesiatych (von Wright, Carnap), przez szeéé-
dziesiate (Hintikka), do osiemdziesiagtych (Gérdenfors i in.), prébowano
dokonaé formalne) rekonstrukcji procesu tworzenia przekonar, owych
»~prywatnych teorii”, postugujac sie w tym celu jezykami o réznym stop-:
niu ztozonosci, od jezyka zerowego rzedu (zdaniowego) poczynajac.

Celem niniejszego opracowania jest prezentacja podstawowych za-
sad logicznych rzadzacych postawa wyrazang zwrotem ktos wierzy, Ze
p. Méwiac, ze kto§ wierzy, mamy zawsze na mysli pewnego wybranego
reprezentanta okreslonej z gory kategorii ludzi, a nie wszystkie istoty
ludzkie w ogdie. Oczywistym powedem tej restrykeji jest wspomniana su-
biektywnosé, idaca tak daleko, iz niektorzy ludzie tworza swoje systemy
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przekonan w sposéb catkowicie irracjonalny i niemozliwy do przewidze-
nia nawet w najbanalniejszych sytuacjach. Mozna sobie na przyktad z
tatwoscig wyobrazié filozofa (dialektyka?), ktdry jest przekonany, ze p i
réwnoczesnie wierzy, ze nie-p. Podobnie ma sie sprawa z podstawowymi
zasadami logicznymi, np. regula odrywania (modus ponens), przechod-
nioscia, implikacji itp.; mam w swoim otoczeniu humanistke, ktéra wie
wprawdzie, ze filozofowie s3 humanistami, za$ niektdrzy filozofowie to
durnie, lecz zdanie Niekidrzy humanidci sq durniami jest dla niej wnio-
skiem zbyt ogdlnym {!), niemozliwym do przyjecia. Osoby takie tworza
silne lobby w wielu spoleczenstwach, stowarzyszaja si¢ nawet w rézne ko-
mitety i rzady, tworzac zbiorowoséé szalenie interesujaca dla socjologéw
1 psychiatréw; dla logika jednak nie sa to osobnicy akurat najbardziej
zajmujacy. Bedziemy tu rozwazaé wylacznie przekonania ludzi catkowi-
cie racjonalnych i calkowicie éwiadomyeh swoich wiasnych przekonar.
Ludzie c¢i musza wierzy¢ np. w prawa logiki: wyraza to reguta RB 2z
nastepnego paragrafu, nie moga akceptowal zdan wzajemnie sprzecz-
nych: jest to trescia postulatu Ax.4; musza wyraznie odrézniaé zdania,
o ktdrych prawdziwosci sa przekonani, od zdan, o ktérych prawdziwosci
przekonani nie sa: te ceche wyrazaja aksjomaty Ax.2 i Ax.3; wreszcie ich
systemy przekonan powinny by¢ zamkniete na regute odrywania, tzn.
jesli ktos wierzy, Ze p implikuje q i réwnoczesnie wierzy, ze p, to nie $mie
poddawaé w watpliwosé prawdziwosci q {por. Ax.5). Niczego wiecej (ani
mniej) o racjonalnym systemie §wiadomych przekonan nie bedziemy na
razie zaktadaé.

Sposréd wielu mozliwych (wie, wierzy, dopuszeza, odrzuca itp.)
zdecydowalismy sie na wybdr funktora wierzy jako podstawy konstru-
owanego systemu; o wyborze tym przesadzily co najmniej dwa istotne
wzgledy. Przede wszystkim wierzy jest, obok wie, jedriym z najczesciej
analizowanych spéjnikéw pragmatycznych. Po drugie, przy jego pomocy
mozna zdefiniowaé wiele, przypuszczalnie nawet ,wiekszosé”, sposréd
pozostaltych spdjnikéw wyrazajacych postawy zdaniowe, na przykiad:

»X dopuszcza mozliwosé, ze p”:= ,nieprawda, ze x wierzy, ze nie-p”,
X odrzuca p”:= ,x wierzy, ze nie-p”,
»X Wwie, ze p7i= ,p i X wierzy, ze p”.

Fakt, 12 rozwazany przez nas osobnik jest przekonany (wierzy), ze
p, notujemy w postaci Bp; symbol B pochodzi od czasownika believe i
zostal, zdaje si¢. po raz pierwszy uzyty przez Carnapa.
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System LB

Przez L oznaczamy jezyk formut klasycznych, zbudowanych ze zmien-
nych zdaniowych i spdjnikéw negacji (~), koniunkcji (A) i alternatywy
(V); implikacje (—) i réwnowaznos¢ (=) definiuje si¢ standardowo. Przez
PC rozumiemy zbidr klasycznych tautologit, t oznacza dowolna ustalona
tautologie, np. pV~p, zas f - dowolna ustalona kontrtautologie, np. p~p.
Przez teori¢ klasyczng rozamiemy dowolny zbiér klasycznych formut za-
wierajacych PC i zmkniety na regule odrywania MP.

Przez S oznaczamy zbidr wszystkich formuf zbudowanych ze zmien-
nym uzyciem ~, A, V oraz specyficznego jednoargumentowego spdjnika
B; formutle B czytamy: wierze, ze a. Przez Taut rozumiemy zbior wszy-
stkich podstawien klasycznych tautologii formulami jezyka S. Przyjmu-
jemy, ze aksjomatami sa formuly o nastepujacym ksztalcie (a, 8 € S):

Ax.l. a,gdziea € Taut

Ax.2. Ba = BBa

Ax.3. ~Ba =B~ Ba

Ax4. B~a—~ Ba

Ax.5. B(a — 8) — (Ba — Bj)

oraz przyjmujemy nastepujace reguly wnioskowania:

MP: "z aia — 8 moina wyprowadzié g;
RB: z a mozna wyprowadzi¢ Be.

W swietle propagandowego paragrafu 1, powyzsze postulaty sa w
wiekszosci zrozumiale same przez sie; pewnego komentarza wymaga by¢
moze jedynie aksjomat Ax.3 i regula RB. Ax.3 wraz z poprzedzajacym
go Ax.2 stwierdza, ze nasza wiara na temat wlasnych przekonan jest w
istocie wiedza : zaréwno gdy wierze w a (Ax.2), jak i gdy nie wierze
w a (Ax.3), czyni¢ to $wiadomie, po rozwazeniu argumentéw. Podkre-
slmy jednak, na wszelki wypadek, ze niewiara w sad p nie obliguje mnie
automatycznie do pogladu, ze nie-p: jak si¢ przekonamy dalej, formula
~Bp — B ~p nie da si¢ wyprowadzi¢ z powyzszych aksjomatow. Regule
RB nalezy interpretowaé nastepujaco: jesli o jest prawem logiki, to mam
obowiazek wierzy¢ w a. Regula ta nie stuzy do tworzenia dowolnych te-
orii i stosuje si¢ ja jedynie do zbioru tez; jej przyjecie nie oznacza, ze
mam obowiazek wierzenia we wszystkie zdania prawdziwe. Jak to sie
mowi, nie jest ona reguta wtérna, a jedynie dopuszczalng, podobnie jak
w logice modalnej znana reguta Gddla: jesli a jest teza, to réwniez o jest
tezg.
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Przez LB oznaczamy zbidr wszystkich formut wyprowadzalnych z
aksjomatow Ax.l - Ax.5 przy pomocy regul MP i RB. Zamiast pisaé
o € LB, bedziemy czesto pisaé¢ Fpp « lub po prostu Fa 1 bedziemy w
takim wypadku mowié, ze a jest tezq logiki LB. Przez teorig w logice LB
rozumiemy dowolny zbidr formut zawierajacy LB i zamkniety na (sama!)
regute odrywania MP. Oto kilka przykladéw tez logiki LB:

T.1 F~BlaA~a)
T2 F B(a = 3) — (Ba = B5)
T.3 + (BaVBB) — B(a V 3)
T4 + Bla A B)=(Ba A Bf)
T5 +Ba-—-+~B~a
T6 FBeVO A~Ba—~B~g
T7 +BlavpfAB~a—BS
T8 +Bla—B)—=(B~F—B~a)
T9 +F~Bla—f8)—=~B~aA~Bj
T.10 F+ B(Ba vV B3) — B(a V 8)
T.11 + B(a — B8) — B(Ba — )
T.12 F B(Ba — «a)
Jeslt M jest zbiorem formul (jezyka S), to przez T(M) oznaczamy
zbidr tych formut klasycznych, ktdre po poprzedzeniu spdjnikiem B na-
leza, do M. Latwo wykazad, ze jesli M jest niesprzeczna LB-teoria, to

T(M) jest niesprzeczng teoria kiasyczna. Formalna definicja zbioru T(M)
Jjest nastepujaca:

T(M):={a € L : Ba € M}

Interpretacje

Niech T bedzie dowolna teorig kldsyczna, zas a - dowolna formula
jezyka S. Okreslimy specjalng funkcje Ir. ktéra formule a przyporzadko-
wuje Jej interpretacie w teortt T, czyli pewna formutle klasyczna. Funkcja
1r ,przegiada” formule a, niczego nie zmieniajac. tak diugo. az patknie
sie w & na podformute o budowie BS, gdzie 8 € L. Teraz funkcja Ir za-
stepuje wszystkie takie napotkane formuty Bf przez t lub f. w zaleznosci
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od tego, czy £ bylo twierdzeniem teorii T, czy tez nie. Jesli w formule
powstajacej po wykonaniu tej operacji pozostal jeszcze jakis spdjnik B,
to procedure sie powtarza, az do jego zupelnego wyeliminowania. Scisla
indukcyjna definicja funkcji Ir jest nastepujaca:

10 Ir = p, gdy p jest zmienna
2 Ip~y=n~Ipy
3 Ir(yAé)=lpy Alpé
4° Ip(y Vv é)=1Iry VIpé
t gdy IryeT
5° IrBy = .
™= f ogdy IryéT

TWIERDZENIE 1. Formute o jest tezq LB (tzn. t a) wiedy

i tylko wiedy, gdy dla kaidej niesprzecznej teorii T, Ira jest kla-

sycznq lautologig (tzn.Ira € PC).

Niech <A, -, N, U > bedzie algebrq Boole’a. Symbolami 0 i 1 ozna-
czamy, odpow1edmo najmniejszy 1 najwiekszy jej element. Niech dalej U
= <A, -, N, U, *> bedzie algebra powstajaca przez dolaczenie dowolnego
jednoargumentowego dzialania * w A. Méwimy, ze formuta a € S jest
prawdziwa w algebrze U, symbolicznie U k= a, gdy dla kazdego warto-
$ciowania h zmiennych jezyka elementami z A mamy: ha = 1. Podzbidr
F zbioru A nazywamy filtrem, jesli 1 ¢ F oraz dla wszelkich a, b € A, a
NbeFwtwagFib e F;filtr F jest wtasciwy, gdy 0 € F; jest ultra-
filtrem, gdy jest maksymalnym filtrem wiasciwym. Najwigkszym filtrem
jest wiec caty zbidr A (jest to jedyny filtr niewlasciwy), najmniejszym
filtrem jest singleton 1. Ukiad U = <A, -, N, U, *, F> nazywamy algebrg
ﬁltrowq, gdy <A, -, N, U> jest algebra Boole’a, F jest w.niej filtrem, zas

* jest tzw. funkc_]q charakterystyczna, zbioru F, tzn. dla dowolnego a'A
spelniony ‘jest warunek:

g = 1 gdy a€F
T 10 gdy agF

Rodzine wszystkich algebr filtrowych oznaczamy FA. Jesli K jest
dowolna, klasa algebr filtrowych, tzn. K D FA, to méwimy, ze formuta
jest prawdziwa w klasie K, symbolicznie K |= a, gdy dla dowolnej algebry
UeK, Uk a Symbolem PFA oznaczamy klase tych algebr ﬁltrowych
<A, " N, U, *, F>, w ktérych F jest filtrem wlasciwym.

TWIERDZENIE 2. +« wtw PFA Ea
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Dowody powyzszych twierdzen sa raczej zawile i nie podejme sig
tutaj przedstawiania cholby ich szkicu. Wspomne tylko, ze istotna role
odgrywa tu nastepujacy lemat: jesli M jest teoria maksymalna w logice
LB, to a € M wtw I/pya € M. Zreszta Twierdzenie 2 jest przede wszyst--
kim narzedziem, rodzajem prostej w obstudze maszynki do sprawdzania
czy dana formula jest twierdzeniem LB; wewnetrzna budowa narzedzia i
techinologia jego produkcji nie musi akurat interesowaé konsumenta. Za-
demonstrujmy wiec raczej sposéb postugiwania sie twierdzeniem o pel-
nosci (czyli whasnie Twierdzeniem 2 na przykladzie trzech formul: ~Bp
— B ~ p: Bp — p; B(Bp — p).

‘ Poniewaz dziatanie * przyjmuje wylacznie wartosci 0 1 1, wiec wy-
starczy wskazaé taka algebre z filtrem F, w ktdrej dla pewnego elementu
a, ahi-a nie nalezy do F (wéwczas -*a ='1), ani -a nie nalezy do F {wéw-
czas *-a = 0). Latwo wskazaé najmniejsza, taka algebre: jest to algebra
czteroelementowa z filtrem jednostkowym:

PR

1"
; A~ v - F
1 7

e
a { > b

\\/ /
0

Kiadziemy wiec hp = a i otrzymujemy h(~ Bp — B~ p) = 0, zatem
na mocy Tw. 2 badana formuta nie jest teza logiki LB.

B. K Bp—np.

Wystarczy wskazadé algebre ﬁltrowa‘; w ktdrej pewien element b
rozny od 1 nalezy do filtru. Wiedy bowiem *b = 1, wiec dla hp = b
otrzymamy h(Bp — p) = b # 1. Algebra taka jest np.

——
v N »
l/ AN 1
A ™\ /
\
a \-_._;\,b/ _
N4
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C. -+ B(Bp — p).

Przypusémy, ze powyzsza formule mozna obali¢ w pewnej algebrze
z filtrem F, tzn. hB(Bp — p) # 1 dla pewnego h. Poniewaz hB(Bp —
p) = *h(Bp — p) € {0,1 }, wiec hB(Bp — p) = 0, czyli h(Bp — p) €
F. Wéwczas jednak hp ¢ F, wiec hBp = *hp = 0; stad h(Bp — p) = 1
€ F - sprzecznosé. Badana formula musi wigc byé prawdziwa w kazdej
algebrze z PFA 1 na mocy Tw.2 jest teza.

Mutacje

A. System LCB. System LCB, bedacy rozszerzeniem LB, stanowi
opis przekonarn tych oséb, ktére w absolutnie kazdej sprawie maja wy-
robiony, niezachwiany poglad- (choé, oczywiscie, niekoniecznie poglad
obiektywnie trafny). Osoby takie okresla sie mianem besserwisser. Do
Ax.1 - Ax.5 dolaczamy nowy aksjomat '

Ax6. BavB~a«a

i LCB okréeslamy jako zbidr formut wyprowadzalnych z Ax.1. - Ax.6 przy
pomocy regut MP i RB. Oto trzy przyklady tez systemu LCB; w istocie
kazda z formul T.13 - T.15 jest réwnowazna Ax.6 i moze zostaé réwnie
dobrze przyjeta jako aksjomat:

T.13 i'LCB'\'BG'—-*BNQ. ‘

T.14. trepB((avp)=(BaVBJ)

T.15. FiepB((a—f8)=(Ba—Bpg)

Przez UFA oznaczamy klase tych algebr filtrowych <A, -, N, U, *,
F>, w ktérych F jest Vultra.ﬁltrem.

TWIERDZENIE 3. Frecp wiw UFA o

B. System LIB. Logika LB wyklucza mozliwos$¢ przekonan sprzecz-
nych - efekt ten daje aksjomat Ax.4. Mozna jednak rozwazyé wariant
tolerujacy sprzeczne przekonania - logika taka bylaby nawet bardziej re-
alistyczna. Powstaje ona przez odrzucenie Ax.4: LIB definiujemy jako
‘system formut wyprowadzalnych z Ax.1, Ax.2, Ax.3, Ax.5 przy uzyciu
MP i RB.

TWIERDZENIE 4. brrg o witw FA Eo.

C. System S5. Réznica statusu miedzy wiara a wiedza polega na
istnieniu wyraZnego zwiazku miedzy wiedza a obiekywna prawdziwoscia:
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ze zdania r wie, Ze p wynika, ze zdanie p jest prawdziwe. Prawdziwosé
p jest wrecz presuponowana przez zdanie r wie, Ze p. Zatem dolaczenie
nowego aksjomatu '

Ax7. Ba—a«

do Ax.1- Ax.b zmienia w istotny sposéb tres¢ spdjnika B; wyrazenie Bp
nalezaloby w tak rozszerzonej logice czytal raczej wiem, Ze p, niz wie-

z¢, ze p. Tak sie skiada, ze system oparty na aksjomatach Ax.1- Ax.51
Ax.7 jest réwnoznaczny systemowi S5 Lewisa, co dostarcza interesujacej
i bardze naturalnej interpretacji tej starej i szacownej logiki. Latwo za-
uwazy¢, ze aksjomat Ax. 7 jest prawdziwy wylacznie w tych algebrach
filtrowych <A, -, N, U, *, F>, w ktérych F jest filtrem jednostkowym,
tzn. w ktérych F = {1}. Oznaczamy klase tych algebr przez JFA. W ten
sposéb otrzymujemy dla S5 nastepujace, udowodnione przez Wajsberga
w latach trzydziestych, twierdzenie o peinosei:

TWIERDZENIE 5. (Wajsberg, 1933).  Fgss wtw IFA = a.

Uzupelnienia

A. Rogstrzygalnosé. Mozna wykazac. ze we wszystkich przedstawio-
nych wyze} twierdzeniach o pelnosci (Twierdzenia 2 - 5) wystarczy sie
ograniczy¢ do algebr skoriczonych. Na mocy znanego twierdzenia Har-
ropa otrzymujemy stad nastepujacy wniosek: . ‘

TVVIERDZENIE 6. - Systemy LB, LCB 1 LIB i oczywiscie SH sq
rozstrzygaine.

B. Moce modeli. W przypadku logik LB, LIB i S5 nie mozna mocy
ich modeli ograniczy¢ zadng liczba skoniczona, tzn. dla dowolnej liczby n
istnieje formuta nie bedaca teza S5 (a zatem takze LB i LIB), ktdra jed-
nak jest prawdziwa w kazde] algebrze z FA (a zatem takie z PFA 1 JFA)
majacej mniej niz n elementéw. Inaczej przedstawia si¢ sprawa z syste-
mem LCB. Oznaczamy przez U, rozwazana juz wyzej (w przykladzie B
w punkcie ,Interpretacje”) algebre o diagramie

AT
r/ \ ' E““
/ J
U: a< »-,.\J.b‘

/'

e
o
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TWIERDZENIE 7. trep o wtw Uy Ea.

C. Interpretacje klasyczne. Dla systeméw LCB i LIB prawdziwe sa
nastepujace modyfikacje Twierdzenia 1 o interpretacjach formut logiki
przekonati w jezyku formut klasycznych:

TWIERDZENIE 8. -

a. Frep o wiw dia kazdej maksymalne] teorit’ klasyczne] T,
Ir a € PC;

b. Frrp o wiw dia kazdej teorii klasycznej T, Ir o € PC.

D. Separacja zmiennych. System LB ma pewna ciekawa whasnosé
syntaktyczna, obrazujaca fakt subiektywnosci, czy tez arbitralnosci prze-
konan. W tezach tego systemu mozna mianowicie odseparowaé zmienne
objete funktorem B od zmiennych nie objetych tym funktorem, i uzy-
skana ta droga formula pozostanie nadal teza logiki LB. Ujmijmy rzecz
formalnie: zakladajac, ze zmiennymi jezyka S sa p1, p2, Pa,-.., dla dowol-
nej liczby k definiujemy podstawienie ¢; wzorem erp; = pr4:- Dla a €
S definiujemy z kolei formule wi a wzorami:

1° wip; = p;dlai= 1, 2, 3,...
2° wi ~fB=~wf

3° wi (BAY)=wipf A wy
4% wir (BV YY) =wiBV wey
5%  w;Bf = e;Bg.

Niech ne bedzie najwiekszym sposrdd indekséw zmlennych wyste-
pujacych. w a. Kladziemy

WQ 1= Wpel.

Oto trzy prazyktady dzialania operacji w : w(B(p; V p2)) = B(ps V
p4); W(Bps — p3) = Bps — p3 ; W(pr V Bpr = ps A ~ Bp2) = p1 v
Bps — ps A ~Bps.

TWIERDZENIE 9.  +rp o wiw kg wa



