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Wstep

Podstawy arytmetyki. Logiczno-matematyczne badania nad pojeciem licz-
by' Gottloba Fregego rozpoczynaja si¢ od sformutowania najwazniejszego za-
gadnienia tej pracy, mianowicie pytania o to, czym jest liczba jeden. Zapowiedz
podjecia tych badan znajduje sie juz w koficowych partiach Przedmowy do Ideo-
grafii (Jezyk formalny czystego myslenia wzorowany na jezyku arytmetyki)’.
Frege konstatuje, Ze na to pytanie oraz wynikajace z niego pokrewne problemy
(czym jest liczba w ogole, czym wobec tego zajmuje si¢ arytmetyka), wigkszosdé
matematykdw nie potrafi da¢ zadowalajacej odpowiedzi. Jest to wystarczajace
usprawiedliwienie podjgcia badan nad pojeciem liczby. Jednak Frege nie po-
przestaje tylko na tym:

Wielu nie uzna za warte wysitku podjecie tego zadania. Pojecie licz-
by, jak mniemajg, jest wystarczajaco wyjasnione w elementarnych
podrecznikach i wraz z tym ustalone raz na zawsze. Ktéz wiec méglby
oczekiwaé, ze nauczy si¢ czego$ jeszcze o tak prostej rzeczy! Pojecie

' Die Grundiagen der Arithmetik. Eine logisch-mathematische Untersuchung iiber den Be-

griff der Zahl. Fragm. [w:] Proby gramatyki filozoficzngj. Antologia, thum. i oprac. K. Rotter,
Wroctaw 1997, s. 87-133. Praca Fregego cytowana bgdzie w tekécie jako Podstawy arytmetyki
lub Grundlagen. Wybbr tekstéw cytowany bedzie dalej jako Ansologia.

®  Begriffsschrift, eine der arithmetischen rachgebiidete Formelsprache des reines Denkens.

Fragm. {w:] Antologia, op.cit., s. 45-85. Praca Fregego cytowana bedzie dalej jako Ideografia lub
Begriffsschrift.
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na konstrukcje, gdyz to wlasnie na nim opiera sie¢ cafa arytmetyka, a wraz z nig
cala matematyka. Frege zauwaza, Ze jesli nie ma zgody wobec pierwotnych
poje¢ tak wielkiej nauki, to nie mozna uzyskaé jasnosci odnosnie do innych,
pochodnych wobec liczby (naturalnej), pojeé (liczb ujemnych, utamkéw, liczb
zespolonych). Jednoczesnie stwierdza, ze nawet wérdd samych matematykow

liczb naturalnych uznaje za tak wolne od wszelkich trudnosci, ze mo-
ze by¢ naukowo wyjasnione dzieciom w sposéb catkowicie wystar-
czajacy 1 ze kazdy bez dalszego namystu i znajomosci tego, co inni
o tym mysleli, jest z nim dokladnie obeznany, Dlatego tez czestokrod
brakuje tego wstgpnego warunku uczenia sig: znajomos$ci wlasnej
niewiedzy’.

Frege pyta retorycznie: ,,Czy dla nauki nie jest upokarzajacy brak jasnosci
co do swojego najblizszego i z pozoru tak prostego przedmiotu?” W 1919 roku
w szkicu podsumowujacym swdj dorobek filozoficzny, Frege napisal: ,,Punk-
tem wyjscia byla dla mnie matematyka. Najpilniejszym zadaniem tej nauki
wydato mi si¢ jej lepsze ufundowanic™. Pojecie liczby musi mie¢ niepodwazal-

nie ma zgody co do tego, czym sa liczby naturalne.

Aby juz w tym miejscu odeprzeé urojenie, jakoby z liczbami natural-
nymi nie wigzaly si¢ zadne trudnosci, lecz panowata co do nich po-
wszechna zgodnosc, wydaje mi sie wskazane omoéwi¢ niektdre pogla-
dy filozoféw i matematykéw na wchodzace tu w gre problemy. Okaze
sie, iz tak malo zgodnosci da si¢ tu znalezé, Zze az dochodzi do poja-
wienia sig przeciwstawnych zadan. Jedni na przyktad powiadaja;:
jednoscei sa sobie réwne”, inni uznajg je za rozne, i zaréwno jedni,
jak 1 drudzy maja dla swych twierdzen podstawy nie dajace sig¢ na-
tychmiast odeprzec. Usituje wzbudzi¢ przez to potrzebg wnikliwszych
badan. Przez wstepne naswietlenie wygloszonych przez innych pogla-
dow chce jednoczesnie przygotowa¢ podstawy mojego wlasnego uje-
cia, przekonujac na wstepie, ze te inne drogi nie prowadza do celu,
moj za$ poglad nie jest po prostu jednym z wielu rownie zasadnych;
przynajmniej co do rzeczy gtéwnej mam nadzieje rozstrzygnaé prob-
fem ostatecznie’,

3

4

G. Frege: Podstawy arytmetyki, [w:] Antologia, s. 87-88.

G. Frege: Szkic dla Darmstaedtera, [w:] Pisma semantyczne, thum. B, Wolniewicz. PWN

1977, s. 133.

5

G. Frege: Podstawy arytmetyki, op.cit., s. 89.
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Na czym polegata wiec kompromitujaca sytuacja, o ktérej pisat Frege przy
ocenie stanu éwezesnej matematyki i problemie podstaw? Jakie podstawy zamie-
rzat ,reformowac”? Czy chodzito mu o niepodwazalne i ostateczne podstawy
wszelkiego poznania (byloby to pytanie epistemologiczne, badZ szerzej — filozo-
ficzne) czy tez o podstawowe definicje, na bazie ktérych budowana jest matema-
tyka (bytby to w pewnym sensie problem techniczny)? Wylaniajg si¢ tu dwa
zasadnicze rodzaje pytan, ktére przewijaja sig w calej filozofii Fregego. Pierwsze
z nich dotycza stosowalnosci logiki i powszechnego obowiagzywania praw logiki.
Drugie zas$ to pytania o poprawno$¢ techniczna zastosowanych narze¢dzi i rozwia-
zan. Gdyby problem dotyczyl jedynie podstawowych pojeé, to w momencie po-
jawienia sie rozbieznosdci pogladéw lub niejasnosci, wystarczylo jedynie odpo-
wiednio zmodyfikowaé pewne definicje lub przyjeta aparaturg pojeciowa (uscis-
li¢ lub ponownie zdefiniowaé pojecia uwazane za pierwotne, wskazaé te elemen-
ty, ktére powodujg techniczne trudnosci). Pytania dotyczace matematyki Frege
spodziewal si¢ rozwigzac za pomocg swojego pisma pojeé, ideografii. Wskazywat
na konkretne bledy, popelniane przez wspolczesnych mu matematykow.

Filozofia matematyki Fregego nie ogranicza si¢ jednak tylko do sformuto-
wania definicji liczby, a jego badania wykraczajg daleko poza arytmetyke,
a nawet problem jej logicznego ugruntowania. Pytanie, ktore Frege stawia na
poczatku swoich badan wraz z pytaniem o definicje liczby, dotyczy natury zdan
matematycznych. Punktem wyjscia jest wige, postawione w duchu kantowskim,
pytanie epistemologiczne, ,zanurzone” w matematyce. Wyjsciowe zadanie
polega¢ ma na przedledzeniu wstecz wnioskowanl matematycznych, po to, by
dotrzeé do prawd pierwotnych. Dopiero one moga byé wlasciwym adresatem
pytania o naturg. Jednoczesnie wylania si¢ tu oddzielny problem, jakim jest
pytanie o zasady wnioskowania, dzigki ktérym od zdan szezegdtowych mozna
przejs¢ do lezacych u ich podstaw praw ogodlnych.

Jednak podjety przez Fregego problem nie jest zadaniem szczegdtowym,
bowiem nie dotyczy jedynie matematyki ani tez zadnej innej dziedziny, w ktorej
mozna postugiwaé si¢ pojeciem liczby. Do podjecia badan nad podstawami aryt-
metyki sktonit Fregego przede wszystkim brak takiej definicji liczby, ktéra mog-
liby si¢ poshugiwaé wszyscy uzywajacy pojecia liczby, bez wzgledu na to, w ja-
kiej robia to dziedzinie oraz jakie poglady na filozofie matematyki podzielaja’.

¢ To, co prébowat osiagna¢ Frege krotko i trafnic sformutowat M. Dummett: ,Frege pro-
bowal pokaza€, Zze niektdre zdania matematyczne, te dotyczace teorii liczb oraz analizy, ktore
zaklasyfikowal tacznie jako ,arytmetyczne”, maja ten sam charakter i faktycznie sg zdaniami
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Z rozrzuconych w wielu miejscach fragmentow mozna wyodrebnié kilka
zasadniczych zarzutéw, jakie stawia Frege matematykom. Niezadowalajacy
stan matematyki nie wynika z jej szerokich i roznorodnych zastosowat, lecz
z braku wewngtrznej jasnosci i doskonaloséci, bowiem wartosci poznania mate-
matycznego upatruje Frege nie w tym, co si¢ poznaje, lecz w tym, jak si¢ to
robi, czyli nie w materii tej wiedzy, ale w stopniu jej przejrzystosci i zrozumie-
niu zwiazkéw logicznych. Frege zarzuca matematykom, ze w rozny, a co za
tym idzie, dowolny sposéb wyjasniajq takie terminy jak ,,funkcja”, ,,zmienna”,
LHOWnos¢”, oraz ze jednym stowem oznaczajg rozne tresci. Pierwszy zarzut
zwigzany jest ze znaczeniem termindw matematycznych: matematycy mieszaja
znak z tym, co on oznacza, a jest to tak rozpowszechnione zjawisko, ze Frege
nie waha si¢ nazwaé tego matematyczng choroba swoich czaséw’. Drugi zasad-
niczy blad polega na wyizolowaniu znaczenia poj¢cia z kontekstu, w jakim sie
ono pojawia. Pierwsza konsekwencja tych bledéw jest naiwne® traktowanie
pojecia liczby — jezeli termin ten wyizoluje si¢ z kontekstu, w jakim sig
on zwykle pojawia, to mozliwe odpowiedzi na pytanie, czym jest liczba, beda
prowadzity do psychologizmu (liczba jest przedmiotem psychicznym, np. przed-
stawieniem) badz do formalizmu (liczba jest znakiem). Jak wazne dla Fregego
byly te przewinienia $wiadczy fakt, Zze nakaz ich unikania sformutowal
w Grundlagen w postaci zasad metodologicznych, ktorymi nalezy si¢ kierowad
w badaniach logicznych. Pierwsza zasada nakazuje oddzielanie tego, co psy-
chologiczne od tego, co logiczne. Druga zasada to slynna zasada kontekstowo-
sci, méwigca, ze o znaczenia stow nalezy pyta¢ w ich zwiazkach zdaniowych,
nie zas oddzielnie. Trzecia zasada mowi o istnieniu réznicy pomiedzy pojeciem
a przedmiotem.

logicznymi; nigdy nie wierzyt, ze obowiazuje to dla calej matematyki. Teoriomnogosciowe
sprzecznosdei sprawily, ze jego pomyst okazal si¢ nieudany. Jednak nie uniewaznily one calej
préby od poczatku do konca: przekonanie o logicznym charakterze niektérych prostych zdan [...]
nie ulega zmianie. Poza tym problem wyjasnienia szczeg6lnego charakteru matematycznych zdan
w dalszym ciggu wymaga rozwiagzania: wartos¢ Fregowskiej nieudanej proby lezy w sprecyzowa-
niu miejsca, w ktérym lezy trudnodé”. M. Dummett: Frege. Philosophy of Mathematics. Massa-
chusetts 1991, s. 10.

7

1983.

G. Frege: Logische Mdngel in der Mathematik, [w:] Nachgelassene Schriften. Hamburg

W recenzji pracy E. Husserla Philosophie der Arithmetik, Frege wyjasnia, ze naiwnym
nazywa kazde takie ujgcie liczby, ktore nie mowi o pojeciu lub zakresie pojgcia.
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Fregowskie pytanie o podstawy jest pytaniem filozoficznym — pyta on
o naturg¢ tego, co napotykamy analizujac nasze rozumowania wstecz az do
prawd pierwotnych oraz o zasady definiowania i dowodzenia. Jednoczesnie
Frege przyjmuje, ze badania nad dowodami i definicjami musza by¢ badaniami
logicznymi. Pytanie o podstawy dotyczy natury podstawowych praw logiki, bez
ktorych nie mozna przedstawié jakiegokolwiek dowodu 1 bez ktérych nie moz-
na odrézni¢ prawdy i falszu.

Tak wiec mimo Fregowskiej deklaracji, iz punktem wyjscia byta dla niego
matematyka, to wyniki jego rozwazan dotyczace liczb musialy by¢ na tyle
ogblne, by mozna je wykorzysta¢ w rdznych dziedzinach nauki. Takg intuicje
potwierdza rdwniez Frege, piszac:

§ 14 [...] Czy podstawa arytmetyki nie lezy glgbiej niz podstawa catej
wiedzy doswiadczalnej, glebiej nawet niz podstawa geometrii? Praw-
dy arytmetyczne panujg w dziedzinie tego, co policzalne. Jest to dzie-
dzina najszersza, gdyz nalezy do niej nie tylko to, co rzeczywiste i nie
tylko to, co da sie ogladac, lecz wszystko, co daje si¢ pomyéleé. Czyz
wige prawa dotyczace liczb nie powinny pozostawaé w najbardzigj
wewnetrznym zwiazku z prawami myslenia?’

Badania nad pojeciem liczby wydaja sie by¢ zwiazane jedynie z matema-
tyka. Jednak Frege omawia poglady nie tylko matematykow, lecz takze filozo-
fow. Dlaczego? Poniewaz podjete zadanie jest w rdwnej mierze filozoficzne co
matematyczne, a sam Frege zamierza do swoich wynikow przekona¢ réwniez
filozofow. Umieszcza zatem swoje rozwazania pomigdzy matematyka a filozo-
fia. Problemy powszechnego obowiazywania praw logiki i uniwersalnos¢ poje-
cia liczby sa niejako problemami bez ojczyzny — sa one przerzucane z jednej
dziedziny nauki do inngj. Podejmujac te zagadnienia, Frege tworzy co$ na
ksztalt nowej nauki, ktérej wyniki beda mialy walor powszechnosci i uniwer-
salnosci. Dzi§ mozna by powiedzie¢, Zze bylaby to swego rodzaju metanauka.
Jednak sam Frege nie znal odréznienia jezyka i metajezyka, a wigc i nauki wraz
z metanauka, choé intuicyjnie postugiwat sig tego rodzaju klasyfikacja.

W Grundiagen (§§ 1-4) Frege podaje jeszcze inne powody usprawiedli-
wiajace podjecie badan nad pojeciem liczby. Jednym z nich jest brak pewnosci
i luki w dowodach arytmetycznych. Matematyka oddalita si¢, zdaniem Fregego,
od euklidesowe] S$cistosci, ktora charakteryzowata geometrig starozytnych

® G. Frege: Podstawy arvtmetyki, op.cit., s, 110.
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Grekéw. W matematyce nie wystarcza jedynie przekonanie oparte na wielu
skutecznych jej zastosowaniach. W czasie wielkiego postgpu badan i rozwoju
matematyki to, co kiedy$ uchodzito za oczywiste, wymaga teraz dowodu. Za-
tem w matematyce najwazniejsze jest dazenie do scistego dowodzenia, wyty-
czanie granic prawomocno$ci oraz precyzyjne ujmowanie pojeé. Frege ma tu na
mysli gldwnie pojecie funkceji i ciaglo$ci, granicy i nieskonczonosci, liczb
ujemnych i niewymiernych. Luki w dowodach matematycznych moga podwa-
zaé ich pewnos$¢ 1 poprawnos$¢. Jednak Frege nie zabiera sig za zmienianie po-
szezegdlnych definicji czy tez uzupelnianie dowodow. Podejmuje on badania
znacznie ogoblniejsze — szuka ogdlnych praw dowodzenia i definiowania, ktore
mozna bedzie zastosowad wobec wszelkich przedmiotéw poznania. Narzedziem
analizy, ktoére ma zapewnié niepodwazalnos¢ ciagu wnioskowania, jest Fregow-
skie pismo poje¢ (Begriffsschrift)'’.

Fregowska ideografia nie byla celem samym w sobie. Jej pomyst zaczerp-
nat Frege z arytmetyki (co wyrazit juz w samym tytule — ldeografia. Jezyk for-
malny czystego myslenia wzorowany na jezyku arvtmetyki) 1 tam tez spodziewat
si¢ najpelniejszego jej wykorzystania, choé zastosowal ja mozna w kazdej na-
uce, w ktorej ,,szczegdiny nacisk musi zosta¢ potozony na Scisto$¢ dowodze-
nia”'! (tymi naukami sa, wymienione w Begriffsschrift, geometria, kinematyka,
mechanika i fizyka). Tym niemniej, najpetniejszego wykorzystania swojej ideo-
grafii spodziewa si¢ Frege w arytmetyce, a dokladniej w analizie jej poje¢, uza-
sadnianiu jej zdan, wyjasnieniu pojecia liczby i wielkosci i innych. Taka zapo-
wiedZ dalszych badan umiescit Frege w Przedmowie do Begriffsschrift. Tym
projektem jest Grundlagen, cho¢ swoich zamierzetr z Begriffsschrift nie zreali-
zowal Frege w taki sposéb, w jaki cheial to zrobi€. Chodzi o to, Zze naturalnym
ciagiem dalszym Begriffsschrift powinna by¢ praca, analizujaca przy pomocy
ideografii pojgcie liczby. Tymczasem Grundlagen napisane sa codziennym

G Frege: Ideografia, op.cit., s. 46: By za$ przy tym nie moglo si¢ wkras$¢ niepostrzeze-
nie co$ ogladowego, wszystko musiato zaleze¢ od tego, by tadcuch dowodu nic zawieral fuk. Gdy
za$ staratem sig jak najscislej spetnic to zadanie, natrafitem na przeszkodg w postaci niedostatkéw
jezyka, ktdra przeciez przy wszystkich wylaniajacych si¢ ucigzliwosciach wiazacych sie z wyra-
Zeniami, tym mniej pozwalala osiagna¢ wymagana dla mego cclu doktadnos$é, im bardziej skom-
plikowane stosunki wchodzily w gre. Z tej wlasnie potrzeby wylonita si¢ myél [...] pisma pojeé.
Winna ona zatem przede wszystkim stuzy¢ jak najpewniejszemu sprawdzaniu wnioskowan
i wskazaniu wszelkich, mogacych sig niepostrzezenie wsliznaé przestanek, aby przy tym takze
one mogly zosta¢ sprawdzone az po swe Zrodta”.

" Ibidem, s. 48.
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jezykiem — w czgsci pierwsze] analizowane sg rézne filozoficzne poglady doty-
czace liczby 1 zdan arytmetyki, a dopiero w czesci drugiej proponowana jest
nowa definicja liczb naturalnych i pojecia liczby'.

Przedmiotem niniejszego artykulu jest przede wszystkim krytyczna czgsé
Grundlagen oraz te fragmenty innych prac Fregego, w ktorych sprzeciwit sig on
psychologizmowi, empiryzmowi, kantyzmowi i formalizmowi, jakie panowaly
w matematyce w jego czasach. W opozycji bowiem do tych programéw Frege
sformutowal pdzniej wiasna definicje liczby (i ogdlniej, wlasng filozofie mate-
matyki).

Poczawszy od § S Grundlagen, Frege przeprowadza krytyke pogladéw
dotyczacych podstawowych pytan arytmetyki, a prezentowanych przez mate-
matykdw i filozoféw. Ta krytyka obecna jest tez w innych pracach Fregego,
jednak najdoktadniej przeprowadzona jest wlasnie w Grundlagen, gdzie wyzna-
cza strukture calej pracy. Jest ona w duzej mierze przygotowaniem do przed-
stawienia jego wlasnej koncepcji. Wykazujac, ze alternatywne ujgcia sa nie do
utrzymania, Frege, jeszcze zanim przystapi do przedstawienia wlasnej teorii,
moze wykazad, Ze jest ona nie tylko mozliwa, lecz takze konieczna. W partiach
krytycznych Grundlagen przewijaja si¢ pozytywne konkluzje, ktore wykorzysta
Frege jako kolejne kroki w procesie definiowania pojecia liczby. Mozna wigc
powiedzie¢, ze rozwazania w Grundlagen prowadzone sa dwutorowo: z jednej
strony Frege odpiera argumenty przeciwnikéw, a z drugiej strony formuluje
wiasna filozofig arytmetyki.

Sposdb, czy tez technika krytyki, jaka obiera Frege, jest wlasciwie ta sama,
co w innych jego pracach: bierze on fragmentaryczne uwagi swoich oponentow
catkowicie literalnic [doslownie], a nastepnie wyciaga z nich z calg Scistoscig

2 Jaki byt tego powdd? Sluga uwaza, catkicm zreszty stusznie, ze powaod jest prosty i oczy-
wisty: ,Powody odejécia od oryginalnego planu nie sg trudne do zrozumienija. Kiedy Frege zaczat
mysle¢ o logicznej analizie arytmetyki, zdal sobie sprawe z coraz powszechniejszego braku zgody
pomigdzy matematykami odnoénie znaczenia elementarnych terminéw ich nauki”. H. Sluga:
Gottlob Frege. London 1980, s. 96. Taka intuicjg, czy raczej motywacje do lakiego wiasnie spo-
sobu poprowadzenia badaf, potwierdza Frege w szkicu, w ktérym podsumowuie pod koniec
zycia wlasne poglady, piszac, Zze niemal kazdy termin arytmetyki budzif watpliwosci, a samej
arytmetyki nie mozna bylo uzna¢ za naukg, dopoki nie sformuiuje si¢ odpowiedzi na zasadnicze
pytania — ,,czy arytmetyka zajmuje si¢ widzialnymi ksztaltami, czy tez sa one dla nigj jedynie
znakami czego$ innego: pomocniczym narzedziem w pracy badawczej, a nie jej przedmiotem?
Czy znaki te oznaczaja liczby, a jezeli nie, to co?” {G. Frege: Pisma semantyczne, op.cit., s. 139).
Frege nie mogl odsuna¢ odpowiedzi na te pytania na pdZniej, mialy one bowiem zasadnicze
znaczenie dla mozliwosei sformulowania wlasnej koncepcji.
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whnioski, doprowadzajac krytykowane poglady do absurdalnych konsekwencji.
Wykazuje tez ukryte przestanki, ktére czesto okazuja sig réwnie absurdalne, co
ich nastgpstwa. Braki krytykowanych koncepcji pokazuje Frege rowniez po-
przez proby zastosowania ich wobec konkretnych przyktadéw. Ta metoda oka-
zuje sig¢ catkiem skuteczna, cho¢ w wielu miejscach ocena Fregego jest gleboko
niesprawiedliwa.

Psychologizm

Jednym z powodoéw, jakie sklonily Fregego do poczynienia nowych usta-
lenn dotyczacych pojecia liczby, byt, wspomniany juz wyzej, panujacy wéwcezas
w logice i filozofii, psychologizm'. Zdaniem Fregego, psychologiczne rozwa-
zania nad wewngtrznymi obrazami, przedstawieniami i procesami psychiczny-
mi nie wnoszg nic do matematycznych dowoddéw i definicji. Co wigcej, ich
nieokreslono$¢ i chwiejnos$é stoja w sprzecznoscei z okreslonoéeig i trwatoscia
pojec 1 przedmiotéw matematycznych,

Skoro badania nad pojgciem liczby sg wspélne matematyce i filozofli, to
powinny one ze soba wspdlpracowac, a jednak nie ma pomigdzy nimi porozu-
mienia. Wprowadzenie psychologicznych uzasadnien do matematyki prowadzi
do subiektywizmu i powoduje pomieszanie definicji z opisem tego, w jaki spo-
s6b dochodzimy do jakiegos pojecia lub przedmiotu. Psychologizm w filozofii
matematyki okazuje si¢ nie tylko zbedny, lecz takze szkodliwy.

W Begriffsschrift oraz w Grundlagen Frege zajmowat si¢ przede wszyst-
kim zawartoscia (trescig) zdan, a nie sposobem, w jaki podmiot do nich docho-
dzi. W pézniejszych pismach Frege zwrdci sig rowniez w strone tego drugiego
problemu. Bedzie utrzymywal, ze podmiot chwyta (ujmuje) sens zdania. Jednak
niewatpliwie to pojgcie tresci jest tu punktem wyjscia. Jednym z wazniejszych
rozroznien, jakie Frege wprowadzil juz w Ideografii, a rozszerzyl w Podsta-
wach arytmetyki, jest oddzielenie sposobu, w jaki dochodzimy do jakiej$ praw-
dy od sposobu, w jaki ja uzasadniamy. Frege krytykuje w tym miejscu nie tylko
psychologizm, ale tez historyzm i, ogélniej, genetyzm. WyrazZnie zaznacza, 7e

1 Tesli chodzi o matematykow, to zwalczanie tego rodzaju uje¢ w zasadzie nie jest po-

trzebne; pontewaz jednak cheg takze dla filozofow, o ile to mozliwe, ostatecznie rozstrzygnaé
rozwazane tu kwestie sporne, zmuszony jestem zajaé si¢ takze psychologia, chocby tylko pe to,
by odrzuci¢ jej wtargnigcie do matematyki”. G. Frege: Podstawy aryimetyki, op.cit., s. 91.
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w badaniach, jakie podejmuje, niewazna jest historia poje¢, sposob, w jaki
podmiot je sobie u§wiadamia:
Wydaje sie, Ze sposob, w jaki liczba w nas powstaje, moze informo-
waé o jej istocie. Chodziloby tu zatem ¢ dociekania psychologiczne.
[...] Taki opis procesoéw wewngetrznych poprzedzajacych wydanie sadu
dotyczacego liczby nie moze nigdy, choéby byt trafny, zastapi¢ wia-
Sctwego okreslenia pojecia. Nie bedzie tez nigdy mogt by¢ dotaczony
do dowodu zdania arytmetycznego; nie informuje nas o zadnej wias-
nosci liczb™,

Historyczna metoda badan ma, wedlug Fregego, wiele ograniczefi. Meto-
da, jaka proponuje Frege, polega na badaniu tego, co niezmienne, ogdlne, tego,
co jest istotg rzeczy i jest niezalezne od podmiotu.

M. Dummett zwraca uwage na pewien zarzut, ktory wysuwany jest prze-
ciwko Fregemu, mianowicie taki, ze zajmuje si¢ on finalnym produktem mate-
matyki, a nie procesem jego konstruowania. Zarzut taki wydaje si¢ zupehie
nietrafiony, gdyz Frege w ogdle nie zamierzal bada¢ warunkéw powstawania
pojeé czy twierdzen matematycznych, ale szukat podstaw, na mocy ktérych
uznawane sg jej ogélne prawa. Co wigcej, pytania, na ktére szukat odpowiedzi,
dotycza wynikéw matematyki, a proces dochodzenia do nich nie moze unie-
wazni¢ Fregowskich rozstrzygnie¢. W § 17 Grundlagen Frege cytuje Leibniza:
»hie chodzi tu o historig naszych odkry¢, ktéra jest rdzna u réznych ludzi, lecz
o zwiazek i naturalny porzadek prawd, ktéry jest zawsze ten sam”™. To podsu-
mowuje punkt widzenia Fregego.

Krytyka psychologizmu pojawia sie w kilku réznych miejscach w filozofii
Fregego. Rdznie tez jest uymowany psychologizm. Mozna poda¢ co najmniej
cztery odmienne sposoby, w jaki jest on rozumiany'. Po pierwsze, psychologi-
zmem bedzie uzywanie bytow myslowych (mentalnych) w miejsce bytow abs-
trakcyjnych. Po drugie, bedzie nim tez przedkladanie opiséw genezy poje¢ ma-
tematycznych i logicznych nad definicje tych pojeé (por. wyzej). Po trzecie,
psychologizmem bedzie takze traktowanie logiki jako nauki o ludzkim mysle-
niu, czyli préby zastgpienia logiki psychologia. Czwarte mozliwe rozumienie
psychologizmu zwiazane jest blisko z trzecim, a dotyczy redukowania prawdy

¥ Ibidem, s. 120.

® Czyni tak np. M. Resnik w pracy pt. Frege and the Philosophy of Mathematics. Tthaca
1980.
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do powszechnego uznawania za prawdziwe. Analogicznie do tych sformulo-
wan, argumenty Fregego przeciwko psychologizmowi mozna podzieli¢ na
zwigzane, po pierwsze, z przedmiotem badan, po drugie, z charakterem praw
naukowych i1 metoda badawcza, a po trzecie — z obiektywistyczna koncepcja
prawdy'®,

Pierwszy argument Fregego przeciwko psychologizmowi opiera si¢ na od-
roznieniu przedstawien od przedmiotéw. Psychologizm w matematyce i logice
bylby uprawniony jedynie wtedy, gdyby przedmiotem tych dwoch nauk byly
jedynie przedstawienia, czyli to, co nalezy do wewnetrznego $wiata podmiotu
poznajacego. A zatem nalezaloby uznaé liczby jedynie za przedstawienia. Za-
sadnicze niebezpieczenstwo takiego subiektywizmu polega na tym, ze kazdy
podmiot ma swoje wlasne przedstawienie, co w konsekwencji doprowadzitoby
do tego, ze istniatoby na $wiecie tyle liczb dwa, ile podmiotdéw oraz mozliwe
bylyby ukryte badz nieuswiadomione dwdjki. Frege nie zgadza si¢ na podsta-
wianie bytéw mentalnych w miejsce abstrakcyjnych. Jego argumentacja, ze
liczba nie jest ani wewnetrznym przedstawieniem, ani tez nie redukuje si¢ do
wrazen zmystowych, przedstawiona jest w §§ 26-27 Grundiagen. Frege przed-
stawia tam swoje rozumienie zasadniczego w dyskusji z psychologistami termi-
nu ,,przedstawienie’™

Przedstawienie w sensie psychologicznym jest tym, do czego odnosza
sig psychologiczne prawa asocjacji; jest to co§ obrazowego, zmysto-

'® Podobnie argumentacj¢ Fregego dzieli E. Pietruska: , Argumentacja ta koncentruje sie
wokdt nastgpujacych watkéw tematyczaych, umozliwiajacych ukazanie przeciwienstwa pomig-
dzy logika i matematyka z jednej a psychologia i innymi naukami empirycznymi z drugiej strany:
charakter praw naukowych, metoda badawcza, przedmiot badan i1 wreszcie zagadnienie prawdy”.
E. Pietruska: Antypsychologizm Fregego i Poppera, [w:} Dziedzictwo logicznego empiryzmu,
red. M. Czarnocka, Warszawa 1995, Krytyke réznych odmian psychologizmu zawart Frege
w recenzji Philosophie der Arithmetik Husserla, w Grundgesetze 1 w Grundiagen, ale jego pro-
gramowy antypsychologizm mozna odnalezé w wielu artykutach i szkicach (np. Myl — studium
logiczne, Logik). We wstepie do Grundlagen Frege zajmuje si¢ przede wszystkim drugim i trze-
cim ujgciem psychologizmu. Natomiast krytyka pierwszego ujecia znajduje si¢ w dalszych par-
tiach tekstu, We wstepie do pierwszego tomu Grundgesetze oraz w dwoch szkicach zatytutowa-
nych Logik (1879-1891 oraz 1897), krytykuje Frege redukowanic prawdy do uznawania za praw-
dziwod¢ oraz identyfikowanie praw logiki z ogélnymi zasadami opisujacymi procesy ludzkiego
myélenia. Odcigceie sig Fregego od psychologizmu widoczne jest tez w sformulowaniu, na zakofi-
czenie Wstepu do Grundlagen, pierwszej z trzech zasad metodologicznych, ktérymi kieruje sig
Frege. Nakazuje ona odrézniac to, co psychologiczne od tego, co logiczne, to, co subiektywne od
tego, co obiektywne. W mysl tej zasady, Frege odrdéznia przedstawienia (rozumiane w sensie
psychologicznym) od pojec i przedmiotéw. Jest to wige zapowiedZ jego programowego (bo ujgte-
go w formie zasady obowiazujacej w badaniach) antypsychologizmu.
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wego. Przedstawienia w sensie obiektywnym naleza do logiki i sa ze
swej istoty niezmystowe, jakkolwiek stowo oznaczajace przedstawie-
nie obiektywne czgsto niesie ze soba takze przedstawienie subiektyw-
ne, ktore jednak nie jest jego znaczeniem. Przedstawienie subiektywne
czesto jest oczywiscie rézne u réznych ludzi, obiektywne natomiast
takie samo u wszystkich. Przedstawienia obiektywne mozna podzieli¢
na przedmioty i pojecia. By uniknaé pomieszania, bed¢ uzywat stowa
przedstawienie” tylko w sensie subiektywnym. [...] Poczynione tu
rozroznienie jest réwnie zasadne, jak rozroznienie pomiedzy psycho-
logia a logika. Czyz tych dwoch nie mozna by bylo zawsze §cisle od-
rézniaét!’

Liczby dla Fregego sg przedmiotami, a zatem przedstawieniami obiektyw-
nymi. Jednak to, co obiektywne odréznia Frege rowniez od tego, co namacalne,
przestrzenne, rzeczywiste. A zatem liczby Fregowskie nie sg oczywiscie
przedmiotami empirycznymi.

Przy trzecim z wymienionych uje¢ psychologizmu, w punkcie wyjscia,
Frege odnosi si¢ krytycznie do ogdlnego rozumienia logiki jako nauki o warun-
kach poprawnego myslenia. Psychologisci utrzymuja, ze skoro myslenie jest
czynnoscig psychiczna, to logika jest czescia psychologii lub przynajmniej si¢
na niej opiera. Frege jest gotéw zgodzic si¢ z ta formuly tylko w tym sensie, ze
prawa logiki sa wskazéwkami, jak nalezy myslec, aby osiagna¢ prawde. Pro-
blem pojawia si¢ tu w zwiazku z podwdjnym sensem, w jakim moze by¢ rozu-
miane stowo ,,prawo”. Z jednej strony moéwi ono, co jest (zwykia wypowiedz
oznajmujaca), a z drugiej opisuje, jak by¢ powinno (wypowiedz w formie naka-
zu). Prawa logiki moga by¢ uznane za prawa myslenia jedynie w tym sensie, ze
ustalajg one, jak nalezy myslec. Pojawia si¢ tu wiec koncepcja logiki jako nauki
normatywnej. Jednak wyrazenie ,,prawa myslenia” moze prowadzi¢ do ziudne-
go pogladu, jakoby te prawa kierowaly mysieniem w takim sensie, jak prawa
przyrody kieruja procesami $wiata zewnetrznego. W takim przypadku prawa
logiki musiatyby by¢ prawami psychologii empirycznej, gdyz opisywalyby
procesy myslenia, czyli zjawiska psychiczne. Przedmiotem logiki nie s jednak
czynnosci myslenia, prawa, jakim ono podlega, przekonania prawdziwe czy tez
falszywe przesady. Frege odrdznia wyjasnianie zjawisk psychologicznych,
prowadzacych do jakiegos sadu od dowodu (uzasadnienia) tego sadu. Zadaniem
logiki jest wykrywanie praw prawdziwosci, z ktérych ,,wyplywaja nastepnie

7 (. Frege: Podstawy arytmetyki, op.cit., s. 123.
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przepisy dotyczace przekonan, myslenia, sadzenia, wnioskowania”'®. Praw lo-
giki nie mozna uzasadni¢ na podstawie dociekan psychologicznych, gdyz prawa
obu tych nauk maja rézny charakter i odmienny status. Zasadnicza réznica mig-
dzy nimi polega na tym, ze prawa logiki sa niezmienne oraz nieograniczone
w czasie 1 przestrzeni, natomiast prawa psychologii opisujg procesy, ktorych
waznos$é ograniczona jest do okreslonego $wiata (tutaj: do $wiata ludzkich do-
$wiadezen). Pewnos$¢é praw psychologii oparta jest jedynie na do$wiadczeniu
empirycznym. Nie mozna tego odnie$é do praw logiki i matematyki, ktore sa
uniwersalne. Frege ujat to przeswiadczenie w jedenastej tezie o logice:

2 razy 2 jest 47 pozostanie prawda, nawet gdyby wskutek jakiejs

darwinowskiej ewolucji wszyscy zaczeli twierdzic¢, ze 2 razy 2 jest 5.

Kazda prawda jest wieczna i niezalezna od tego, czy si¢ ja mysli, i ja-

ka jest konstytucja psychiczna myélacego'®.

Rozstrzygajace dla ujmowania logiki jako zaleznej badZ niezaleznej od
psychologii jest zatem sposéb traktowania praw logiki oraz, co sig z tym wigze,
rozumienie stowa ,,prawda”. Blad psychologizmu popelniaja ci, ktérzy myla
uznawanie lub odrzucanie z uzasadnianiem sadu. Logicy psychologiczni myla
si¢ takze sprowadzajac prawde do uznawania za prawdziwe. Drugi Fregowski
argument opiera si¢ na zatozeniu o niezaleznosei prawdy od ludzkiego sadzenia.
Krytykujac stanowisko psychologistéw, reprezentowane w Logik B. Erdmanna,
Frege pisze:

Bycie prawda jest czym$ réznym od bycia uznawanym za prawdg
przez jednego, wielu lub wszystkich i w zaden sposéb nie moze byé
do tego sprowadzone. Nie ma zadnej sprzecznosci w tym, ze praw-
dziwe jest co$, co wszyscy uznajg za falszywe. Przez prawa logiczne
rozumiem nie prawa uznawania za prawdziwe, lecz prawa prawdzi-
wosci. [...] Jesli wige bycie prawdziwym jest niezalezne od bycia uj-
mowanym przez Kogokolwiek, to rowniez prawa prawdziwosci nie sg
psychologicznymi prawami, lecz kamieniami granicznymi, utwier-
dzonymi na wiecznej podstawie, ktére nasze my$lenie moze wpraw-
dzie objaé, ale nie moze poruszyé. A poniewaz sa takie, to sa dla na-
szego mys$lenia rozstrzygajace, jesli chee sie osiagnaé prawde. Nie
znajduja sie one w stosunku do myslenia tak, jak prawa gramatyczne

'8 G. Frege: Mysl — studium logiczne, [w:} Pisma semantyczne, op.cit., s. 101.
¥ G. Frege: Kilka tez o logice, [w:] Pisma semantvezne, op.cit., s. 133.
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w stosunku do jezyka, a zatem nie wyrazajg istoty naszego ludzkiego
myslenia oraz nie zamieniaja si¢ z nim*.

Dla Fregego prawda jest czym$ obiektywnym, niezaleznym od poszcze-
gblnych podmiotow poznajacych. Ujmujac to jeszeze ogdlniej — uznaje on ob-
szar tego, co obiektywne, nie-rzeczywiste, podczas gdy logicy psychologiczni
to, co nie-rzeczywiste redukuja do tego, co subiektywne. Obiektywizm logiki
jest tu przeciwstawiony subiektywizmowi psychologii.

Uznanie liczby za cos obiektywnego, a zatem odrzucenie mozliwosci, ze
podstawg liczby moze by¢ coé subiektywnego, jest argumentem przeciwko pro-
bie ugruntowania logiki na bazie psychologii. Frege prébuje wiec szukaé innej
podstawy dla zdan arytmetycznych, opierajac si¢ na kantowskim odroznieniu
zdan analitycznych i syntetycznych z jednej strony, oraz na a priori i a poste-
riori z drugiej:

§ 12. Gdy zostanie do tego dolaczone przeciwienstwo pomiedzy sa-
dami syntetycznymi i analitycznymi, otrzymamy wodwczas cztery
kombinacje, z ktorych jedna, mianowicie analityczne a posteriori, nie
wchodzi w rachube. Jesli wraz z Millem opowiemy sie po stronie te-
g0, co a posteriori, to nie mamy zadnego wyboru i pozostaja nam do

rozwazenia tylko nastgpujace mozliwosci: syntetyczne a priori oraz
analityczne. Za pierwsza z nich opowiedziat sig Kant’'.

Sprzeciw wobec Kanta

We Wstepie do Podstaw arytmetyki Frege przedstawil nowe, wlasne rozu-
mienie analitycznosci. Problem analitycznosci pojawia sig¢ tu w zwiazku z pyta-
niem o charakter prawd matematyki. Wprawdzie Frege deklaruje, ze nie zamie-
rza zmienial zastanych rozrézunien na « priori 1 a posteriori oraz syntetyczne
i analityczne, jednak jego definicja analitycznodci jest zupelnie nowa i zrywa
z tradycyjnym (tzn, kantowskim) rozumieniem. U Kanta rozréznienie pomigdzy
tym, co analityczne i tym, co syntetyczne dotyczy tresci sadu. Dla Fregego
rozroznienie to opiera si¢ na uprawnieniu do wydania sadu (Berichtigung zur
Urteilsfillung).

% G. Frege: Grundgesetze der Arithmetik. Begriffsschriftlich abgeleitet. Bd. 1. Jena 1893,
s. XV-XVIL

' G. Frege: Podstawy arytmetyki, op.cit., s. 107.
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Zasygnalizowane wczesniej zadanie niepodwazalnosci dowoddéw mate-
matycznych pozwala Fregemu na wykazanie zalezno$ci pomigdzy poszczegol-
nymi twierdzenjami. Daje mu to z jednej strony mozliwos¢ wskazania i dotarcia
do prawd i poje¢ pierwotnych matematyki, a z drugiej pozwala na sformutowa-
nie nowego pojecia analitycznosci.

Po raz pierwszy podzial prawd na te, ktére dowodzi sig czysto logicznie
i te, ktérych dowdd opiera si¢ na faktach doswiadczalnych, przedstawit Frege
w Przedmowie do Ideografii. Ta pierwsza klasyfikacja nie jest jeszcze tak pre-
cyzyjna, jak ta przedstawiona w Podstawach arytmetyki. Jednak juz to intuicyj-
ne sformutowanie prawdy, ktérej dowéd jest czysto logiczny i ,,opiera si¢ wy-
facznie na zasadach, na ktérych polega wszelkie poznanie”, zrywa z tradycyj-
nym ujeciem prawdy analitycznej. Pierwsza wazna zmiana, to odroznienie spo-
sobu, w jaki dochodzimy do pewnego zdania od sposobu, w jaki je uzasadnia-
my. To odrdznienie stanie si¢ podstawa definicji wylozonej w Podstawach
arytmetyki. Druga zmiana to zerwanie z traktowaniem pojgcia jako sumy cech.

W Podstawach arytmetyki Frege podat nastepujaca definicje prawdy ana-
litycznej:

Gdy w podanym przeze mnie sensie okresla si¢ jakie$ zdanie jako
analityczne ¢zy a posteriori, nie osadza si¢ przy tym psychologicz-
nych, fizjologicznych czy fizykalnych warunkéw umozliwiajacych
utworzenie jego tredci, nie osadza sig tez, jak ktod inny, w sposob by¢
moze bledny, doszed! do tego, by uznaé je za prawdziwe, osadza si¢
jedynie to, na czym ostatecznie polega uzasadnienie uznania go za
prawde. [...] Wszystko sprowadza sie¢ do tego, by zalezé dowéd i prze-
$ledzi¢ go az do prawd pierwotnych. Jesli na tej drodze natrafia sig je-
dynie na ogolne prawa logiczne 1 definicje, to ma sie do czynienia
z prawda analityczng — zakladajac przy tym, ze w rachube wchodza
takze zdania, od ktérych zalezy dopuszczalnosé definici®.

Postugujac sie wspdlezesna terminologia metodologiczng, mozna powie-
dzie¢, ze stwierdzenie analitycznos$ci dotyczy nie kontekstu odkrycia, lecz kon-
tekstu uzasadnienia. (Sam Frege odrézniat pytanie o to, jak uzyskujemy tresé
sadu od pytania o uzasadnienie naszego twierdzenia. Mozna wigc stwierdzi€, ze
odréznienie to odpowiada odrdznieniu kontekstu odkrycia od kontekstu uzasad-
nienia.)

2 Ibidem, s. 96.
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Pytanie o aprioryczny badZ aposterioryczny, analityczny badz syntetyczny
charakter sadéw matematycznych to filozoficzna pobudka, ktéra sklonita Fre-
gego do badan nad pojeciem liczby. Mimo ze pytania te naleza do filozofii, to,
zdaniem Fregego, ich rozstrzygnigcie nie moze dokonaé si¢ bez matematyki.
Jednak Frege nie musial wykazywaé analitycznego charakteru kazdego, poje-
dynczego zdania arytmetycznego. Wystarczylo wykazaé, ze analityczny cha-
rakter posiadaja podstawowe twierdzenia (gdyz to wlasnie one sg wlasciwym
adresatem pytania o nature). Cala reszta wynika z nich. Z czego jednak wynika
analityczno$¢ tych pierwotnych zdan? Po pierwsze — z mozliwosci wyprowa-
dzenia ich z logiki. To rozumienie analitycznosci zwiazane jest z redukcjoni-
zmem w postaci logicyzmu. Jednak jest to jedynie przerzucenie problemu ana-
litycznosci z arytmetyki na grunt logiki, gdyz teraz mozna zadaé pytanie, z cze-
go wynika analityczno$é praw logiki. Ale Frege nie moze okresli¢ praw logicz-
nych jako analitycznych, poniewaz wedtug jego definicji prawda analityczna to
taka, ktora jest wyprowadzalna jedynie z praw logicznych i definicji, a zatem
pojecie analityczno$ci zaktada pojecie prawa logicznego. Po drugie, analitycz-
nos¢ praw arytmetyki moze oznaczal uniwersalnos¢, rozumiana jako po-
wszechne obowiazywanie i powszechng spetnialno$é. Wynika to z tego, ze
twierdzenia te odnosza sie do wszelkich mozliwych przedmiotéw poznania.
Tym wiasnie argumentem postuguje si¢ Frege, aby wyjasni¢ charakter praw
logiki. Po trzecie, analitycznos¢ moze byé réwniez rozumiana w sensie kantow-
skim.

Frege, w §§ 87-91 Grundlagen, krytykuje kantowska definicj¢ analitycz-
nosci gtownie ze wzgledu na ograniczenia jej stosowalnosci. Kantowski podzial
sadow na analityczne i syntetyczne nie jest wyczerpujacy, bowiem dotyczy
Jjedynie sadéw uniwersalnych oznajmujacych. Jedynie w ich przypadku mozna
mowi¢ o pojeciu podmiotu i wskazywaé, ze pojecie predykatu jest w nim za-
warte. Jednak procedura taka nie jest mozliwa w przypadku, gdy podmiot jest
pojedynczym przedmiotem lub gdy sad jest egzystencjalny™. A zatem definicji

2 1. Kant: Krytyka czystego rozumu. Warszawa 1986, fragm. A6-A7: ,We wszystkich sa-
dach, w ktérych pomyslany jest stosunek podmiotu do orzeczenia (uwzgledniajac tylko sady
twierdzace, bo potem latwo to zastosowac do saddw przeczacych), stosunek ten jest mozliwy
w sposéb dwojaki. Albo orzeczenie B nalezy do podmiotu A jako cos, co jest (w sposob ukryty)
zawarte w pojeciu A, albo B lezy catkiem poza pojgciem A, choé pozostaje w nim w zwigzku.
W pierwszym przypadku nazywam sad analitycznym, w drugim za$ syntetycznym. {Twicrdzace)
sady analityczne sg wige sadami, w ktorych powigzanie orzeczenia z podimiotem jest pomyslane
przez utoZsamienie, sady natomiast, w ktorych to powigzanie pomyslane jest bez utozsamienia,
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Kanta mozna uzy¢ jedynie w odniesieniu do zdan typu ,,A jest B”. Nie nadaje
si¢ ona jednak do innych postaci sadéw. Frege musiat zatem nie tylko podaé
nowa definicj¢ analitycznodel, lecz takze ogdlng forme sadu, wobec ktérej jego
definicja bedzie miata zastosowanie.

Duzo powazniejszy zarzut wysunal Frege wobec stwierdzenia, ze sady
analityczne nie wnosza nic nowego do wiedzy. Propozycja Kanta doprowadzita
do powszechnego niedoceniania saddéw analitycznych. Ogélnosé i mozliwosé
wprowadzenia tresci jako wniosku w sadach analitycznych we Fregowskim
rozumieniu, pociaga za soba ich powszechng waznos¢ 1 stosowalnosé. A to
otwiera droge do mozliwosei ich nieograniczonego wykorzystywania.

Czy Fregemu chodzito wigc tylko o rozszerzenie i uzupelnienie kantow-
skiej definicji, jak sugerowal to we wstgpie i koficowych paragrafach Grundla-
gen? Wydaje sig, ze nie, chocby z tego powodu, Ze definicje Fregego nie dajg
sie uzgodni¢ z kantowskimi, tzn. nie maja wspdlnych podstaw i tych pierw-
szych nie mozna zinterpretowac jako uogolnien tych drugich. Fregowskie defi-
nicje odwolujg si¢ przede wszystkim do innych elementéw, tj. do dowoddw,
praw ogdlnych, a co za tym idzie, do uniwersalno$ci przedmiotéw, ktorych
dotycza, oraz definicji, podczas gdy kantowskie — do naleZenia orzecznika do
podmiotu. Podobnie sprawa wyglada w przypadku podziatu na sady apriorycz-
ne 1 aposterioryczne. Wprawdzie w definicjach Fregowskich istnieje odwolanie
do tradycyjnej idei niezaleznosci badz zaleznosci od doswiadczenia, to jednak
glowny akcent polozony jest na ogolnosé praw lezacych u podstaw sadéw
apriorycznych.

Rozstrzygnigeie o charakterze danego zdania polega, wedlug Fregego, na
przesledzeniu kolejnych krokéw dowodu i sprawdzeniu, czy istnieja ogélne
prawa, na ktorych opiera sig dowdd. Kazdy wiersz dowodu moze by¢ albo
0gblng prawda logiczna, albo prawda jakiej$ nauki szczegdlowej. Ogdlne praw-
dy logiczne to te, ktére maja walor powszechnej stosowalnosci, a wige te, kto-
rych dziedzina jest nieograniczona. Jesli rozpatrywane wnioskowanie sklada sig
jedynie z prawd pierwszego typu, to zdanie, ktorego dowod dotyczy, jest anali-

nazywal sig winny syntetycznymi. Pierwsze mozna nazwaé sadami wyjasniajacymi, drugie zas
sadami rozszerzajacymi [naszg wiedzg], tamte bowiem ni¢ dorzucaja swym orzeczeniem nic do
pojecia podmiotu, lecz jedynie przez rozbidr rozbijaja je na pojgcia sktadowe, ktére juz byty
w nim, choé¢ metnie, pomyélane. Te natomiast dodaja do pojecia, bedacego padmiotem, orzecze-
nie, ktore nie byto w nim weale pomyslane i nie moglo by¢ [z niego] wyprowadzone przez jego
rozbidt”.
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tyczne w sensie Fregowskim. Jesli za$ we wnioskowaniu znajduje sie choé jed-
na prawda drugiego typu, to zdanie wyjsciowe ma charakter syntetyczny.
W przypadku drugiego podziatu (tj. podziatu na a priori i a posteriori), kroki
dowodowe moga byé albo prawdami ogélnymi, ,ktdre same ani nie sq do-
wodliwe, ani tez nie poirzebuja dowodu”, albo sa niedowodliwymi prawdami
szczegdlowymi, zawierajacymi ,wypowiedzi o okreslonych przedmiotach”
(Frege nazywa je faktami). W przypadku, gdy dowdd danego zdania przepro-
wadzony jest w oparciu jedynie o prawdy pierwszego typu, to zdanie wyjsciowe
ma charakter aprioryczny. W przypadku, gdy we wnioskowaniu znajduje sig
cho¢ jedno odwolanie do faktéw, to zdanie ma charakter aposterioryczny.

W tym samym miegjscu Frege krytykuje rowniez kantowska koncepcje po-
jecia, ktora jest jego zdaniem mato owocna. Kant rozumial pojecie jako okres-
lone przez przyporzadkowane cechy charakterystyczne. Taka koncepcja byla
podstawg definicji analitycznosci, gdzie pojecie orzecznika bylo zawarte w po-
jeciu podmiotu. Jatowosc tego typu definicji jest, zdaniem Fregego, szczegdinie
widoczna w matematyce. Wedlug Fregego w definicjach matematycznych nie
ma szeregu przyporzadkowanych cech charakterystycznych, lecz wewngtrzne
polaczenie pomiedzy skiadnikami definicji. Rdznice pomiedzy wiasnym a kan-
towskim rozumieniem poje¢cia przedstawil Frege za pomoca obrazu geome-
trycznego:

Jezeli przedstawic pojecia {czy ich zakresy) jako obszary plaszczyzny,
to pojeciu zdefiniowanemu za pomoca przyporzadkowanych cech
charakterystycznych odpowiada obszar, ktéry jest wspdlna czescia ob-
szaréw odpowiadajacych przyporzadkowanym cechom charaktery-
stycznym. Granica tego obszaru bedzie skiadata si¢ z kawaltkow gra-
nic obszardéw danych. Przy definicji takiej chodzi wige o to — méwiac
obrazowo — aby dane juz linie wykorzysta¢ w nowy sposéb do ograni-
czenia pewnego obszaru. Nie pojawia si¢ jednak przy tym nic nowe-
go. Bardziej owocne definicje pojeé wytyczajg granice, ktdre dotad
nie byly jeszcze dane. Nie widaé z gdry co da sig z nich wywniosko-
wac; nie wyciaga si¢ przy tym ze skrzyni czego$, co juz wezesniej tam
si¢ wlozylo. Wnioski takie poszerzajq nasza wiedzg i powinno sie je,
za Kantem, uwazaé za syntetyczne. Moga one by¢ jednakze udowod-
nione w sposdb czysto logiczny, sq wiec analityczne. W rzeczywisto-
§ci sg one zawarte w definicjach, ale tak, jak rosliny w nasionach,
a nie jak belki w budynku. Czesto potrzeba kilku definicji do dowodu
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jakiego$§ twierdzenia, ktore nie jest zawarte w zadnej pojedyncze]
i wynika w sposob czysto logiczny z nich wszystkich razem?,

W przytoczonym fragmencie widaé, ze Fregowska definicja analitycznosci
i lezaca u jej podstaw koncepcja pojecia rozni si¢ od tej, ktora postugiwat sie
Kant,

Charakter praw arytmetyki

Grundlagen zawieraja dwa gldwne postulaty dotyczace praw arytmetyki:
po pierwsze, ze s3 one analityczne, a po drugie, Ze daja si¢ wyrazi¢ w terminach
czysto logicznych. Mozna postawié pytanie, czy stwierdzenia te sg niezalezne,
czy tez jedno z nich pocigga za soba drugie lub, co jest réwniez mozliwe, czy
jedno wuzasadnia drugie. Rozstrzygnigcie tego zagadnienia zalezy przede
wszystkim od pojecia analitycznosci, jakie jest zalozone w tak sformulowanym
problemie. Przy Fregowskim rozumieniu catkiem naturalne jest przyjecie, ze
druga z wymienionych tez moze by¢ uzasadnieniem pierwszej. Jednak nie jest
to jedyny argument na rzecz analityczno$ci arytmetyki, jakim postuguje sie
Frege. Gléwny cigzar argumentacji Fregego opiera si¢ na uniwersalno$ci zasto-
sowania praw arytmetyki. Odnosza si¢ one do wszelkich mozliwych do pomy-
slenia przedmiotdw, czyli dziedzina, wobec ktérej maja zastosowanie, jest nie-
ograniczona. Explicite sformutowatl Frege ten argument w referacie przedsta-
wionym na posiedzeniu Jenajskiego Towarzystwa Medycyny i Nauk Przyrodni-
czych (1885). Powoluje si¢ tu on na argument o uniwersalnosci zastosowania
praw arytmetyki, aby uzasadni¢ twierdzenie, ze sa one wyprowadzalne czysto
logicznie z definicji. Skoro policzyé mozna wszystko, co jest przedmiotem my-
$lenia, to podstawowe prawa, na ktérych opiera si¢ arytmetyka, musza takze
obejmowaé wszystko, co mozna pomysleé. A takie ogdine prawa zalicza sig,
zdaniem Fregego, do logiki.

Pod nazwa ,.teoria formalna” chee rozwazyé tn dwie koncepcje, z kté-
rych z pierwsza zgadzam sig, a druga postaram sig odrzuci¢ [obali¢].

Pierwsza méwi, ze wszelkie zdania arytmetyczne moga by¢ wypro-
wadzone w sposéb czysto logiczny jedynie z definicji, a wobec tego

G, Frege: Podstawy arytmetyki, [w:] Filozofia matematyki. Antologia tekstow asycz-
nych, wybor, opracowanie i komentarze R, Murawski. Poznafi 1994, s. 199.
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musza by¢ w ten sposéb wyprowadzane. {...] Z wszystkich powodow,
jakie uzasadniajg t¢ koncepcje, chee tu przywolac tylko jeden, ktéry
opiera si¢ rozleglym zastosowaniu teorii arytmetycznej. Istotnie, moz-
na policzy¢ prawie wszystko, co moze by¢ przedmiotem my$lenia: fo,
co idealne jak i to, co realne, pojecia jak i rzeczy, to, co czasowe jak
i to, co przestrzenne, wydarzenia jak i ciala, metody jak i twierdzenia;
réwniez same liczby mozna ponownie policzyé. [...] Nalezy stad wy-
wnioskowaé, ze podstawowe prawa, na ktoérych opiera si¢ arytmetyka,
nie mogg odnosi¢ sie do waskiej dziedziny, ktérej wlasnosé wyrazaja
tak, jak aksjomaty geometrii wyrazaja wlasciwo$¢ tego, co prze-
strzenne. Kazde podstawowe prawo musi rozciagaé sie na wszystko,
co mozna pomysle¢; a takie ogdlne zdanie zalicza si¢ prawomocnie do
logiki®.

Jednak koncepcja zakladajaca, ze arytmetyka sklada si¢ z ogdlnych praw
logicznych wydaje sie staé w sprzecznodei z faktem, Ze pewne zdania arytmety-
ki sa zdaniami egzystencjalnymi (a wiec nie sa w swej formie ogolne). A zatem,
aby uzasadni¢ przekonanie, ze arytmetyka jest czescia logiki, Frege musi wyka-
zaé, ze wszelkie egzystencjalne (jednostkowe) zdania arytmetyki sa wyprowa-
dzalne z praw ogdlnych.

Czgsé pierwsza Grundlagen, tj. §§ 5-17, dotyczy natury zdan arytmetyki,
a argumentacja Fregego przebiega w dwdch etapach (§§ 5—11 dotycza do-
wodliwoséci formut liczbowych, a w §§ 12-17 Frege koncentruje si¢ na roz-
strzygnigciu pytania, czy prawa arytmetyki sa syntetyczne a priori czy anali-
tyczne). Frege odréznia formuly liczbowe (np. 2 +1 =3) od ogolnych praw
(np. a+ b =Db + a), ktére sa wazne dla wszelkich liczb. Zadanie, jakie stawia
sobie Frege na tym etapie pracy, to wykazanie, ze formuly liczbowe sa wypro-
wadzalne tylko z definicji poszezegdinych liczb przy uzyciu praw ogdlnych.
Frege musi wykazaé, ze aksjomaty arytmetyki sa prawdami analitycznymi, a co
za tym idzie, ze sg dowodliwe oraz ze samo pojecie liczby jest definiowalne (co
do tego réwniez nie ma zgody, gdyz pojecie liczby mozna uznaé za oczywiste
lub uznaé, ze definiowalne sg jedynie poszezegoine liczby, a nie ogdlne pojecie
liczby). Sa to niezbgdne etapy prowadzace do nadrze¢dnego celu, jakim
jest sformutowanie definicji liczby za pomoca symboli logicznych i praw
ogdlnych.

* Q. Frege: Uber formale Theorien der Arithmetik, [w:] Kleine Schriften, red. 1. Angelelli.
Darmstadt 1967, s. 103, ‘
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Frege rozpoczyna od pytania, czy formuly liczbowe sa dowodliwe. Odrzu-
ca poglad, jakoby formuty te nalezalo uzna¢ za niedowodliwe i oczywiste, tak
jak aksjomaty. Krytykuje Kanta, ktéry uznaje formuly liczbowe za niedowodli-
we i syntetyczne, choé jednak nie klasyfikuje ich jako aksjomatow, ze wzgledu
na to, ze nie sg ogdlne i jest ich nieskonczenie wiele. Przyjecie nieskoficzenie
wielu aksjomatéw jest sprzeczne z czyms, co okresla Frege mianem przejrzys-
tosci podstaw. Krytykujac Kanta, Frege zmierza jednoczesnie do odrzucenia
pogladu, gloszacego, ze prawa arytmetyki sa zdaniami syntetycznymi a priori.
Postuguje sig tutaj argumentem, przytaczanym w Grundlagen rdéwniez pozniej,
wykazujacym, ze dana teoria lub prawo nie obowiazuje dla duzych liczb lub nie
zachodzi dla 0 lub 1.

Argumentacja Kanta przebiega nastgpujaco:

Natomiast oczywiste twierdzenia o stosunkach migdzy liczbami sg
wprawdzie syntetyczne, ale nie sg ogdlne, jak twierdzenia geometrii,
i wlasnie dlatego nie mozna ich tez nazwaé aksjomatami, lecz tylko
formutami liczbowymi. Twierdzenie, ze 7 + 5 = 12, nie jest analitycz-
ne. Albowiem ani w przedstawieniu liczby 7, ani w przedstawieniu
liczby 5, ani w przedstawieniu ztozenia ich na nowa calo$é nie mysle
o liczbie 12 (nie mowi si¢ tu o tym, Zze mam ja pomyéle¢ w dodawaniu
obu liczb do siebie; albowiem w wypadku twierdzenia analitycznego
zachodzi jedynie pytanie, czy rzeczywiscie my$lg orzeczenie w przed-
stawieniu podmiotu). Choé¢ jednak jest ono syntetyczne, to przeciez
jest tylko twierdzeniem jednostkowym. [...] Tego rodzaju twierdzenia
nalezy wige nazywaé nie aksjomatami (gdyz bytoby ich wtedy nie-
skoficzenie wiele), lecz formutami liczbowymi®®,

Koronnym argumentem Kanta na rzecz syntetycznosci formut liczbowych jest
fakt, ze nie sa one oczywiste. W teorii Kanta powyzszy przyklad (tj. 7=15=12)
moégiby by¢ uznany za analityczny tylko wtedy, gdy mozliwe byloby znalezie-
nie zadanej sumy jedynie za pomoca analizy poje¢. Wedlug Kanta w analizo-
wanym przyktadzie konieczne jest odwotanie si¢ do pewnego rodzaju unaocz-
nienia (np. do pigciu paleéw lub pigciu punktdw). To za$ sugeruje, ze formuly
liczbowe nalezy uznaé za syntetyczne:
Twierdzenie arytmetyczne jest wigc zawsze syntetyczne, a ufwiada-

miamy sobie to tym wyrazniej, im nieco wigksze liczby bierzemy, po-
niewaz wowczas staje si¢ jasne, ze choéby$émy nasze pojecia do woli

8 1. Xant: Krytyka czystego rozumu, op.cit., fragm. B 205/206.
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obracali na wszystkie strony, nigdy nie moglibySmy znalezé sumy
przy pomocy samej analizy naszych pojeé, bez uciekania sie do po-
mocy naocznodci®.

Tym tropem idzie réwniez Frege, stawiajac pytanie o to, czy formula
135664 = 37863 = 173527 jest bezposrednio jasna. Zaréwno Frege, jak i Kant,
przyznaja, ze nie jest. Jednak obaj wyciagaja z tego faktu rézne wnioski. Kant
wykorzystuje brak oczywistoscei, czyli fakt, ze dana réwno$¢ nie jest bezposred-
nio jasna, jako argument na rzecz syntetycznego charakteru tych zdan. Wedtug
Fregego przemawia to raczej na rzecz ich dowodliwosci — cho¢ nie sa prawdami
oczywistymi, to przeciez daja si¢ dowies¢. Co wigcej, przywolywana przez
Kanta konieczno$¢ odwotania sig do ogladu palcéw, moze doprowadzi¢ do
uznania rozpatrywanych formul za zdania empiryczne, co stoi w jawnej
sprzecznosci z pogladami i zamiarami Kanta. Problematyczny dla Fregego jest
przede wszystkim kantowski ,,0glad”. Rézne rozmieszezenie 10 palcdw moze
wywotaé réznorodne oglady, argumentuje Frege, pytajac jednoczesnie reto-
rycznie, czy mozliwy jest oglad np. 37863 palcow. Wydaje si¢ wige, Ze pomyst
Kanta sprawdzatby si¢ jedynie dla malych liczb. Jednak w takim przypadku
trudno$¢ polegalaby na znalezieniu ostrej granicy oddzielajacej mate liczby od
duzych, czyli tych liczb, dla ktérych formuly arytmetyczne bylyby oczywiste,
od tych, dia ktorych musiatby one by¢ dowodzone. Na taka za$ ,,niewygodna”
konsekwencj¢ nie zgadza si¢ Frege, a zapewne nie zgodzitby si¢ rowniez i Kant.
Nie zmienia to jednak faktu, ze uzasadnienie formul liczbowych dla duzych
liczb pozostaje w teorii Kanta niewyjasniona.

Podstawg przekonania Kanta, ze zdania arytmetyki sa syntetyczne a priori
jest koncepcja poznania w czystej naocznosci, ktéra krytykuje Frege®. Ponadto
w logice Kanta pojecie naoczno$ci jest szersze od tego, ktorego uzywa on
w estetyce transcendentalne;.

77 Ibidem, fragm. B 16.

% G. Frege: Podstawy arytmetyki, [w:] Antologia, s. 108: ,,Ponadto za$ zgorszenie budzi wy-
razenie «czysta naocznos¢ wietkoscin. Gdy zwrdci sig uwage na to, jak rézne rzeczy okresla sig
mianem wielkosci: liczby, dlugosci, zawartodei powierzchni objetosci, katy krzywizny, masy,
predkogdci, sily, natezenia swiatla, natezenia galwaniczne itd., da si¢ wéwcezas zrozumied, jak
mozna je podporzadkowad pojeciu wielkodci; mimo to wyrazenia ,naocznosé wielkosci”,
a zwhaszcza ,.czysta naocznos¢ wielkodei™ nie mozna uznaé za trafne. Nie mogg uzna¢ naccznosci
100 000, tym bardziej za$ naocznosci liczby w ogole czy zgota wielkosei w ogdle. Zbyt fatwo
powolujemy si¢ na wewnetrzng naccznosé, gdy nie potrafimy podad innej podstawy. Nie powin-
no sig¢ jednak przy tym catkowicie traci¢ z oczu sensu stowa «naocznogéy”.
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Ponownie, w § 89 Grundlagen, Frege powraca do Kanta. Przywoluje jego
stwierdzenie, ze bez pomocy zmystéw nie bylby dany zaden przedmiot™:
Zero, jedynka sa przedmiotami, ktore nie rnoga nam by¢ dane za po-
mocg zmystéw. Takze ci, ktorzy uwazaja male liczby za intuicyjne,
beda jednak musieli przyznal, ze zadna z liczb, ktéra jest wigksza niz
oo
10007 nie moze by¢ dana intuicyjnie i ze mimo to cod jednak
o nim wiemy. By¢ moze Kant uzywal stlowa ,przedmiot” w innym
znaczeniu; ale wtedy zero, jedynka, nasze X, wypadaja z jego roz-
wazafi; nie sa one bowiem takze pojeciami, a rowniez od pojeé zada
Kant, zeby dolaczyé do nich przedmiot intuicyjny®.

Oczywiscie, aby ta krytyka Kanta byla w pelni uzasadniona, Frege musi udo-
wodnié, ze liczby sq przedmiotami.

Aby podeprze¢ swoje przekonanie o dowodliwosci formul liczbowych,
Frege w § 6 powoluje si¢ na Leibniza, ktory prébowal udowodnié jedynie za
pomoca definicji i wprowadzonego aksjomatu (ktoéry jednak mozna rowniez
przeksztalcié w definicje), prosta rownosé: 2 + 2 = 4. Niestety, Leibnizjanska
proba zawiera pewna luke — w dowodzie brakuje prawa przemiennosei dodawa-
nia. Jednak sama idea Leibnizjanskiego dowodu okazuje sig bardzo obiecujaca.
Wiasciwy, zdaniem Fregego, sposob definiowania kazdej poszezegélngj liczby
(dotyczy to rowniez duzych liczb), polega na powigkszaniu o 1 liczby poprze-
dzajacej definiowang. Niepotrzebny jest tu zaden oglad (jakiego wymagat spo-
séb proponowany przez Kanta), lecz wystarcza liczba 1 oraz operacja powigk-
szania o 1. W tym migjscu Frege formuluje pierwsze wazne prawo, ktore wyko-
rzysta pdzniej przy konstruowanin wihasnej definicji liczby. Konkluzja jest na-
stepujaca: formuly liczbowe sa dowodliwe, a nieskoniczony zbidr liczb zostaje
sprowadzony do 1 i powigkszania o 1.

Antyempiryzm

H. Sluga uwaza, ze najszerzej krytykowanym pogladem w Grundlagen jest
empiryzm. Fregowski — moZna powiedzie¢ programowy — antyempiryzm jest,

¥ 1. Kant: Krytyka czystego rozumu, B 75.

® G. Frege: Podstawy arytmetyki, [w:] Filozofia matematyki. Antologia tekstow klasycz-
nych, op.cit., s. 199,
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wedlug niego, przewodnia filozoficzng mys$la w krytyce innych koncepcji
z zakresu podstaw matematyki. Frege atakuje w Grundlagen teze, ze prawa
arytmetyki sa indukcyjne, ze liczby sa wlasnosciami rzeczy zewnetrznych, ze sa
one subiektywnymi bytami my$lowymi, sprzeciwia si¢ uznaniu liczb za ,,agre-
gaty” fizycznych obiektow czy tylko za znaki, jak chcg formalisci. Dla Slugi
indukcjonizm, fizykalizm, psychologizm 1 formalizm sa réznymi formami
empiryzmu. Ograniczenie Fregowskiej filozofii matematyki jedynie do anty-
empiryzmu wydaje si¢ nieuprawnionym zawezeniem, a uznanie formalizmu za
pewna wersje empiryzmu musi zakladaé jakie$ szczegdlne wersje tych koncep-
cji. Fregowska krytyka jest szczegdlowa i bogata i raczej nie daje si¢ okresli¢
tylko jednym terminem — antyempiryzm.

§§ 7-11 Grundlagen poswigca Frege dyskusji z pogladami J.S. Milla. Fre-
gowska krytyka zwrdcona jest przede wszystkim przeciwko Millowskiej anali-
zie formut liczbowych oraz przeciw definicjom indywidualnych liczb. Frege
sprzeciwia sie uznaniu liczb za fizyczne wlasnosci rzeczy zewnetrznych. Kryty-
kuje takze Millowsk: poglad, Zze aksjomaty arytmetyki sa uprawomocnione
przez indukcje z obserwacji jednostkowych faktow.

Millowski sposob tworzenia liczby wydaje si¢ poczatkowo, z punktu wi-
dzenia filozofli Fregowskiej, obiecujacy: ,,[...] kazda liczba powstaje przez do-
danie jednosci do liczby bezposrednio mniejszej od niej co do wielkosci [...]""
— pisze Mill. Dopuszcza on wprawdzie nazywanie twierdzenia ,,3 to 2 i 17 defi-
nicja, ale jest ona dla niego definicja w sensie geometrycznym, a nie logicznym.
I tu wlasnie pojawiaja si¢ rozbieinosci pomiedzy Fregem a Millem. Powyzsza
definicje interpretuje Mill w duchu filozofii empirycznej, dodajac, ze stwierdza
ona nie tylko znaczenie terminu, lecz takze zaobserwowany stan rzeczy:

Podobnie mozemy nazwaé zdanie ,,3 to tyle, co 2 i 17 definicjg liczby
3; ale obliczenia, ktére opierajg sig na tym twierdzeniu, nie wyptywaja
z samej definicji, lecz z twierdzenia arytmetycznego, jakie sie w niej
przyjmuje, a mianowicie, ze istniejg zbiory przedmiotow, ktore dajac
zmystom wrazenie 000, moga jednak by¢ rozdzielone na dwie czesci
tak oto oo o. Gdy przyjmiemy to twierdzenie, wéwczas wszelkie ta-
kie zespoly oznaczamy mianem ,,3”, a wtedy wyrazenie, stwierdzajace

IS, Mill: System logiki dedukcyjnej ¢ indukcyjnej, ks. 1L, rozdz, XXIV, § 5. PWN 1962,
t. 11, s. 205.
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powyzej wspomniany fakt fizyczny, bedzie stuzylo réwniez jako defi-
nicja stlowa ,,3”32.

Warto w tym miejscu zwroci¢ uwage na roéznice pomigdzy Fregem a Mil-
lem dotyczace definicji. Wedlug Milla, definicja liczby, podobnie jak i inne
definicje, sklada si¢ z dwoch czgsei, a mianowicie z wyjasnienia dotyczacego
nazwy, czyli czesci konotacyjnej, ustalajacej tres¢ definiowanego pojgcia, oraz
ze stwierdzenia faktu, czyli czesci denotacyjnej. Mill pisze: ,Fakt, ustalony
w definicji liczby, jest faktemn fizycznym. Kazda spoéréd liczb 2, 3, 4 1 tak dalej
oznacza zjawiska fizyczne, a wspdloznacza wiasnosé fizyczna tych zjawisk™,
Dla Milla Leibnizjanski sposéb definiowania liczb naturainych jest jedynie
czescig definicji liczby — czedcig konotacyjna. Kazde twierdzenie arytmetyczne
wskazuje tylko jeden ze sposobdéw tworzenia danej liczby. Gdyby matematyka
sktadalaby sie¢ jedynie z takich twierdzen, to, zdaniem Milla, nie mozna by
uznaé jej za nauke i méwic¢ o jej prawdziwosci. Te ostatnia zagwarantowaé
moze jedynie odniesienie do rzeczywistosci.

Pierwszy zasadniczy zarzut, jaki Frege stawia koncepcji Milla, dotyczy
powigzania zdan arytmetyki z empirycznymi faktami. Wydaje si¢ poczatkowo,
ze Mill zamierza pdjé¢ droga wskazana przez Leibniza, tzn. ze bedzie probowat
dowodzié¢ poszezegdlne formuly liczbowe. Frege moze zgodzi¢ si¢ z Millem
jedynie co do tego, ze definicje poszczegdlnych liczb ustalajg znaczenie pewne-
go wyrazenia. Jednak Mill idzie dalej, twierdzac, ze definicje te stwierdzaja
zaobserwowany fakt. Frege protestuje przeciwko wiazaniu formut liczbowych
z empirycznymi faktami, gdyz prowadzi to do trudnych do zaakceptowania
konsekwencji. W tym wiasnie sensie mozna filozofi¢ matematyki Fregego na-
zwal antyempiryczna. Spér Fregego z Millem dotyczy tu interpretacji pojgc
arytmetycznych i formut liczbowych. Obaj zgadzajg sig¢ co do tego, ze liczba
musi mieé jakie$ odniesienie przedmiotowe (Millowska denotacje, Fregowskie
znaczenie), lecz kazdy z nich szuka go w innym miejscu. Mill postuluje, aby

*2 Ibidem, ks. II, rozdz. VI, § 2.

3 Ibidem, ks. I, rozdz. XXIV, § 51t Il s. 201. Nazwa liczby — wg Milla — konotuje spo-
sdb, w jaki nalezy polaczy¢ razem pewne przedmioty, aby utworzyly one okreslony zbiér. I tak na
przyklad zbidr oznaczany nazwa frzy, czyli Millowskie trzy kamyczki, mozna otrzymaé przez
polaczenie jednego kamyczka z dwoma kamyczkami lub odejmujac jeden kamyczek ze zbioru
czterech kamyczkow. W zwiazku z tym, twierdzenia arytmetyczne, dotyczace wyniku jakiego$
dzialania arytmetycznego, wskazuje jedynie jeden ze sposobdw tworzenia danej liczby. W szcze-
gbdlnosci, prawa dodawania powstaja przez obserwacj¢ wyniku fizycznego taczenia fizycznych
obiektow.
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twierdzenia arytmetyki wiaza¢ bezposrednio z faktami empirycznymi, gdyz
tylko takie powigzanie moze zagwarantowaé arytmetyce (i szerzej, kazdej na-
uce) prawdziwosc.

Frege, ponownie odwolujac si¢ do argumentu, ze krytykowana teoria jest
trudna do spefnienia dla duzych liczb, stawia pytanie o to, co odpowiada fizy-
kalnemu stanowi rzeczy, stwierdzanemu w definicji liczby 777864. Co wigcei,
postulowane przez Milla fizykalne (czy tez obserwowalne) stany rzeczy sa nie-
mozliwe do spelnienia takze dla liczb 0 i 1 - jesli definicjg jakiej$ liczby tworzy
si¢ poprzez skladanie czy tez rozkladanie fizycznych rzeczy, to jak mozna, po-
shugujgc si¢ ta metoda, ztozy¢ lub roztozyé zero fizycznych przedmiotow, co
odpowiadatoby liczbie 0.

To jednak nie wszystkie stabosci koncepcji Milla, na jakie wskazuje Frege.
Nawet jesli przyjmie si¢ za Millem, ze liczbie 3 odpowiada takie powigzanie
rzeczy, ktére wywoluje wrazenie 000, to nie bgdzie mozna poprawnie mowic
np. o trzech uderzeniach zegara, o trzech doznaniach smakowych czy tez umad
Za poprawne wyrazenie ,irzy sposoby rozwiazania rOwnania”, gdyz zadne
z przykladowych stwierdzen nie wywohije ponownie wrazenia oco. Ten zarzut
jest chyba najpowazniejszy — Millowska koncepcja nie jest uniwersalna.

Wymog wiazania definicji liczby z faktami empiryczaymi, stawiany przez
Milla, prowadzi do kolejnej powaznej konsekwencji, ktorej nie moze zaakcep-
towac Frege. Mill twierdzi:

Wyrazenie ‘2 kamyki i 1 kamyk’ i wyrazenie ‘3 kamyki’ w istocie
rzeczy oznaczaja ten sam zbi6r przedmiotow, lecz bynajmamiej nie
oznaczaja tego samego fizycznego faktu. Sa one nazwami tych sa-
mych przedmiotéw, lecz w rézmych dwoch stanach®.

Otéz, definicje takie w Millowskiej interpretacji traca walor ogolnosci. Jesii
tworzy si¢ definicje danej liczby, to nalezy powiazac jg z konkreimym stanem
fizykalnym rzeczy — jak od tego stanu rzeczy przej$¢ do innego i jak wobec
tego sformutowac ogdlna definicje liczby? Frege zauwaza rOwniez, Ze potrafi-
my liczyé pewne przedmioty nawet, jesli ich doslownie nie gromadzimy
w (Millowskie) stosy. Powolujac si¢ na Fregowski przyklad, mozemy powie-
dzie¢, ze kto$, kto posiada jednego konia w Niemczech i jednego w Ameryce,
moze uznaé, iz jest wlascicielem dwoch koni, bez koniecznosci sprowadzania
obu zwierzat w jedno miejsce, aby przekonac sig, ze tworza one ,fizykalnie

3 Ibidem, ks. I, rozdz. VI, § 2it. I, 5. 399,
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postrzegane zjawisko dwdch koni” (jak moglby to okreéli¢ Mill). Ponadto, co
z liczbami, dla ktorych nie mozna zalez¢ odpowiadajacych im stanéw fizycz-
nych? Jak np. zaobserwowa¢ 0 kamykéw lub stan rzeczy odpowiadajacy liczbie
osiemnastocyfrowej? Na te pytania koncepcja Milla nie daje odpowiedzi.

Frege (w § 9) przechodzi wigc do pytania o natur¢ tych praw ogdlnych,
bedacych podstawa do wyprowadzenia twierdzen arytmetycznych. Krytykuje
poglad Milla, jakoby prawa te byly prawdami indukcyjnymi. Mill interpretuje
twierdzenia arytmetyczne, podobnie jak definicje liczb, w duchu filozofii empi-
rycznej, uznajac je za prawdy indukcyjne, powstale w wyniku obserwacji pew-
nych standw fizycznych. Frege przytacza przykiad twierdzenia, o ktorym Mill
pisze, Ze jest prawda indukcyjng albo prawem najwyzszego rzedu. W swoim
Systemie logiki Mill argumentuje:

Arytmetyke czyni typem nauki dedukeyjnej to, ze do niej szczgéliwie
si¢ stosuje prawo o tak szerokim zakresie jak ,,sumy rzeczy réwnych
sg réwne”; albo (by wyrazi¢ t¢ sama zasade w mniej potocznym, lecz
bardziej swoistym jezyku): ,,co sklada sie z czgéci, to skiada sig z cze-
§ci tych czgéei”. Te prawde, oczywista dla zmysiéw we wszystkich
przypadkach, ktére mozna zasadnie podda¢ sie ich sadowi, i tak ogél-
na, ze rozciaga sie tak daleko, jak sama natura, jako ze odnosi sig do
wszelkich rodzajéw zjawisk (jako ze wszystkie zjawiska mogg by¢ li-
czone), te prawde trzeba uwazaé za prawde indukcyjng, albo za prawo
natary najwyzszego rzedu. I kazde dziatanie arytmetyczne jest zasto-
sowaniem tego prawa, albo innych praw, ktére mozna z niego wyde-
dukowaé. To jest podstawa zabezpieczajaca dla wszelkich obliczes.
Wierzymy, ze 51 2 to tylez, co 7, na podstawie tego prawa indukeyj-
nego, polaczonego z definicjami innych liczb®,

Frege nie zgadza si¢ z argumentacjg Milla, zarzucajac mu, iz myli zasto-
sowanie praw arytmetycznych z ogdlnymi, czysto arytmetycznymi zdaniami’®,

3% Ibidem, ks. III, rozdz. XXIV, § 5.

% G. Frege: Podstawy arytmetyki, {w:] Antologia, s. 104: ,Znak + w licznych zastosowa-
niach zdaje si¢ odpowiadaé tworzeniu stoséw; nie jest to jednak jego znaczenie, poniewaz
w innych jego zastosowaniach moze w ogdle nie byé mowy o stosach, agregatach czy stosunku
ciata fizycznego do jego czgsci, jak na przyklad wowcezas, gdy rachunki odnoszg si¢ do zdarzen.
Takze tu mozna przeciez méwié o czesciach; wowcezas jednak uzywa sig tego slowa nie w sensie
fizykalnym czy geometrycznym, lecz logicznym, jak wdwezas, gdy zabgjstwo ojcéw miasta
nazywa si¢ czgécig zabdjstwa w ogdle. Ma sig tu do czynienia z podporzadkowaniem logicznym.
W ogéblnosci, dodawanie nie odpowiada wige jakiemus stosunkowi fizycznemu. Nie moga zatem
takze og6lne prawa dedawania by¢ prawami natury”.
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Dla Milla, prawdy indukcyjne, rzadzace prawem dodawania, powstajg przez
obserwacj¢ wyniku fizycznego taczenia fizycznych obiektéw. Problem, jaki
rozwaza tu Frege, jest nastepujacy: kazde zastosowanie ogdlnych praw aryt-
metyki laczy je z czyms$, co nie jest ogélne, tj. z konkretnymi przedmiotami.
Btad Milla polega na tym, Ze takie zastosowanie, czyli co$, co nie jest logiczne,
wiacza on do treSci prawa arytmetycznego, a zatem interpretuje je on jako
prawdy syntetyczne (z czym, oczywiscie, Frege nie moze sie zgodzi¢). Jednak
Frege jest daieki od tego, by prawa arytmetyki uznawad za puste reguly prze-
ksztalcania znakdw (por. krytyke formalizmu). To, co musi byé w nich zawarte,
to ogdlna reguta wyrazajaca mozliwos¢ ich zastosowania. Podobna wiasnosé
musi réwniez przystugiwaé kazdemu pojeciu arytmetycznemu, tzn. musi istnie¢
jego odniesienie przedmiotowe.

Gdyby ogolne prawa dodawania mialyby by¢ prawdami indukcyjnymi —
kontynuuje Frege w § 10 — to nalezaloby wskazaé fakty, od ktérych trzeba
wyjs¢, aby dotrze¢ do ogdlnosci. Twierdzenia Milla, ze te ogdlne prawdy mia-
tyby by¢ prawdami indukcyjnymi, nie moze przyja¢ Frege z jednego zasadni-
czego powodu: postgpowanie indukcyjne musi by¢ w jaki$ sposéb usprawiedli-
wione, a jedyna podstawa do tego moga by¢, zdaniem Fregego, ogdlne zdania
arytmetyki. Indukcja nie moze by¢ rozumiana jako nawyk, gdyz on nie jest
zadnym naukowym gwarantem i opiera sie na subiektywnych wrazeniach, co
oczywiscie mogloby prowadzi¢ do odrzuconego wczesniej psychologizmu.
Indukcja musi opiera¢ sie na nauce o prawdopodobiefistwie, a ona za$ musi
zaktada¢ wezesniej prawa arytmetyki.

Co wigcej, szczegblny charakter liczb powoduje, ze nie mozna przeprowa-
dzi¢ analogii do przedmiotéw fizycznych i zasad stosowanych wobec nich®’.
Liczby sa nieprzestrzenne i bezczasowe, a ich miejsca w szeregu nie mogg by¢
traktowane tak jak miejsca w przestrzeni. Kazda liczba ma swoje szczegdlne
wiasnosci. Jednak nie uprawnia to do stwierdzenia, ze wlasno$¢, ktéra zachodzi
w okre$lonym miejscu szeregu, bedzie tez zachodzi¢ w innym. W przypadku

*7 Ibidem, s. 105: , Liczby zachownja si¢ tez calkiem inaczej niz indywidua jakiegoé gatun-
ku zwierzat, gdyz sa w okreslony sposob uszeregowane przez naturg, a kazda utworzona jest w jej
tylko whadciwy sposéb i ma swoja odrebnod¢, ktéra daje o sobie znal szczegdlnie wyraznie
w przypadku 0, 1 i 2. Gdy w innych przypadkach uzasadnia si¢ indukcyjnie jakies zdanie odno-
szace si¢ do gatunku, zwykle juz przez sama definicje pojgcia gatunkowego dany jest caly szereg
wspolnych wilasnodci. Tutaj trudno znaleZ¢ chocby jedng wiasnosé, kidrej by wezedniej nie trzeba
bylo dowodzié”,
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przedmiotdw fizycznych okreslony skutek wystepuje zawsze, gdy tylko spel-
nione zostang te same warunki.

Kontynuujac w § 10 argumentacje przeciwko uznaniu ogdlnych praw
arytmetyki za prawdy indukcyjne, Frege przedstawia przyktad, ktéry nie moze
wprawdzie stuzy¢ za dowdd na poparcie jego wlasnej tezy, aczkolwiek kryje sie
za nim wazna zasada. Frege powotluje si¢ na obserwacje, iz w otworze wiertni-
czym, w ktérym napotyka si¢ rozne rodzaje skatl, temperatura ro$nie wraz ze
wzrostem glebokodci. Zauwaza, ze nie mozna jednak na podstawie takiej ob-
serwacji wnioskowaé o dalszym wzroscie temperatury na wigkszych gleboko-
$ciach. Mozna wprawdzie sformutowad pojecie ,.tego, co napotyka si¢ przy
dalszym wierceniu”, co mogioby sugerowaé wykorzystanie indukcji, ale uza-
sadnione twierdzenia mozna wyprowadzi¢ jedynie ze stosunkdw przestrzennych
warstw geologicznych na badanych glebokosciach, do czego jednak nie wyko-
rzystuje si¢ indukcji. Podobnie mozna sformulowac pojecie ,,tego, co otrzymuje
si¢ przez sukcesywne powigkszanie o 17, Oczywiscie zachodzi zasadnicza roz-
nica pomi¢dzy warstwami geologicznymi a liczbami: te pierwsze sa jedynie
znajdowane, natomiast liczby sa konstruowane przez powigkszanie o 1 i w ten
sposoOb okreslona jest ich istota. Wszystkie wlasnosci liczb moga by¢ wywnios-
kowane z tego okreslonego sposobu ich powstawania:

To za$ moze oznaczad tylko tyle, ze z tego, jak przez powigkszanie
o 1 powstala na przyktad liczba &, mozna wyprowadzi¢ wszystkie jej
wiasnosci. Przyznaje si¢ przez to, iz wiasnoéci liczb wynikajg z ich
definicji, tym samym za$ pojawia sig¢ mozliwoé¢ udowodnienia ogdl-
nych praw dotyczacych liczb na podstawie wspodlnego im wszystkim
sposobu powstawania, natomiast szczegélnych wiasnosci poszczegdl-
nych liczb dowodzitoby sie na podstawie szeczegdlnego sposobu ich
powstawania przez sukcesywne powigkszanie o 1°%.

Krytyka pogladéw Milla pojawia sie réwniez w paragrafach dotyczacych
pojecia liczby. Frege sprzeciwia si¢ pogladowi, gloszacemu, ze liczba jest
czyms$ fizykalnym (fizykalna wiasno$cig rzeczy zewnetrznych). Argument Fre-
gego jest bardzo wnikliwy, choé calkiem prosty, a dotyczy przyktadu, gdzie
réznicy liczbowej nie odpowiada réznica fizykalna. Przykladem tym jest para
butéw. Mozna jednoczesénie powiedzieé, ze jest to jedrna para butéw oraz ze sa

** Ibidem, s. 106. Tutaj kryje sig ponownie, wspomniana juz przy okazji dyskusji z Kantem,
zasada, ktdra wykorzysta Frege przy formutowaniu definicji liczb naturalnych, a mianowicic
sprowadzenie nieskoriczonegoe zbioru liczb do liczby 1 § operacji powickszania o 1.
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to dwa buty. Obu tym stwierdzeniom, zawierajacym dwie rozne liczby, odpo-
wiada ten sam stan rzeczy — para butéw.

Fakt, ze w jezyku liczby wystepuja w formie przymiotnikowej jako atry-
buty, nie oznacza, Ze liczby rzeczywiscie sa wlasnosciami rzeczy zewngtrznych,
tak jak barwa, ksztalt czy waga. Pierwszy przyklad, przytaczany przez Fregego,
pokazuje, ze mdwiac o 1000 lisciach na drzewie, nie przypisujemy im takiej
cechy, jaka jest na przykilad ich zielona barwa:

Czyz nie w catkiem innym sensie méwi sie o 1000 lisciach drzewa niz
o jego zielonych lisciach? Przypisujemy kazdemu z tych lici zielona
barwe, lecz nie liczbg 1000, Mozemy wszystkie liscie drzewa uja¢ ra-
zem pod wspblnym mianem listowia. Roéwniez ono jest zielone, lecz
nie jest 1000. Komuz zatem przystuguje wiasno$¢ 1000? Wydaje sig,
ze ani poszczegdlnemu lisciowi, ani im wszystkim; by¢ moze w ogole
nie przystuguje ono rzeczom $wiata zewnetrznego ™.

Po drugie, kiedy zadaje si¢ pytanie ,,[le?”, rozpatrujac na przyklad tali¢ kart,
nalezy dookresli¢ przedmiot pytania, czyli doda¢ do pytania slowa: kart, gier,
wartosci itp. A zatem pytanie o liczby (,,1le?”) zalezy od czego$ dodatkowego,
w przeciwienstwie na przykfad do pytania o cigzar, dtugos¢ itp. Trzeci przyktad
pokazuje, ze przedmiot nie jest wiadciwym nosnikiem liczby, gdyz, w przeci-
wienstwie do barwy, mozna mu przypisaé rozne liczby — w przypadku talii kart
mozna, w zalezno$ci od sposobu ujecia, méwié o ilosci kart, ilosci gier, jakie
mozna rozegra¢ tymi kartami itp. Mozna tu przywotaé rowniez powyzszy przy-
ktad z parg butéw. Kolejny argument zwiazany jest z faktem, ze mozna policzyé
wszystko to, co mozna pomysle¢. Gdyby liczba byla wyabstrahowana z rzeczy
zewnetrznych, to nie mozna by bez zmiany sensu przenosi¢ jej z jednych
przedmiotow na inne lub na wydarzenia, przedstawienia, pojecia.

Antyformalizm

W § 16 Grundlagen Frege porusza problem, w jaki sposdb nalezy zinter-
pretowaé puste formuly logiki. Frege, w tym przypadku zgadzajac si¢ z Millem,
odrzuca formalizm, opowiadajac si¢ za koniecznodcia zinterpretowania pojec
i twierdzen matematyki. Uwaza, ze mozliwosé ich zastosowania jest ich nieod-

¥ Tobidem, s. 116.
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laczna cecha. ,,Kazdy, kto uzywa stéw lub znakéw matematycznych, sadzi, ze
one co$ oznaczaja, i nikt nie oczekuje, by z pustych znakéw wyplywato cokol-
»40

wiek sensownego™ — wyraza swoje przekonanie Frege. Nalezy przy tym pa-
migtac, ze zadanie, jakie postawit sobie Frege, to zbudowanie semantyki liczb
naturalnych. Bez tego cala dyskusja Fregego z formalistami moze by¢ po prostu
nieczytelna.

Frege dopuszcza mozliwo$é operowania samymi znakami (np. przy prze-
prowadzaniu dtugich dowoddw), bez bezposredniego odwolywania sig do ich
tredci, pod warunkiem, ze odrdznia si¢ znaki od ich tresci, gdyz postugiwanie
sie samymi znakami nie moze pozbawic ich tresci. Same znaki wybierane sg
arbitralnie.

Wystarczy wiedzie¢, jak logicznie poslugiwaé sig uzmystowiong
w tych znakach trescia, gdy za$ chce sie ja stosowaé w fizyce, nalezy
ponadto wiedzieé, jak musi sie dokonywaé przejscie od niej do zja-
wisk. W takim zastosowaniu nie wida¢ jednak wiasciwego sensu tych
zdan. Traci sig wowczas wielka czgé¢ ich ogdlnosci, a przy tym dola-
cza sie cos szczegdlnego, co w innych zastosowaniach zostaje zasta-
pione czyms innym**,

Jest to jedyny fragment w Grundlagen, w ktérym Frege opowiada sig
przeciwko formalizmowi w matematyce. Przestawiony powyzej warunek
o koniecznosei istnienia odniesienia przedmiotowego znakdw matematycznych
jest glownym argumentem filozoficznym, jaki wykorzystuje Frege, krytykujac
formalizm w Grundgesetze. Dopiero w tej wlasnie pracy przeprowadza Frege
krytyczna dyskusje z formalistami (a dokladniej z dwoma jego przedstawicie-
lami, J. Thomae i H. Heinem). Wczesniej jednak przedstawit na posiedzeniu
Jenajskiego Towarzystwa Medycyny i Nauk Przyrodniczych referat, w ktorym
wskazywal na stabe punkty formalistycznej interpretacji arytmetyki®. Po Grund-
gesetze jeszeze dwukrotnie Frege bedzie atakowal formalizm w artykulach,
bedacych odpowiedzia na prace J. Thomae (Antwort auf die Ferienplauderei

% Ipidem, s. 111,
# Ibidem.

2 Referat ten nosi tytut Uber formale Theorien der Arithmetik, [w:] Sitzungsberichte der Je-
naischen Gesellschaft fiir das Jahr 1885. Przedruk [w:] Kleine Schrifien, op.cit., s. 103-111.
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des Herrn Thomae® oraz Die Unméglichkeit der Thomaeschen formalen Arith-
metik aufs neue Nachgewiesen™).

Argumenty Fregego, skierowane przeciwko formalistom, wiazg si¢ ze so-
ba, a wigc stanowig zwarty wykiad, w ktérym autor nie tylko wskazuje popet-
nione bledy, lecz takze wyjasnia, jak mozna rozwiaza¢ te trudnosci. Argumen-
tacja Fregego opiera sig¢ na czterech zasadniczych zastrzezeniach:

1) formalisci definiuja arytmetyke jako nauke o znakach, a wiec de fucto wy-
kluczajg liczby z arytmetyki;

2) nie potrafiag wyjasni¢ zastosowania matematyki;

3) poréwnujac arytmetyke do gry, formalisci nie odrdzniaja jednak gry od jej
teorii;

4) nie potrafiag w swojej koncepcji spdjnie wyjasni¢ pojecia ciagu nieskoficzo-
nego.

Argumenty Fregego mozna zatem podzieli¢ na krytyke rozwiazan technicznych,

zaproponowanych przez Thomae i Heinego, oraz na zastrzezenia natury filozo-

ficznej. Do tych ostatnich zaliczy¢ trzeba nie tylko problem istnienia przed-

miotow matematyki, lecz takze problem zastosowania arytmetyki. Frege wska-

zuje, ze formali$ci popelniaja zasadniczy blad nie odrézniajac znaku od tego, co

on oznacza (dlatego liczby sa dla nich jedynie zapisanymi znakami, a to nie

wystarcza do wyjasnienia wielu podstawowych probleméw) oraz nie oddziela-

jac gry od jej teorii. Fregemu zawdzigczamy pierwsze wyrazne odréznienie

jezyka od metajgzyka (choé tego ostatniego terminu Frege nie uzywa).

W §§ 87-88 Grundgesetze Frege rekonstruuje wyjsciowe zatozenia for-
malistycznej koncepcji, ktére poshuza do wykazania, ze ich konsekwencje nie
dadza si¢ utrzymac.

Heine liczbami nazywa rzeczywiste, tj. zapisane badZz wydrukowane, fi-
zyczne znaki, co ma zabezpieczy¢ istnienie liczb przed jakimikolwiek watpli-
wosciami. Podstawa tej definicji jest utozsamienie liczby z jej symbolem — nie
mozna watpi¢ w istnienie liczby, skoro dany jest jej symbol. Frege zauwaza, ze
oczywiscie chodzi tu o istnienie empiryczne, a nie o dowdd czysto logiczny czy
arytmetyczny. Utozsamienia liczby z jej symbolem nie mozna przeprowadzié,
gdyz zapisane symbole maja wlasciwoscei, ktorych nie przypisuje si¢ liczbom,

“ Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1906, t. 15, s. 586—~590. Przedruk
[w:] ibidem, s. 324-328.

% Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1908, t. 17, s. 52-56. Przedruk
[w:] ibidem, 5. 329-333.
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np. wlasciwosci geometryczne, czyli wielkosé, czy fizyczne i chemiczne tuszu,
ktérym sa zapisane, a tych przeciez nie przypisuje si¢ liczbom. I odwrotnie —
liczby maja wilasciwosci, ktorych nie mozna przypisaé znakom. Wystarczy
w zdaniu ,,3 jest wigksze niz 2” zapisa¢ 2 wicksza czcionks, aby zdanie to bylo
falszywe, gdyz graficzny symbol 2 bedzie fizycznie wiekszy od symbolu 3%.

Thomae odrzuca pytanie o to, czym jest liczba, jako nieistotne dla aryt-
metyki. Koncepcja formalnej arytmetyki ma, zdaniem jej zwolennikow, usunaé
wszelkie problemy metafizyczne, zwiazane z istnieniem liczb. Wedlug Thomae,
arytmetyka zwiazana jest jedynie z pewnymi regulami, ktére rzadza sposobem
operowania znakami, jakim sa liczby. Arytmetyka nie zajmuje si¢ odniesieniem
przedmiotowym tych znakow.

Wylania si¢ stad nowa koncepcja arytmetyki, ktérg Frege nazywa formal-
na i odrdznia od tresciowej (czyli arytmetyki z odniesieniem przedmiotowym,
w ktorej znaki posiadajg tre$). Roznig si¢ one przede wszystkim koncepcja
liczby: w arytmetyce treSciowej znaki sa pomocniczym Srodkiem dla oznacza-
nia liczb, ktére sa niezmystowym przedmiotem nauki.

Thomae poréwnuje arytmetyke do gry w szachy. W tej interpretacji figu-
rom szachowym, ktdérych uzycie okreslone jest przez reguly gry, odpowiadajg
zapisane, zmystowe symbole, ktére Thomae nazywa liczbami. Dla tych wlasnie
symboli nalezy ustanowic reguly gry rachunkowej (gry arytmetycznej). Niebez-
pieczenstwo tej dowolnosci jest bardzo powazne, gdyz nie ma zadnych ograni-
czef przy okreslaniu prawdziwosci okreslonego wyrazenia — wystarczy powie-
dzie¢, ze wynika ona z przyjetych regul. Nie trzeba dowodzi¢, ze liczby posia-
dajace pewne wtasciwosci, istnieja, Jesh reguly gry potraktuje si¢ jako opisuja-
ce wiasciwosci tych figur, to mozna dowolnie tworzy¢ przedmioty posiadajace

* Podobne zastrzezenia przedstawia Frege w artykule Funkeja i pojecie, gdzie zarzuca for-
malistom, ze nie odrézniajg cyfr od liczb: ,,Rozpowszechniona dzi$ sklonnosé, by nie uznawaé za
przedmiot niczego, co nie podpada pod zmysty, prowadzi do tego, ze cyfry bierze si¢ za liczby, za
wiadciwy przedmiot badania. A wtedy 7 i 2 + 5 sg rzeczywiscie czym$ réznym. Pogladu tego nie
da si¢ jednak utrzymaé, gdyz nic odwolujac si¢ do znaczenia cyfr nie mozna w ogdle mowié
o jakich$ arytmetycznych wiasnodeiach liczb. Tak np. ta wlasnos¢ liczby 1, ze pomnozona przez
siebie daje znowu siebic samg, bylaby czysty fikcja. Zadne najdokladniejsze badania mikrosko-
powe albo chemiczne nie doprowadza bowiem nigdy do wykrycia owej wiasnosci w tym niewin-
nym torze, ktéry nazywamy jedynka. Kto$ nazwie to moze definicja. Zadna jednak definicja nie
jest w tym sensie tworcza, ze moze nadawac rzeczy takie wiasnodci, jakich ta po prostu nie ma;
z wyjatkiem jednej: oznaczania tego, czego z mocy definicji jest znakiem. To natomiast, co na-
zywamy cyframi, sg to twory o wlasnosciach fizycznych & chemicznych, zaleznych od przybordw
pi$miennych”. G. Frege: Pisma semantyczne, op.cit., s. 20.
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te wiasnosci. Jeéli liczby traktowane sa jako znaki, to niemozliwe jest wprowa-
dzenie w arytmetyce formalnej definicji, ktére ustalajg przeciez sens, jaki wiaze
sig z pewnym stowem badz znakiem.

Thomae zauwaza jednak pewna roéZnicg pomigdzy regutami szachéw a re-
gulami arytmetyki — te ostatnie wnosza bowiem cos do wiedzy o naturze. Frege
wyprowadza wnioski z tej niekonsekwencji formalistow. Wewnatrz samej
arytmetyki formalnej, reguly owej gry rachunkowej sa réwnie dowolne, jak te
szachow, a co wiece], sa catkowicie dowolne. Réznice pomigdzy arytmetyka
formalng a szachami, na ktéra wskazuje Thomae, mozna dostrzec jedynie wte-
dy, gdy rozwaza si¢ jej zastosowanie. Jedyna przyczyna, dla ktdrej mozna uznad
wyzszo$¢ arytmetyki nad innymi grami, to jej warto$¢ dla nauk przyrodniczych.
Jednak ta podstawa rzekomej wyzszosci arytmetyki formalnej lezy poza nig
samg, co obala ten argument.

Frege nie neguje jednak faktu, iz arytmetyka rozni sig od gier formalnych.
Jednak uzasadnienie tego przekonania, zaproponowane przez formalistow, jest
bledne. Jedyna podstawg do uznania przewagi arytmetyki nad gra w szachy jest
fakt, iz znaki liczbowe maja swoje odniesienie przedmiotowe, a figury szacho-
we — nie (por. § 90 Grundgesetze). W przypadku szachdéw nie mozna méwic
o mozliwodci ich zastosowania, gdyz uklad figur szachowych nie wyraza zadnej
myéli (we Fregowskim rozumieniu). Aby zdanie mialo znaczenie, kazda nazwa
musi mie¢ znaczenie. Jesli nazwy nie maja znaczenia, a tak jest w przypadku
arytmetyki formalnej, to cale zdanie nie ma znaczenia, czyli wartosci logicznej.
Natomiast uklad znakéw liczbowych (posiadajacych odniesienie przedmioto-
we), czyli pewna formuta arytmetyczna, wyraza mysl, ktora moze by¢ osadzona
jako prawdziwa badz fatszywa. I tylko z takiego zdania mozna wnioskowaé.
Stosowalnoéé arytmetyki stanowi o jej naturze — przenosi ja z poziomu gry na
poziom nauki. Arytmetyka nie jest gra, gdyz w przeciwiefistwie do gier, moze
byé stosowana®®,

* G. Frege: Grundgesetze der Arithmetik. Begriffsschrifilich abgeleitet, t. 1. Jena 1903,
§ 91, s. 100: ,,W arytmetyce tresciowe]j rownania i nierdéwnodci sg zdaniami wyrazajgcymi mysl,
natomiast w arytmetyce formalnej sg pordwnywalne do ukladu figur szachowych, przeksztalca-
nych zgodnie z pewnymi regutami, bez odwolywania si¢ do jakiegokolwiek sensu. Gdyby rozpa-
trywadé je tak, jakby posiadaly sens, zasady ie nie moglyby by¢ ustanawiane dowolnie: nalezatoby
je tak wybra¢, aby z formut wyrazajacych prawdziwe my$li, mozna wyprowadzaé tylko formuly,
wyrazajace prawdziwe zdania. A zatem nalezaloby odrzucié punkt widzenia arytmetyki formal-
nej, ktéra ktadzie nacisk na to, ze reguly operowania znakami sa ustalane catkowicie dowolnie.
Nastepnie mozna zapytaé, czy znakom mozna by przypisaé sens, zgodny z wezedniej ustalonymi
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Problem uzytecznosci arytmetyki musi by¢, zdaniem Fregego, rozwiazany
niezaleznie od tych nauk, wobec ktérych moze by¢ zastosowana. Wiadomo, ze
liczba moze by¢ odnoszona zardwno wobec diugoscei, czasu, masy, a wiec
w réznych dziedzinach wiedzy. Formalisci przerzucaja problem stosowalnoéci
na inne nauki, uwalniajac arytmetyke od pewnego rodzaju pracy, a mianowicie
od rozwiazania problemu ogdélnej metody stosowania. W ten sposéb problem
stosowalnosci jest przerzucany pomigdzy naukami i1 wpada w pustke pomiedzy
roznymi dziedzinami wiedzy, pozostajac problemem ,,bez ojczyzny”. Aby by¢
naukg, argumentuje Frege, arytmetyka musi posiada¢ swéj przedmiot, a jest nim
to, co ogdlne i wspdlne we wszystkich jej zastosowaniach. To, co proponujg
formalisci jest jedynie pozorem nauki:

Przepasé dzielaca arytmetyczne formuly i ich zastosowania nie zosta-
laby przezwycigzona. Do tego konieczne jest, aby formuly wyrazalty
sens oraz by reguly miaty swoje ugruntowanie w odniesieniu przed-
miotowym [Bedeutung] znakéw. Celem musi byé nauka i to musi de-
terminowaé wszystko, co si¢ dzieje*’,

Argument o stosowalnosci jest glteboko filozoficzny i dotyczy nie tylko samej
arytmetyki, lecz takze i innych nauk. Zapewne Frege nie zgodzitby si¢ z in-
strumentalizmem w fizyce. Ten argument wpisuje si¢ w jego filozoficzne prze-
konanie o istnieniu obszaru przedmiotéw logicznych. Biorac pod uwage jego
program sprowadzenia arytmetyki do logiki, argument o stosowalnosei aryt-
metyki wiaZe si¢ wyraznie z problemem stosowalnosci samej logiki.

Frege obawial sig, ze jego ideografia mogtaby byé potraktowana jako for-
malna gra, a wigc wykorzystana na poparcie formalistycznej interpretacji. Zasa-
dy wnioskowania i inne prawa jego ideografii mozna by potraktowaé jako do-
wolne, nie méwiae nic o sensie i znaczeniu uzytych znakéw. Znaki mozna by
traktowaé jako figury, za$ przedstawienie wnioskowania jako ruchy w sza-
chach, a dokfadniej, jako przejscia od jednego uktadu figur do innego, co jednak

regutami. Jednak takie problemy znajduja si¢ catkowicie poza arytmetykq formalng i pojawiaja
sig tylko wiedy, gdy wynika problem stosowalnosci. Ale jednak musza byé rozpatrywane, a za-
tem bez mysli jako tresci niemozliwa jest stosowalnoéc. Dlaczego nie moina zastosowad ukfadu
figur szachowych? Oczywiscie, dlatego, ze nie wyrazaja zadnej mysli. Gdyby je wyrazaty i kazdy
ruch szachowy zgodny z zasadami, odpowiadatby przejéciu od jednej mysli do innej, to mozna by
pomysled takze stosowalno$é szachow. Dlaczego réwnania arytmetyczne mogg by¢ stosowalne?
Tylko dlatego, ze wyrazajg my§li. Jak mozna by zastosowad réwnanie, ktére nic by nie wyrazato
i bytoby tylko grupa figur, przekszialcana w inna grupe figur, zgodnie z pewnymi zasadami”,

7 G, Frege: Grundgeseize, op.cit,, t. II, § 92, 5. 101.
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nie odpowiadatoby przejsciu od jednej mysli do innej. Frege przypuszcza na-
wet, ze gdyby kto$ otrzymat jako dane wyjsciowe okreslone formuly i definicje
z I tomu Grundgesetze oraz dozwolone zasady przeksztatcen, to prawdopodob-
nie méglby on rozwiazaé okreslony problem (np. przeprowadzi¢ dowaod jakie-
go$ twierdzenia), bez znajomosci sensu i znaczenia uzywanych znakéw oraz
mys$li wyrazanych przez zdania. A jednak takie puste operowanie znakami,
twierdzi Frege, to nie wszystko: mimo Zze wykonana zostalaby pewna praca
intelektualna, to jednak brakowatoby zupelnie tego ciagn mysli, ktore towarzy-
sza takiej pracy i czynia ja interesujacq. Wydaje sig, ze Frege przykladal wielka
wage do tego filozoficznego uzasadnienia i koniecznosci ustalenia sensu i zna-
czenia przedmiotéw matematycznych, czyli do interpretacji matematyki. Co
wigcej, uwazal, ze odrzucenie interpretowania mysli, nie upraszcza lecz utrud-
nia rozumienie problemu.

Co ciekawe, w referacie Uber formalen Theorien der Arithmetik Frege po-
daje dwa sposoby interpretacji okreslenia ,teoria formalna”. Pierwsze znacze-
nie, z ktérym si¢ zgadza, wyraza podstawowe zaloZenie programu logicyzacji
matematyki, a mianowicie stwierdzenie, ze wszystkie zdania arytmetyki mozna
wyprowadzi¢ czysto logicznie jedynie z definicji. Drugie znaczenie, jakie przy-
pisuje sie okreéleniu ,,teoria formalna”, zawiera zaloZenia formalistycznej inter-
pretacji matematyki, i to wiasnie probuje w swoim referacie odrzuci¢ Frege.
A zatem Frege dopuszczal pewna wersje formalnego wyprowadzania teorii, ale
nie formalizm z jego zalozeniami. Formalne wyprowadzanie teorii bedzie
usprawiedliwione tylko wtedy, gdy bedzie mialo u swych podstaw uzasadnienie
w postaci odniesienia przedmiotowego znakéw.

Trafng uwage, komentujac t¢ Fregowska obawe, sformulowat M. Resnik:
filozofowie czgsto wykorzystuja sukcesy pewnych technicznych rozwigzan
na poparcie whasnych filozoficznych tez, dotyczacych natury matematyki®,
W szezegdlnosci: mozliwosé sformalizowania pewnych dziedzin matematyki
nie oznacza, Ze cala matematyka polega na operowaniu systemami formalnymi,
a formalistyczna interpretacja matematyki wymaga dodatkowych argumentow.

Drugi argument Fregego zwiazany jest z bledem, jaki popelniajg formali-
$ci, nie odrézniajac gry od jej teorii.

Przedmiotem gry w szachy sq jej figury. Frege, pytajac, co jest przedmio-
tem gry rachunkowej, cytuje Thomae: ,,System znakdéw gry rachunkowej

* Por. M. Resnik: Frege and the Philosophy of Mathematics, op.cit., s. 62.
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powstaje ze znakéw 0 1 23 4 56 7 8 9 w wiadomy sposob””. Zasadniczy btad
Thomae polega, zdaniem Fregego, na tym, ze zaktada on jako znane to, co czy-
ni podstawa swojej teorii. Jesli wiec kto$ cheiatby nauczyé si¢ owej formali-
stycznej gry rachunkowej, musiatby wczes$niej znaé sposob, w jaki nalezy
z wymienionych znakow stworzy¢ wszystkie pozostate. Nawet, jesli ten sposob
bylby rzeczywiscie znany matematykom i logikom, to proponujac po taz pierw-
szy nows inferpretacje arytmetyki, nalezalo wszystkie zasady wyjasni¢, czego
jednak Thomae nie uczynil, zastgpujac wyjasnienia okresleniem ,,w wiadomy
sposob”. Kolejny problem polega na tym, Ze nie wiadomo, czy symbole takie,
Jjak dwukropek, nawiasy, znak réwnosci, kropki i inne, uzywane w arytmetyce,
rowniez naleza do gry rachunkowej oraz, w jaki sposéb nalezy utworzy¢ je
z wymienionych znakow.

W artykule Antwort auf die Ferienplauderei des Hernn Thomae™ Frege
zarzuca formalistom, ze przenoszg wiele z arytmetyki tresciowej do formalnej
tam, gdzie jest im to potrzebne, nie widzac, iz tym samym arytmetyka formalna
jest zbedna. Pokazujac graczom, ktére symbole sa figurami w grze, formalisci
potrzebuja pewnych regut przeksztalcania, pozwalajacych na operowanie tymi
symbolami. Thomae uznaje za jedna z zasad swojej arytmetyki formalnej prawo
przemienno$ci dodawania (,,a + a’ = a’ -+ a”). Mozna wiec zapytag, co stwierdza
ta zasada. Nie stwierdza si¢ tu przeciez, ze symbol ,,a + a’” jest identyczny
z symbolem ,,a’ + a”. Jesli znakom liczbowym nie przypisuje sie tresci, nie
mozna rowniez zdefiniowa¢ dziatan na liczbach, gdyz dzialania odnosza si¢ do
tresci znakéw liczbowych, a nie do samych znakéw. W referacie Uber formale
Theorien der Arithmetik’ Frege wyjasnit to na przyktadzie dodawania wlam-

. C . a . ¢ .
kéw. Suma utamkéw musi by¢ ogélnie wyjasniona jako ,,suma E i i Jest

a-d+c-b, : . , o 1.1 .
——~b—d——— . Stad jednak nie mozna wyprowadzi¢, ze suma -?t i —iwynom 1,

I-2+1.2
gdyz otrzymuje si¢ jedynie ——2———2——— , a to jest tylko pusta figura. Nie mozna

. C [, 3
rowniez stwierdzié, ze E jest rowne —6— , gdyz sa to tylko figury. Réwnos¢ taka

*® G. Frege: Die Unmaoglichkeit der Thomaschen formalen Arithmetik, op.cit., s. 329.
% G. Frege: Antwort auf die Ferienplauderei des Herrn Thomae, 5. 325.
U G. Frege: Uber formale Theorien der Arithmetik, op.cit., 5. 108.
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mozna odnie$¢ jedynie wobec tresci, a jeéli znakom nie przypisuje si¢ zadnej
tresci, to réwno$é ta nie ma sensu. Skoro jednak formalisci dopuszczaja takie
dziatania, to musza zaktada¢ arytmetyke tresciowa.

Drugi blad, jaki popelnia Thomae, interpretujac arytmetyke jako gre ra-
chunkowg, dotyczy zasad gry. W szachach sprawa jest okreslona: jedna figura
szachowa na polu szachownicy zostaje zastapiona przez inng badz odrzucona
z szachownicy. Dzialania te okreslone sq przez reguty gry, ale zaden ruch ani
ustawienie figur szachowych nie wyraza regul, bo zadaniem figur szachowych
nie jest wyrazanie czegokolwiek, a tym bardziej mysli. Reguly nie sa przed-
miotem gry, lecz podstawa teorii tej gry. Majac dang gre w szachy mozna utwo-
rzy¢ jej teorie 1 to wlasnie ona zawiera zinterpretowane zdania o ruchach figur
szachowych i ich ukfadzie. Tego odréznienia gry od jej teorii formalisci jednak
nie zauwazaja.

Jak wyglada to w przypadku arytmetyki?

§ 93. Arytmetyka formalna wypiera si¢ tego celu [tj. bycia naukq —
M.K.]. Jesli jest tylko gra z figurami, zawiera réwnie mato twierdzen
i dowodéw, co gra w szachy. Wprawdzie w teorii szachdw moga by¢
twierdzenia, ale nie ma ich w samych szachach. W formalnej arytme-
tyce sg tylko reguty. Ale mozliwa do pomyslenia jest teoria formalne;j
arytmetyki i w niej dane begda twierdzenia, moéwiace np. Zze mozna,
zgodnie z reguiami gry, przejsé od pewnej grupy figur do innej grupy.

Czy w formalnej arytmetyce mozliwe sg definicje? W zadnym
wypadku te, ktére ustanawiaja znaczenie [Bedeurung] znakéw aryt-
metycznych, gdyz nie rozpatruje si¢ tu znaczeh. Zamiast definicji
wprowadza sie tu nowe figury polaczone z regutami operowania nimi.
Tylko to mozna rozumie¢ przez okreélenie ,definicje formalne”
o Thomae. Jednak w teorii arytmetyk: formalnej wiadciwe definicje sg
mozliwe, ale nie ustanawiaja one znaczenia figur, gdyz ich znaczenia
nie rozpatruje sig tu, lecz wyjasnia sig wyrazenia, dzigki ktdrym moz-
na krécej ujaé twierdzenia tej teorii.

Odrézmienie pomigdzy samg gra a jej teoria, ktérego nie dokonat
Thomae, ma zasadnicze znaczenie dla preblemu. Jesli w wyjasnie-
niach Thomae napotka si¢ twierdzenia, musza one byé zaliczone do
teoril gry. Te twierdzenia tylko pozornie méwia co$ o figurach, kto-
rych wlasnoéci sa prawie calkiem bez znaczenia i sg uzywane jedynie
dla odréznienia figur. Te twierdzenia rzucaja Swiatlo na wilasnosei
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regul gry. W teorii szachéw nie bada sig wlasciwie figur, lecz rozpa-
truje si¢ zasady i ich konsekwencje®™.

A zatem formalna arytmetyka jest mozliwa pod warunkiem, ze zawsze bedzie
si¢ $cisle oddzielad gre od teorii tej gry, tak jak w logice Fregego — ideografie
od zdan mowiacych o ideografii. Czemu wicc Frege nie podjat prdby budowy
arytmetyki w taki wladnie sposdb? Przede wszystkim dlatego, ze nie mogt
przyjaé podstawowego zatozenia formalistéw, Ze znaki w grze rachunkowej nie
maja odniesienia przedmiotowego. Mozliwos¢ zbudowania metaarytmetyki nie
oznaczala dla Fregego, Ze w samej arytmetyce nalezy zajmowaé sie pustymi
znakami. Drugie przekonanie, ktorego nie moégt przyjaé Frege, dotyczy dowol-
nosci, ktdra dopuszczaja formalisci we wprowadzaniu regul gry. Frege byt
przekonany i nie raz dawal temu wyraz, piszac o swojej filozofii logiki, ze
wszelkie prawa sa juz ustalone, bytuja w Swiecie tego, co stale i niezmienne,
a zadaniem podmiotu poznajacego nie jest ich wymyslanie, lecz ujmowanie.

Ostatni argument Fregego dotyczy mozliwosei skonstruowania ciagu nie-
skoficzonego w arytmetyce formalnej. Thomae 1 Heine wprowadzajg ciagi nie-
skoficzone bez zadnych uzasadnien. Pierwsze zastrzezenie, jakie czyni Frege,
opiera si¢ na formalistycznej koncepcji liczby. Skoro liczby sa zapisanymi,
fizycznymi znakami, to zaden czlowiek nie jest w stanie i nigdy nic bedzie
moégl zapisaé nieskonczonego ciagu takich znakéw.

Podsumowanie

Przed prezentacja wiasnej definicji liczby, Frege przeprowadzit krytyke
panujacych w filozofii matematyki pogladéw dotyczacych natury arytmetyki.
Swoja propozycje sformulowal w opozycji wobec psychologistéw, kantystow,
empirystow i formalistow. Wplyw Fregego na filozofi¢ matematyki jest zatem
podwdjny: nie tylko zaproponowal on nowe rozwiazania, lecz takze wykazat
bledy i niespojnosé dwezesnych pogladdw. Tej wlasnie krytycznej czgsci filo-
zofii matematyki po$wigecony zostat niniejszy artykut.

52 G, Frege: Grundgesetze, op.cit., § 93, s. 101-102.



