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Ryzyko kredytowe wynika z mozliwosci niedotrzymania warunkéw umowy przez kredytobiorce i polega na
nieotrzymaniu przez bank w ustalonym terminie ptatno$ci okreslonej warunkami kredytu. Ryzyko kredytowe
najczesciej jest utozsamiane z wystapieniem niewyptacalno$ci kredytobiorcy. Jak zauwazajg Hu i Cheng
(2015), w literaturze przedmiotu do tej pory zbyt mato uwagi poswigcono zdarzeniom konkurujacym z ryzy-
kiem niewyptacalnosci i ich potencjalnemu wpfywowi na oszacowanie prawdopodobienstwa niewypfacalnoSci.
W artykule niewyptacalnos¢ kredytobiorcy i wczesniejsza sptata sg traktowane jako zdarzenia konkurujgce.
Do badania natezenia zdarzen konkurujacych zastosowano dwa podejScia — oszacowanie intensywnosci
zdarzenia typu ¢ (cause-specific hazard) oraz metode intensywno$ci subrozkfadu (subdistribution hazard).
Omowiono zasady interpretacji wynikow w przypadku stosowania kazdego z podej$¢ w modelowaniu ryzyka
kredytowego. Dla kazdego z podej$¢ zbudowano odpowiednie modele regresyjne, przeprowadzono analizg
wrazliwosci i porownano uzyskane wyniki. Badanie empiryczne przeprowadzono na podstawie proby 5 tys.
60-miesigcznych kredytow udzielonych przez jedng z instytuciji kredytowych w Polsce. Do budowy modeli
regresyjnych ryzyka niewyptacalnosci wykorzystano dane aplikacyjne kredytobiorcow.

Stowa kluczowe: modele Fine-Graya, analiza wrazliwosci modeli Coxa, prawdopodobienstwo niewypfa-
calnosci, przedwczesna sptata kredytu.
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Credit risk arises from the debtor’s possible failure to meet the terms and conditions of the credit contract.
As a result, the bank does not receive a particular payment stipulated by the contractual provisions. Credit
risk usually equates with the credit taker’s insolvency. Hu and Cheng (2015) note the shortage of studies
devoted to other kinds of credit risks competing with the risk of default and their influence on the evaluation
of the probability of default. In the article, a default and an early repayment are considered to be competing
risks. Two approaches were used to research the intensity of competing risks: evaluation of cause-specific
hazard and sub-distribution hazard respectively. The interpretation principles within the results acquired by the
use of either method have been discussed. For either of the approaches, proper regression models have been
set up, alongside conducting the sensitivity analysis. The results have been duly compared. The empirical
study employed a sample of 5000 sixty-months’ credits granted by one of the Polish financial institutions.
Application characteristics of the credit takers have been used in regression models as covariates.
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1. Wprowadzenie

Ryzyko kredytowe wynika z mozliwoSci niedotrzymania warunkOw umowy
przez kredytobiorceg i polega na nieotrzymaniu przez bank w ustalonym ter-
minie platnosci okreslonej warunkami kredytu (Jajuga, 2004). Dla wigkszosci
bankéw stanowi ono najwigksze Zrodio ryzyka (Gwizdata, 2011). Pierwsze
modele ryzyka kredytowego powstaly juz w latach 40. dwudziestego wieku
(Thomas, 2000). Dynamiczny rozwdj badan naukowych w tym zakresie nasta-
pit w latach 90. m.in. za sprawg nowych technologii i dzigki rozwojowi
baz danych. Od poczatku biezacego stulecia duzg uwage badaczy skupiajg
modele przezycia (historii zdarzen), ktére wnosza do modelowania ryzyka
kredytowego drugi wymiar. Modelowany jest nie tylko fakt realizacji ryzyka
kredytowego, ale réwniez czas, w ktorym si¢ ono zrealizuje. Narain (1992),
a nastgpnie Banasik, Crook i Thomas (1999) zaproponowali wykorzystanie
modeli proporcjonalnego hazardu Coxa do badania ryzyka niewypfacalnoSci
kredytobiorcy. Jest to metoda analizy przezycia najcz¢Sciej wykorzystywana
do badania ryzyka kredytowego w ostatniej dekadzie (Tong, Mues i Tho-
mas, 2012). Modele Coxa zastosowali m.in. Stepanova i Thomas (2002),
ktorzy modelowali rozktad niewyptacalnosci i rozktad wczesniejszej splaty,
Andreeva (2006), ktéra z wykorzystaniem modeli Coxa zbudowata modele
generyczne dla rynku europejskiego, czy Bellotti i Crook (2007), ktorzy
wprowadzili do modelu zmienne makroekonomiczne.

Ryzyko kredytowe jest najcze$ciej utozsamiane z wystapieniem niewypla-
calnoSci kredytobiorcy. Niedotrzymanie warunkéw umowy kredytowej moze
jednak wynika¢ z innych przyczyn, takich jak: wczes$niejsza splata kredytu,
zmiana warunkéw umowy (np. przewalutowanie kredytu), Smier¢ kredyto-
biorcy itp. Wszystkie te zdarzenia powoduja zaburzenie planéw finansowych
kredytodawcy i moga mie¢ negatywny wplyw na jego finanse (por. Meluch,
2004). Jak zauwazaja Hu i Cheng (2015), w literaturze przedmiotu do tej
pory zbyt mato uwagi poSwiecono zdarzeniom konkurujacym z ryzykiem
niewyplacalnodci i ich potencjalnemu wplywowi na oszacowanie prawdopo-
dobienstwa niewyptacalnosci. Brakuje zaréwno prac, ktére przedstawiatyby
wyniki badan na probach pobranych z rzeczywistych populacji, jak i wynikow
badan symulacyjnych (Hu i Cheng, 2015).

Celem niniejszego artykutu jest zbadanie mozliwoSci zastosowania modeli
zdarzen konkurujacych do badania ryzyka niewyptacalnodci i ryzyka wcze-
S$niejszej splaty kredytu. Uwage poswigcono problemowi niezaleznosci obu
tych zdarzen i konsekwencji niespelnienia tego zatozenia dla modeli ryzyka
kredytowego budowanych z wykorzystaniem analizy przezycia (analizy histo-
rii zdarzen). Zaproponowano wykorzystanie analizy wrazliwosci opartej na
przedziatach ufnoSci do oceny potencjalnych konsekwencji niespetnienia
zatozenia niezalezno$ci. Wedtug wiedzy autorki jest to pierwsza praca empi-
ryczna prezentujaca zastosowanie analizy wrazliwosci modeli Coxa oraz
modelu Fine-Graya do badania ryzyka kredytowego.
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2. Modele analizy przezycia w badaniu niewyptacalnosci
jako jedynego ryzyka kredytowego

W analizie przezycia badanym zdarzeniem bedzie niewyptacalnosé
rozumiana jako okre§lonej dtugoSci przeterminowanie splaty raty. Jezeli
harmonogram spfat rat kredytu zostanie przerwany z innego powodu niz
niewyplacalno$¢ (np. z powodu catkowitej wczesniejszej splaty), to mamy
do czynienia z obserwacja cenzurowang.

Niech T bedzie nieujemna zmienng losowa wyznaczajaca czas trwania
kredytu do wystapienia niewyptacalnoSci. Funkcja trwania S(¢) jest zdefi-
niowana jako (Jackowska, 2013):

St)=P(T>1t) (1
i jest ona dopetnieniem do jednoSci dystrybuanty rozkiadu:
F(t)=1-8(). 2)

Funkcja gestosci rozktadu moze by¢ wyznaczona jako:

ds(r)
H=1-—~, 3
f ” 3)
natomiast funkcja intensywnosci (funkcja hazardu) wyrazona wzorem:
Me) =limy_ g P(t<T<t+At| T>1)/ At )

jest graniczng wartoScia warunkowego prawdopodobiefistwa zdarzenia
w przedziale od t do ¢+ At, przy malejacej do zera diugoSci przedziatu
1 pod warunkiem, ze dla jednostki nie wystapito zdarzenie do momentu ¢
(Balicki, 2006). Intensywno$¢ moze by¢ rowniez wyrazona za pomoca wzoru:

t
0= 5)
Zachodzi wigc réwnosé:
S(t) = exp|— [ Alwdu], (6)

Przyjmuje sig¢, ze cenzurowanie jest losowe i niezalezne od badanego
zdarzenia (niewyptacalnosci)!. Niezalezno$¢ cenzurowania i zdarzenia
w przypadku badania ryzyka kredytowego oznacza przyjgcie zatozenia, ze
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prawdopodobienstwo niewyptacalnosci kredytobiorcéw, ktérzy dokonali
wczeSniejszej splaty, jest takie samo jak kredytobiorcéw, ktorzy splacaja
kredyt zgodnie z harmonogramem. W dalszej cz¢éci opracowania zatozenie
to bedzie okreSlane w skrdcie jako niezalezno$¢ zdarzef.

Przy tym zalozeniu prawdopodobiefistwo, ze niewyplacalno§¢ wystapi
do momentu #,, moze by¢ oszacowane za pomocg dopelnienia do jednoSci
estymatora Kaplana-Meiera:

Ft)=1-St)=1- 1‘[u 7

j nj

gdzie:

n; — liczba czynnych kredytow bezposrednio przed momentem ¢,

d; — liczba kredytow, w przypadku ktorych wystgpila niewypfacalno$¢
w momencie £ (j = 1, ..., m).

Powyzszy estymator wyznaczany jest dla kazdego momentu, w ktorym
wystapifo zdarzenie. Estymator Kaplana-Meiera modeluje prawdopodobieii-
stwo, ze niewyplacalno$¢ nastapi po okreSlonym czasie przy zalozeniu, ze
jest ono jedynym mozliwym zdarzeniem koficzacym czas trwania (szerzej:
Wycinka, 2015a).

Wplyw poszczegdlnych charakterystyk zwigzanych z kredytobiorca oraz
udzielonym kredytem na czas do wystgpienia niewyplacalnoSci moze by¢
wyrazony za pomocg funkcji regresji wyznaczonej dla funkcji intensywno-
Sci, zdefiniowanej wzorem (4). Jezeli gléwnym celem analizy jest zbadanie
wplywu zmiennej lub zmiennych na czas trwania, to odpowiednim modelem
jest semiparametryczny model proporcjonalnego hazardu Coxa (Hosmer,
Lemeshow i May, 2008):

A,X) = Ao(D)eZ-P% = Ao (1) P, 3)

gdzie:

Ao(?) — hazard bazowy,

X=(Xy,...,X;) — wektor zmiennych objasniajacych,

L= (f1,....0) — wektor wspolczynnikdw wyznaczanych metoda najwigkszej
czgéciowej wiarygodnoSci.

W modelach proporcjonalnego hazardu Coxa utrzymane jest zalozenie
niezalezno$ci cenzurowania i badanego zdarzenia.

Ze wzoru (8) na podstawie zaleznoSci (6) mozna oszacowac funkcje
trwania w zaleznosci od zmiennych objasniajacych (Kleinbaum i Klein, 2012):

S(,X) = [So(0)Z-P%. (9)
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Zmienne objasniajace w modelu Coxa moga by¢ zardwno iloSciowe, jak
i jakoSciowe. Zmienne jakoSciowe o r wariantach wprowadza si¢ do modelu
zazwyczaj jako zestaw r—1 zmiennych zero-jedynkowych (dummy variables).
Iloraz funkcji intensywnoSci dla jednostek rozniacych sie tylko wariantem
zmiennej X; (X; = 1 wzgledem X; = 0) jest rowny e/ i jest nazywany hazardem
wzglednym (hazard ratio). Oznacza on, ze w kazdym momencie trwania kredytu
ryzyko niewyplacalnosci dla kredytu z cechg X; =1 jest e/ razy wicksze niz dla
kredytu z cecha X; = 0 (por. Hosmer i in., 2008). Przedzial ufnosci dla hazardu
wzglednego przy wspodiczynniku ufnosci 95% mozna wyznaczy¢ ze wzoru:

exp[ B+ 1,96 x Se(B.)], (10)

gdzie Se(f;) jest odchyleniem standardowym dla estymatora parametru
w modelu Coxa.

3. Modele zdarzen konkurujacych w badaniu dwéch rodzajow
ryzyka: niewyptacalno$ci i wczesniejszej sptaty

3.1. Modele ryzyka kredytowego przy zatozeniu niezaleznosci
zdarzen konkurujacych

Wezesniejsze zakonczenie sptat kredytu z innych powoddw niz niewy-
placalno$¢ w niektdrych portfelach kredytowych wystepuje z duzym nateze-
niem i dlatego powinno by¢ uwzglednione w procesie modelowania ryzyka
kredytowego. Zdarzenia powodujace wczesniejsze zakonczenie sptat moga
by¢ modelowane jako zdarzenia konkurujace z zastosowaniem odpowied-
nich miar i modeli analizy przezycia. W dalszej czeéci artykutu jako jedyne
zdarzenie konkurujace w stosunku do niewyplfacalnosci bedzie uwazana cal-
kowita wczeSniejsza splata kredytu. Rozwazania mozna jednak uogolni¢ na
wickszg liczbe zdarzen konkurujgcych.

Przyjmijmy, ze spfaty rat kredytu moga si¢ zakonczy¢ wczesniej z jed-
nej z dwoch niezaleznych przyczyn: niewyplacalnoSci i catkowitej splaty.
Analizowane bedzie ryzyko niewyplacalnosci, ale z uwzglednieniem ryzyka
catkowitej sptaty.

Niech 7, bedzie czasem trwania do wystapienia zdarzenia c¢. Funkcje
intensywno$ci dla zdarzenia ¢ (cause-specific hazard function) mozna zapisa¢
jako (Kleinbaum i Klein, 2012):

Aty =limy o PA<T.<t+4t| T.>t)/ At (11)

i wyraza ona chwilowa intensywno$¢ wystapienia zdarzenia ¢ w momencie
t pod warunkiem, ze jednostka nie doznata zdarzenia ¢ do momentu ¢.
Model proporcjonalnego hazardu Coxa dla intensywnoSci zdarzenia ¢ mozna
zapisaé jako:
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Ac(t,X) = Ao () P (12)

oraz
S(t,X) = exp(—/ﬂfl((u)du) (13)

Tak zdefiniowany model moze by¢ osobno skonstruowany dla kazdego
ze zdarzen (ryzyka niewyplacalnodci i catkowitej splaty). Pozwala on na
oddzielne oszacowanie wplywu predyktoréw na kazde ze zdarzefi, a takze
umozliwia wykorzystanie réznych zbioréw zmiennych objasniajacych w kaz-
dym z modeli. Parametry modelu sa interpretowane w taki sam sposdb
jak w modelach bez zdarzefi konkurujacych. Parametry kazdego z modeli
interpretuje si¢ jako efekty w sytuacji, gdy zdarzenie konkurujace nie istnieje
(zostalo wyeliminowane) (Pintilie, 2011).

Stepanowa i Thomas (2002) jako pierwsi zwrdcili uwage na koniecz-
nos$¢ odrebnego modelowania ryzyka niewyptacalnoSci i ryzyka wczes$niej-
szej splaty, a nawet odrebnej kategoryzacji predyktorow do obu modeli
(Stepanowa i Thomas, 2002). Modele Coxa budowane osobno dla ryzyka
niewyplacalnosci i ryzyka wcze$niejszej splaty opieraly si¢ wiec na zatozeniu
niezaleznosci tych zdarzen, mimo ze autorzy tej kwestii nie poruszyli.

Modyfikacja modelu Coxa dla zdarzen konkurujacych pozwalajaca na
zbudowanie jednego modelu dla wszystkich zdarzefi, zamiast osobnych
modeli dla kazdego ze zdarzen, jest metoda zaproponowana przez Lunna
i McNeila (1995) (szerzej: Kleinbaum i Klein, 2012). Model Lunna-McNe-
ila daje takie same oszacowania intensywnosci jak oddzielne modele Coxa
dlatego nie bedzie w tym artykule szerzej omawiany.

W modelach Coxa dla zdarzef konkurujacych utrzymane jest wciaz zalo-
zenie niezaleznoS$ci cenzurowania, ktore zostalo tutaj dodatkowo rozszerzone
na zdarzenie konkurujace. Oznacza ono, ze prawdopodobiefistwo cenzuro-
wania dowolnej jednostki i w momencie ¢ nie zalezy od prawdopodobien-
stwa wystapienia ktoregokolwiek zdarzenia w tym momencie (Kleinbaum
i Klein, 2012). W ryzyku kredytowym oznaczaloby to przyjecie zatozenia,
ze w przypadku kredytow catkowicie sptaconych w momencie ¢ byloby
takie samo prawdopodobiefistwo niewyptacalnoéci kredytobiorcy w kolej-
nych momentach, jak kredytobiorcow, ktorych kredyty pozostaly czynne
i sa dalej narazone na ryzyko niesplacania.

Niespelnienie zalozenia niezaleznosci zdarzeh w modelu hazardu Coxa
dla zdarzenia ¢ moze prowadzi¢ do obcigzenia oszacowania funkcji trwania.
W ryzyku kredytowym, jezeli dla jednostek cenzurowanych jest nizsze ryzyko
niewyplacalnosci niz dla pozostajacych w portfelu kredytdw czynnych, to esty-
mator ./S\C(t) bedzie niedoszacowywal rzeczywista funkcje trwania (poréwnaj:
Pintilie, 2011). Sytuacja taka moze wystapic, gdy splata nastepuje z wtasnych
zasobow finansowych kredytobiorcy. Kolejng wada stosowania tego podejécia
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jest to, ze mimo iz funkcja intensywnosci zdarzenia ¢ okre§lona wzorem (11)

jest interpretowalna, to oszacowana za jej pomoca warto$¢ ./S'\c(t) nie moze

by¢ interpretowana jako prawdopodobiefistwo zdarzenia (Wycinka, 2015a).

Zatozenie niezaleznoSci zdarzen nie moze by¢ w praktyce zweryfikowane,
gdyz wymagaloby to znajomos$ci rozkladéw czasu trwania do wystapienia
kazdego ze zdarzen konkurujacych i rozkladu czasu cenzurowania (Pinti-
lie, 2006). Oznaczaloby to w analizie ryzyka kredytowego, ze dla kazdego
kredytu wystapilyby (w dowolnej kolejnosci): niewyplacalnosé, wezesniejsza
splata i cenzurowanie. Wystapienie jednego z tych zdarzen uniemozliwia
wystgpienie kolejnych. Znany jest wiec tylko czas do wystgpienia pierwszego
ze zdarzef, a taczny rozkfad czasu trwania nie jest znany.

Kleinbaum i Klein (2012) proponuja, by w przypadku merytorycznych
watpliwosci, czy zdarzenia sa niezalezne, wykorzysta¢ analize wrazliwoSci
(sensitivity analysis) modeli Coxa, ktora bada mozliwe ekstremalne odchyle-
nia oszacowan modelu w przypadku niespetnienia zalozenia niezaleznoSci.
Trzeba mie¢ jednak na uwadze to, ze sa to mozliwe maksymalne bigdy,
a nie rzeczywiste bledy (Kleinbaum i Klein, 2012).

Analiza wrazliwoSci polega na zbudowaniu trzech modeli Coxa z tym
samym zestawem predyktordéw, w nastepujacy sposob:

— model badany — przyjmuje si¢ zalozenie niezaleznoSci zdarzen, mod-
elowane jest badane zdarzenie (osobno niewyptacalno$¢ i wezeSniejsza
splata), a realizacje zdarzenia konkurujacego traktowane sa jako obser-
wacje cenzurowane;

— model ekstremalny I — zdarzenie badane i konkurujace sa traktowane
jednakowo i podlegaja rownocze$nie modelowaniu;

— model ekstremalny II — modelowane jest badane zdarzenie, a jednost-
kom, ktére doznaly zdarzenia konkurujacego, przypisuje si¢ najdtuzszy
czas trwania obserwowany w probie i zalicza si¢ je do obserwacji cen-
zurowanych.

Nastepnie dla kazdego z predyktorOw poréwnywane sa oszacowania
parametréw lub hazardéw wzglednych z tych trzech modeli. Warto$¢ osza-
cowania dla modelu badanego, ktora nie lezy w przedziale wyznaczonym
przez oszacowania dla modeli ekstremalnych, moze $wiadczy¢é o poten-
cjalnym btedzie popelnianym przy ocenie efektu z powodu nieprawidiowo
przyjetego zalozenia o niezaleznosci (Kleinbaum i Klein, 2012). Powyzsza
metoda, opisana przez Kleinbauma i Kleina (2012), wykorzystuje jedynie
oszacowania punktowe parametroOw modeli, pomijajac biedy oszacowan.
Dlatego w niniejszym opracowaniu zaproponowano, by analiz¢ wrazliwoSci
przeprowadza¢ na podstawie porOwnan przedziatow ufnoSci zbudowanych
wedtug wzoru (10) dla modelu badanego i modeli ekstremalnych. Roztacz-
no$¢ przedziatu dla modelu badanego i ktérego$ z modeli ekstremalnych
moze wskazywac na istotne roznice w interpretacji wplywu poszczegdlnych
predyktoréw na ryzyko i §wiadczy¢ o tym, ze w rzeczywisto$ci zatozenie
niezaleznoS$ci zdarzen nie jest spelnione. Przy interpretacji wynikow analizy
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wrazliwo$ci nalezy jednak zachowaé ostrozno$¢ wobec tych zmiennych, dla
ktorych przedzialy istotnoSci hazardu wzglednego dla modeli ekstremalnych
zawierajg warto$¢ 1. JeSli oszacowania parametréw modeli ekstremalnych
nie sg statystycznie istotne, nie mozna stwierdzi¢, czy faktycznie pokrywaja
badZ nie przedzialy ufnosci dla badanego modelu.

3.2 Modele ryzyka kredytowego niewymagajace speifnienia zatozenia
niezaleznosci zdarzen konkurujacych

Jak argumentowano powyzej, zalozenie niezaleznosci zdarzen konkuru-
jacych moze by¢ niespelnione w przypadku ryzyka kredytowego. Alterna-
tywnym sposobem badania wplywu predyktoréw na analizowane zdarzenie
z uwzglednieniem wplywu zdarzefn konkurujacych jest wyznaczanie funkcji
hazardu subrozktadu (subdistribution hazard lub hazard function of subdi-
stribution) (Hu i Cheng, 2015), a nastgpnie oszacowanie modelu regresji
dla tej funkcji (model Fine-Graya).

Niech (7, C) bgdzie dwuwymiarowa zmienna losowa taka, ze T > 0 jest
czasem do wystapienia pierwszego zdarzenia, a C jest rodzajem zdarzenia
(CeA{1,...,p}). Funkcja subdystrybuanty (cumulative incidence function, CIF
lub subdistribution) jest definiowana jako:

F(t)=P(T<t, C=c) (14)

i wyraza prawdopodobiefistwo, ze zdarzenie ¢ wystapi do czasu #(Pintilie,
2006; Wycinka, 2015a).
Funkcja hazardu subrozktadu zdefiniowana zostata przez Graya (1988) jako:

2e() =limy_oP<T<t+4t, C=c| TtV (T<tr C#c))/4t (15)

1 moze by¢ interpretowana jako prawdopodobienstwo wystapienia zda-
rzenia i w przedziale czasu A4t, pod warunkiem, ze jednostka nie doznata
wczesniej zdarzenia ¢ badZz doznala wcze$niej zdarzenia konkurujacego
(Pintilie, 2006, s. 71).

Fine i Gray (1999) zmodyfikowali model Coxa dla przypadku zdarzef
konkurujacych. Jednostki, ktére doznaly zdarzenia konkurujacego, sa ujmo-
wane w modelu w kolejnych okresach, ale z malejacymi wagami. W rezulta-
cie modelowana jest funkcja hazardu subrozkiadu (wzér 15), a nie funkcja
hazardu zdarzenia ¢ (wzér 11).

Model Fine-Graya mozna zapisa¢ jako:

A (@t,X) = A (e, (16)
gdzie:

A*  — hazard subrozktadu,
A¢" — hazard bazowy subrozkladu.
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Wyniki estymacji modelu Fina-Graya pokazujg rzeczywiste roznice w zna-
czeniu hazardu wzglednego subrozktadu pomigdzy jednostkami o ustalonych
wariantach predyktoréw (Pintilie, 2011).

3.3. Budowa modeli regresyjnych dla zdarzen konkurujacych

Do budowy modeli regresji ryzyka niewyplacalnosci (modeli skoringo-
wych) najczedciej wykorzystuje si¢ dane aplikacyjne kredytobiorcow (tzn.
dane pochodzace z wnioskow kredytowych), takie jak wielko$¢ kredytu i raty,
cel kredytu, wiek kredytobiorcy, jego wyksztalcenie czy sytuacja majatkowa
(por. Banasik, Crook i Thomas, 1999; Andreeva, 2006). Zmienne te moga
by¢ zaréwno iloSciowe, jak i jakoSciowe. Na famach literatury przedmiotu
toczy sie¢ od wielu lat dyskusja o zaletach i wadach kategoryzowania zmien-
nych ilo§ciowych w modelach regresji (Sauerbrei i Royston, 2010; Williams,
Mandrekar, Mandrekar, Cha i Furth, 2006). Jednak ze wzglgdu na prak-
tyke budowy modeli skoringowych, w ktérych wykorzystuje si¢ najczesciej
zmienne skategoryzowane, w niniejszym badaniu wszystkie zmienne, w tym
iloSciowe, zostaly skategoryzowane. Do kategoryzacji zmiennych wyko-
rzystano metod¢ pordwnan krzywych Kaplana-Meiera zaproponowang
przez autorke we wczesniejszym badaniu (Wycinka, 2015b). Dla kazdej ze
zmiennych wielodzielnych o r wariantach tworzonych jest r — 1 zmiennych
binarnych.

Istnieje wiele algorytmdédw doboru zmiennych do modelu. W badaniu
dobor zmiennych do modelu przeprowadzono wedlug procedury zapropono-
wanej przez Hosmera, Lemeshowa i May (2008). W pierwszym kroku zbu-
dowano jednoczynnikowe modele Coxa dla kazdego z predyktoréw osobno.
Hosmer zaleca, by do dalszej analizy wzia¢ te zmienne, dla ktérych modele
jednoczynnikowe sg istotne co najmniej na poziomie istotnosci 0,2 (Hosmer,
Lemeshow i May, 2008). Z udzialem tak wybranych predyktoréw budowany
jest model petny. Nastepnie, postugujac si¢ procedura wstecznej eliminacji
(backward elimination), usuwa si¢ z niego kolejno zmienne o najwyzszym
p-value (dla statystyki Walda) tak diugo, az wszystkie zmienne pozosta-
wione w modelu sg statystycznie istotne (Nufiez, Steyerberg i Nafez, 2011).
W przypadku zmiennych, dla ktérych tylko czg§¢ z wyodrebnionych we
wstepnej analizie wariantOw jest nieistotna, warianty te faczy si¢ z tzw. grupa
odniesienia, czyli tym wariantem zmiennej, ktory nie jest w modelu ujety.

Kolejnym rozwazanym problemem jest relacja liczby zmiennych obja-
$niajacych do wielkoSci proby. W analizie przezycia wielko$¢ proby nie jest
mierzona liczbg jednostek, ale liczbg obserwacji niecenzurowanych (Hosmer
i in., 2008). Dla kazdego ze zdarzen konkurujacych moze to by¢ wigc inna
wielko$¢, jesli udzial jednostek w probie, ktére doznaly poszczegélnych
rodzajow zdarzef, jest rozny. Jak wykazali w badaniach symulacyjnych
Peduzzi, Concato, Feinstein i Holford (1995), w analizie przezycia na jedna
zmienna objasniajaca powinno przypadac nie mniej niz 10 jednostek. Liczba
zmiennych w modelu jest wigc ograniczona liczba zdarzeh w probie.
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4. Charakterystyka proby i wyniki badan empirycznych

Badanie empiryczne przeprowadzono na podstawie proby 5 tys. 60-mie-
sigcznych kredytow udzielonych osobom fizycznym przez jedna z instytucji
kredytowych w Polsce. Kazdy kredyt byt obserwowany przez okres pierwszych
24 miesigcy trwania. Niewyplacalno$¢ (default) zostala zdefiniowana jako
co najmniej 90-dniowe przeterminowanie splaty raty. Wczeséniejsza splata
oznaczala sptate pozostatych zobowigzafi wobec banku wraz z ostatnia spta-
cang regularnie rata i zamknigcie kredytu. W prdbie badanych kredytow
nie wystapily inne zdarzenia powodujace przerwanie harmonogramu splat.
Dla kredytow, dla ktérych do 24 miesiaca nie wystapito 90-dniowe przeter-
minowanie lub wczesniejsza sptata, przyjeto w badaniu, ze sg obserwacjami
cenzurowanymi w 24. miesiagcu. W badanym okresie 90-dniowe przetermi-
nowanie w splacie kredytu wystapifo co najmniej jeden raz w 297 umo-
wach (5,9%). Wczesniej sptaconych zostato 2429 uméw (48,58%). Pozostate
2274 umowy (45,5%) byly czynne w 24. miesiacu i nie wystapilo do tego
czasu przeterminowanie 90-dniowe.

Zestaw potencjalnych predyktorow ryzyka stanowit zbiér 15 zmiennych.
Zmienne, na zadanie instytucji udostepniajacej dane, zostaly zanonimizo-
wane, jak rowniez zakodowano nazwy zmiennych za pomocag liter X z kolej-
nymi indeksami. Zmienne zostaly skategoryzowane i nast¢pnie podzielone
na zmienne dychotomiczne wedlug procedury opisanej w punkcie 3.3. Na
podstawie jednoczynnikowych modeli Coxa, szacowanych dla kazdego z pre-
dyktoréw osobno, wyodrebniono 18 zmiennych dychotomicznych, ktore byty
statystycznie istotnymi predyktorami niewyptacalnosci. Przyjmujac zatozenie
niezaleznoS$ci ryzyka niewyptacalnoSci i wczesniejszej splaty, tak wyodreb-
nione zmienne wykorzystano do budowy modelu pelnego dla ryzyka nie-
wyplacalnosci (model 1), w ktorym wystapienie wczesniejszej splaty jest
zaliczane do obserwacji cenzurowanych. W analogiczny sposob zbudowano
model pelny dla wezesniejszej splaty, gdzie wystapienie niewyptacalnosci jest
zaliczane do obserwacji cenzurowanych (model 3). Wyniki przedstawiono
w tabeli 1.

Nast¢pnie metoda eliminacji wstecznej zredukowano kazdy z modeli
pelnych do modelu ze wszystkimi zmiennymi objaSniajagcymi istotnymi na
poziomie o = 0,05 (odpowiednio modele 2 i 4). Dwanascie zmiennych zero-
jedynkowych okazato si¢ istotnymi predyktorami niewyptacalnos$ci w modelu
wieloczynnikowym (model 2), a jedenascie zmiennych w wieloczynnikowym
modelu wcze$niejszej splaty (model 5). Prawie pofowa zmiennych obja-
$niajacych w modelu Coxa dla niewyplacalnosci (model 2) nie znalazia si¢
w modelu Coxa dla wczeSniejszej splaty (model 5), a jednocze$nie trzy ze
zmiennych w modelu 5 nie znalazly si¢ w modelu 2. WartoS$ci oszacowan
intensywnoSci w obu tych modelach nie moga by¢ bezpo§rednio poréwny-
wane ze wzgledu na to, ze modele zawierajg r6znigce si¢ zestawy predyk-
toréw. Aby ocenié, czy zmienne, ktore sa zaréwno predyktorami ryzyka
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niewyplacalnosci, jak i wcze$niejszej sptaty, w taki sam sposoéb wplywaja na
oba zdarzenia, zbudowano model Coxa dla wcze$niejszej splaty (model 4)
z predyktorami, ktére wczesniej zostaty wybrane do modelu 2. W modelu
tym wigkszo$¢ z predyktoroOw niewyplacalnoSci okazala si¢ nieistotnymi
predyktorami wcze$niejszej splaty, a te zmienne, ktdre w obu modelach
byly istotne (X4_2; X6_3; X10_3+4), roznily si¢ oszacowaniami hazardoéw
wzglednych. Potwierdza to wnioski z wcze$niejszych badan, ze oba rodzaje
ryzyka powinny by¢ modelowane oddzielnie przy wykorzystaniu innego
zestawu predyktorow.

W nastepnym kroku zweryfikowano zalozenie niezaleznosci niewypta-
calnosci i wezedniejszej splaty za pomocg analizy wrazliwoSci.

Rysunek 1 przedstawia oszacowania hazardow wzglednych dla modelu 2
i zbudowanych dla niego modeli ekstremalnych wediug metody opisanej
w podpunkcie 3.2. Dla wigkszoSci zmiennych oszacowanie punktowe hazardu
wzglednego w modelu badanym (model 2) lezy poza przedzialem wyzna-
czonym przez oszacowania hazardow wzglednych w modelach ekstremal-
nych (poza X9, X12, X13, X5_3). Dla tych zmiennych istnieje zagrozenie
btednej interpretacji wplywu poszczeg6lnych zmiennych obja$niajacych na
ryzyko niewyplacalnoSci, jeSli przedwczesna splata bedzie traktowana jako
zdarzenie niezalezne.

Dla wigkszos$ci zmiennych (poza X4 2 i X4 6) odleglosci miedzy
oszacowaniami hazardu wzglednego w modelu badanym i modelach sg

24

22

2,0

o

hazard wzgledny (HR)
RN
e
H o

R

0,4 o
< model Coxa (model 2)
0,2 modele ekstremalne
X9 X13 X23 X46 X6 2 X102
X12 X22 X42 X53 X63 X103+4
predyktory

Rys. 1. Analiza wrazliwosci modelu Coxa dla ryzyka niewyptacalnosci (model 2). Zrédfo:
opracowanie wlasne na podstawie badania empirycznego.
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nieznaczne, co moze sugerowaé, ze po uwzglednieniu rozproszenia esty-
matoréw rdznice te nie beda statystycznie istotne. Dlatego w nastepnym
kroku przeprowadzono zmodyfikowana analiz¢ wrazliwosSci wedlug pro-
pozycji autorki (95% przedzialy ufnoéci dla oszacowan hazardu wzgled-
nego). Z rysunku 2 wynika, ze brak speinienia zalozenia niezaleznosci nie
wplywa istotnie na interpretacje hazardu wzglednego dla zmiennych X2,,
X235, X65, X10,, X10_3+4. Jest to wigc inny zestaw predyktoréw niz ten
wskazany na rysunku 1. Ponadto dla wigkszoSci zmiennych przedzialy ufnosci
modelu badanego pokrywaja si¢ z przedziatami dla modelu ekstremalnego
II, a nie pokrywaja si¢ z przedziatami dla modelu ekstremalnego I. Model
ekstremalny I zaklada, ze kredyty przedwcze$nie sptacone sa obcigzone
wysokim ryzykiem niewyptacalnoSci, czyli kredytobiorca mial problemy ze
splata zobowiazan i dlatego refinansowal kredyt. Przedwczesna sptata zapo-
biegtaby grozacej niewyplacalnosci. Natomiast model ekstremalny II przyj-
muje zalozenie, ze przedwczesnych sptat dokonuja kredytobiorcy w dobrej
sytuacji finansowej nienarazeni na ryzyko niewyptacalnosci. Zgodno$¢ osza-
cowan analizowanego modelu Coxa (model 2) z modelem ekstremalnym 11
sugeruje, ze w portfelu kredytow, z ktorego byta wygenerowana prdba,
wczesniejsze splaty byly dokonywane przez kredytobiorcéw niezagrozo-
nych ryzykiem niewyptacalnoSci. Wniosek ten jest zgodny z obserwacjami
kredytodawcy.
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Rys. 2. Przedzialy ufnosci hazardu wzglednego w analizie wrazliwosci modelu Coxa dla
ryzyka niewyptacalnosci (model 2). Zrédfo: opracowanie wfasne na podstawie badania
empirycznego.
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Przedzialy ufnoSci dla modelu ekstremalnego I sa znacznie we¢zsze niz
przedzialy ufno$ci dla modelu badanego i modelu ekstremalnego. Wynika
to z tego, ze w modelu ekstremalnym I zdarzenie konkurujace jest trakto-
wane jak zdarzenie badane, co spowodowato zwigkszenie liczby obserwacji
niecenzurowanych z 297 do 2726.

Interesujaca anomali¢ odnotowano dla zmiennych X4 2 oraz X4_6, ktore
sa zmiennymi dychotomicznymi utworzonymi z jednej zmiennej wielodzielnej
o trzech wariantach. Oszacowania hazardu wzglednego w obu modelach
ekstremalnych wskazuja na przeciwny kierunek wplywu tych zmiennych,
niz ma to miejsce w przypadku modelu badanego (model 2). Zmienna X4
i zasadno$¢ jej wykorzystania w modelu oceny ryzyka niewyptacalnoSci
powinny zostaé przeanalizowane przez kredytodawce.

Ze wzgledu na to, ze analiza wrazliwoSci modelu niewyplacalnosci wska-
zuje na mozliwe niespelnienie zalozenia niezaleznoSci ryzyka niewyptacal-
nosci i ryzyka wcze$niejszej splaty, oszacowano parametry modelu Fine-
Graya dla ryzyka niewyptacalnosci. Tak jak w przypadku modeli Coxa, dla
ryzyka niewyptacalno$ci zbudowany zostal model ze wszystkimi zmiennymi
(model 6), a nastgpnie utworzony z niego metoda eliminacji wstecznej model
tylko z istotnymi predyktorami (model 8). Model ten zawiera inny zestaw
predyktoréw niz analogiczny model Coxa (model 2). W celu mozliwoSci
poroéwnania oszacowafh modelu 2 Coxa z oszacowaniami modelu Graya
zostal zbudowany model 7 z zestawem parametrow, ktore byly wykorzy-
stane w modelu 2. W modelu tym cze$¢ ze zmiennych jest statystycznie
nieistotna i wszystkie oszacowania hazardow wzglednych rdéznig si¢ nie-
znacznie od odpowiednich oszacowann w modelu Coxa. Roznice te doty-
cza jednak tylko nate¢zenia wplywu predyktoréw na ryzyko, a nie kierunku
oddziatywania.

Taka sama metode postgpowania zastosowano dla modeli Graya dla
ryzyka wcze$niejszej splaty (tabela 1). W pierwszej kolejnosci zbudowany
zostal model pelny (model 9), a nastgpnie metoda eliminacji wstecznej
model 11. Natomiast model 10 zawiera zestaw predyktordw taki, jaki byt
wykorzystany w modelach 2, 4 oraz 7. Oszacowania hazardow wzglednych
modeli 2, 4 oraz 7 moga by¢ bezpoSrednio porownywane. Tak samo jak
zaobserwowano w przypadku ryzyka niewyptacalnosci, w modelu Graya dla
ryzyka wczesniejszej splaty wystapily zmiany w zestawie predyktorow wzgle-
dem modelu Coxa (model 5 i model 11). Nieznaczne réznice wystepuja tez
w oszacowaniach hazardéw wzglednych w obu modelach. Mniejsze r6znice
w oszacowaniach hazardéw wzglednych w modelach dla ryzyka wcze$niejszej
splaty wzgledem modeli dla niewyptacalnoSci wynikaja z r6znic w liczbie
obu zdarzen, a przez to faktycznej liczbie jednostek wykorzystanych przy
szacowaniu parametréw modelu (297 niewyptacalnosci wzgledem 2429 wcze-
$niejszych sptat).
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5. Podsumowanie

Roéznice miedzy oszacowaniami modelu Coxa i modelu Fine-Graya nie
sg duze, jednak zastosowanie procedury eliminacji wstecznej doprowadzito
ostatecznie do innych zestawoéw zmiennych w analogicznych modelach
(modele 2 i 8 oraz modele 5 i 11). Moze to prowadzi¢ do réznic w klasy-
fikacji kredytobiorcow wedtug ryzyka niewyptacalnosci i ryzyka wczeSniejszej
splaty przeprowadzonych za pomocg modelu Coxa i modelu Fine-Graya.

Interpretujac oszacowania hazardu wzglednego dla poszczegdlnych
modeli, trzeba mie¢ na uwadze to, ze hazard wzgledny w modelu Coxa dla
niewyplacalnosci (modele 1 i 2) pokazuje ilukrotnie kredytobiorca z danym
wariantem zmiennej jest bardziej narazony na ryzyko niewyptacalnoSci niz
kredytobiorca nieposiadajacy tego wariantu (ceteris paribus) przy zalozeniu,
ze ryzyko wczesniejszej splaty nie wystepuje. Natomiast modele Fine-Graya
(modele 6-8) pokazuja ryzyko niewyplacalnosci, biorac pod uwage towarzy-
szace ryzyko wczeSniejszej sptaty. Model Coxa bedzie wigc odpowiedni do
oceny ryzyka niewyptacalnosci w portfelach, w ktorych mozliwos¢ wczes$niej-
szej splaty zostanie ograniczona przez kredytodawce, natomiast w portfelach
narazonych na ryzyko wcze$niejszej sptaty bardziej prawidlowe oszacowania
daje model Fine-Graya.

Analiza wrazliwosci modelu Coxa z wykorzystaniem przedziatow ufnoSci
pozwolita na oceng, czy zalozenie niezalezno$ci zdarzef jest spetnione, oraz
sformutowanie hipotezy odno$nie ryzyka niewyplacalnosci dla kredytobior-
cow, ktorzy dokonali wezesniejszej splaty kredytu.

Modele Coxa i modele Fine-Graya moga by¢ uzytecznym narzedziem
w analizie ryzyka kredytowego. Jak pokazaty wyniki przeprowadzonego
badania empirycznego, modele te umozliwiaja identyfikacje cech kredytéw
i kredytobiorcow podatnych na poszczegélne rodzaje ryzyka kredytowego
w okreSlonym czasie.

Przypisy

I Pojecia losowosci cenzurowania, niezaleznosci cenzurowania oraz nieinformacyjnosci
cenzurowania sg czesto utozsamiane, dlatego ze czgsto wszystkie trzy zalozenia sg
jednocze$nie spetnione, nie sg to jednak pojecia rownoznaczne. Kleinbaum i Klein
(2012) podkreslaja roéznice migdzy tymi poj¢ciami i zwracaja uwage na koniecznosé
prawidlowego ich rozrézniania.
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