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METODA MONTE CARLO
W ZAGADNIENIACH O DUZEJ LICZBIE STOPNI SWOBODY

Streszczenie

Wraz ze wzrostem mozliwosci obliczeniowych komputerdw 1 upowszechnieniu technologii
obliczen chmurowych ro$nie znaczenie metod symulacyjnych, w szczegdlnosci metody Monte Carlo.
Jako$¢ uzyskanych wynikow w duzej mierze zalezy od zastosowanych w tej metodzie ciggow
liczbowych. W artykule przyblizono zagadnienie tworzenia oraz zastosowania ciagow pseudolosowych
I quasilosowych. Celem niniejszej publikacji byto eksperymentalne zbadanie r6znic w uzyskanych
wynikach przy zastosowaniu r6znych ciggéw liczbowych dla zagadnien o duzej liczbie stopni swobody.

Stowa kluczowe: metoda Monte Carlo, metoda quasi-Monte Carlo, ciag Haltona, szyfrowany ciag
Haltona, dyskrepancja, ciag van der Corputa.

MONTE CARLO METHOD
IN MATTERS WITH A LARGE NUMBER OF DEGREES OF FREEDOM

Summary

Along with the increase in computing capabilities of computers and the spread of cloud computing
technologies, the importance of simulation methods, in particular the Monte Carlo method, grows.
The quality of the obtained results largely depends on the number sequences used in this method. The
article presents the issue of creating and applying pseudorandom and quasi-random sequences. The
aim of this publication was to experimentally investigate the differences in the obtained results using
different number sequences for problems with a large number of degrees of freedom.

Key words: Monte Carlo method, quasi-Monte Carlo method, Halton sequence, scrambled Halton
sequence, discrepancy, van der Corput sequence.

Wprowadzenie

Statystyka jako nauka w duzej mierze zajmuje si¢ obserwacjg otaczajgcego nas Swiata
lub tez postuguje si¢ eksperymentem dla potwierdzenia swoich teorii. Badanie statystyczne
zwykle realizowane jest wedlug schematu: gromadzenie i przetwarzanie danych, a nastgpnie
ich analiza oraz interpretacja.

Bardzo czgsto zgromadzenie danych obejmujgcych calg populacje jest kosztowne, trudne
w realizacji lub wrgcz niemozliwe. Wowczas gromadzi si¢ dane dla wybranych jednostek
populacji. Definiuje si¢ probe statystyczna, ktorg nalezy rozumie¢ jak sposob wyodrebnienia
ze zbioru populacji jej podzbioru, ktory nastepnie podlega badaniom. Stosujac metody
wnioskowania statystycznego, uogolnia si¢ uzyskane wyniki na catg populacje.

Kazde takie wyodrgbnienie podzbioru poddawanego nastepnie badaniom nazywamy
realizacjg proby. W wielu zastosowaniach mamy do czynienia z jej jednokrotng realizacja.
Powodem takiego podejscia jest to, ze realizacja proby jest trudna, kosztowna lub niemozliwa
do powtorzenia w tych samych warunkach.
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Istnieja jednak obszary badan, gdzie wielokrotnie powtdrzona realizacja proby jest
mozliwa, wskazana lub wrecz niezbedna do tego, zeby uzyska¢ wyniki badan odpowiednie;j
jakosci. Przyktadem tego moga by¢ badania z zakresu fizyki czastek elementarnych lub badania
modeli teoretycznych.

Jedng z metod, w jakiej stosuje si¢ wiclokrotng realizacje proby, jest metoda Monte Carlo
(MC), ktora bardzo dobrze nadaje si¢ np. do badania ztozonych proceséw stochastycznych,
modelowanych za pomocg wielu zmiennych losowych (o wielu stopniach swobody). Metoda
ta ma liczne zastosowania w ekonomii. Wykorzystuje si¢ ja m.in. do analizy ryzyka projektow
inwestycyjnych (Pawlak, 2012), modelowania zmiennosci inflacji (Brzozowska, 2020), analizy
rynku nieruchomosci (Barttomowicz, 2011) czy wyceny opcji finansowych (Kosinska, 2016).
Znajduje tez zastosowanie w zarzadzaniu projektami zlozonymi. Przyktadem tego moze by¢
wyznaczanie czasu trwania przedsiewziecia ztozonego opisanego siecig PERT (Van Slyke, 1963).

W metodzie tej stosuje si¢ zazwyczaj ciagi liczb losowych lub ,,nasladujace” je ciagi
liczb pseudolosowych, uzyskanych za pomocg specjalnych generatorow. Jednym z probleméw
zwigzanych z metodag MC jest jej wolna zbiezno$¢ rzedu O(N), gdzie N 0znacza licznosé proby.
Odmiang tej metody jest metoda quasi-Monte Carlo (QMC), w ktorej zamiast ciggow losowych
lub pseudolosowych stosuje si¢ ciagi quasilosowe. Ciagi takie, zwane ciggami o niskiej rozbieznosci
(dyskrepanciji), pozwalaja na uzyskanie zbieznosci rzedu O(NY?). Ciagi quasilosowe, oprocz
zalet, majg takze wady, ktore ujawniaja si¢ szczeg6lnie wtedy, gdy rozwigzywany problem
ma duzg liczbg stopni swobody.

Podstawowym celem artykutu byto zbadanie zachowania si¢ metody MC oraz QMC
w zagadnieniach o duzej liczbie stopni swobody przy zastosowaniu roznych ciggéw liczbowych
1.czy zastosowanie ciggdow quasilosowych istotnie wptywa na poprawe zbiezno$ci. Rozwazania
poprzedzone zostaty krotkg charakterystyka metod. W czesci empirycznej przeprowadzono
badanie modelu o 65 stopniach swobody obiema metodami i poréwnano uzyskane wyniki.
Pokazano, ze metoda QMC moze dawac lepsze wyniki niz MC. Obliczenia i wykresy wykonane
zostaty w jezyku R.

Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo to metoda rozwigzywania problemow matematycznych przez
budowe modeli opisywanych za pomocg zmiennych losowych.

Przyjmuje si¢, ze metoda ta, a wasciwie grupa metod, zostata opisana pod koniec 11 wojny
$wiatowej. Grupa naukowcow biorgcych udziat w Projekcie Manhattan pod Kierownictwem
Nicholasa Metropolisa, ze znaczacym udziatem m.in. Stanistawa Ulama i Johna von Neumana,
rozwingla stosowang juz wczesniej] metodg probabilistyczng do przyblizonego rozwigzywania
probleméw matematycznych, szczegolnie takich, ktorych rozwigzanie innymi metodami byto
trudne lub niemozliwe. Podejscie do problemu, w ktorym poddaje si¢ analizie wielokrotng
realizacje proby statystycznej, Nicholas Metropolis nazwat metoda Monte Carlo, nawigzujac
w ten sposob do stynnych kasyn w Monako 1 losowego jej charakteru.

Rozwdj tej metody stal si¢ mozliwy z chwilg pojawienia si¢ pierwszych komputerdw,
gdyz wymaga wielokrotnego powtorzenia realizacji proby, co wykonywane ,,r¢cznie” byto
niezwykle pracochtonne.

Warto zwrdci¢ uwage na fakt, ze pomimo tego, iz metoda dostarcza wyniki w postaci
przyblizonej, to przez dobdr odpowiedniej liczby powtdrzen realizacji proby losowej mozna
uzyska¢ wynik z zadanym przyblizeniem.
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Charakterystyczng cechg metody jest zwykle prosta struktura algorytmu obliczen.
Zazwyczaj rejestruje si¢ wielokrotng realizacje jednego lub kilku powigzanych ze sobg zdarzen
losowych. Rejestracja polega na zliczaniu liczby lub liczb ,,sukceséw” i odniesieniu ich do
catkowitej liczby powtorzen. Wazne jest, by kazdy eksperyment byt niezalezny od pozostatych,
a zdarzenia losowe byty opisane odpowiednimi rozktadami losowymi, charakterystycznymi
dla opisywanych przez nie zjawisk lub zachowania modeli.

Ciekawym jest fakt, ze metode t¢ mozna wykorzystywac tak do modelowania procesow
majgcych charakter losowy, jak tez budowy modeli stochastycznych, opisujacych problemy
matematyczne, ktdre nie sg w zaden sposob powigzane z przypadkowoscig. Przyktadem moze
by¢ wyznaczanie przyblizenia liczby 7 albo wyznaczanie wartosci 0znaczonych catek wielokrotnych.

Do obliczen metody Monte Carlo, niezaleznie od jej odmiany, potrzebne sg ciagi liczbowe.
Zwykle generuje si¢ ciggi liczb z przedziatu [0, 1] dla kazdego stopnia swobody (wymiaru)
problemu. Jesli stopni swobody jest d, to mozna to interpretowac jako rozmieszczenie punktow
w d-wymiarowym hiperszescianie o boku 1, a kolejne liczby w ciggach jako wspotrzedne
tych punktéw. Jednym z podstawowych problemow MC jest odpowiednie rozmieszczenie
wyznaczonych punktoéw wewnatrz hiperszescianu.

Do wyznaczenia wspotrzednych punktow pomiarowych w metodzie MC stosuje si¢
ciaggi losowe lub pseudolosowe. Ciagi pseudolosowe generowane sg za pomocg generatorow
liczb pseudolosowych i sg deterministyczne, ale pod wieloma wzgledami mozna je traktowac jako
ciagi losowe o znanym rozktadzie. Podejscie takie pozwala na mozliwie wierne odwzorowanie
modelowanego zjawiska. Daje to nie tylko mozliwos$¢ wyznaczenia przyblizenia poszukiwanych
warto$ci parametrow, ale takze $ledzenia przebiegu zjawiska.

Metoda quasi-Monte Carlo
Zasadnicza r6znica pomiedzy metodami MC 1 QMC wynika z zastosowania ciggow
liczbowych. W metodzie QMC zastosowanie znajdujg ciggi quasilosowe.

Ciagi quasilosowe

Ciagi quasilosowe to takze ciagi deterministyczne, ktore w pewnych warunkach mozna
traktowac jako ciagi losowe, a Cechujg si¢ niska rozbieznoscig (dyskrepancja). Wyznaczane sg
za pomocg specjalnych generatorow, a nastepnie odpowiednio przeksztatcane. Uzyskane ciagi
liczbowe majg pewne wtasnosci, ktore pozwalajg na uzyskanie zadowalajacych przyblizen
parametréw przy mniejszej liczbie punktow, a takze redukcje¢ wariancji (Faure, Lemieux, 2009).

Podstawa do tworzenia ciggdéw quasilosowych jest generator liczb, wsrod ktorych
najpopularniejszym jest generator van der Corputa (Staus, 2008).

Generator van der Corputa

Generowanie ciggdéw liczbowych za pomocg generatora van der Corputa oparte jest
na tzw. liczbie bazowej b. Liczby generowane sa w postaci utamkow wiasciwych. Samo
generowanie podzielone jest na fazy, przy czym w kazdej fazie mianownikiem utamkow
jest liczba b*, gdzie k — numer fazy. W kazdej fazie wyznaczane jest b*~1 utamkow, ktore
sg rGwnomiernie rozmieszczone na calym odcinku [0; 1]. Odleglo$ci miedzy wyznaczonymi

punktami wewngtrznymi w fazie k wynosza Ah = - kl_l. Punkty zewnetrzne oddalone sa od

poczatku i1 konca przedzialu o %h.
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Przyktadowo dla liczby bazowe;j 2:
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Rysunek 1. Rozmieszczenie punktow van der Corputa dla fazy 3 i liczby bazowej 2.
Zrédto: opracowanie wiasne.

W celu uniknigcia efektu pokrywania si¢ punktéw wyznaczanych w kolejnych fazach
przyjmuje si¢ jako liczby bazowe kolejne liczby pierwsze. Dla duzej liczby stopni swobody
moze to stanowi¢ problem, zwlaszcza przy nieduzej liczbie wyznaczanych punktéw, co opisane
zostato w dalszej cz¢sci opracowania. Nastgpnie, poprzez odpowiednie przestawianie elementow
wygenerowanego ciggu, otrzymuje si¢ ciggi o niskiej rozbieznosci (dyskrepancji).

Dyskrepancja typu Lg méwi o tym, na ile wygenerowane punkty wewnatrz d-wymiarowej
hiperkostki sg rozmieszczone rownomiernie (Heinrich, 1996). Korzystna z punktu widzenia
doktadnosci metody jest jak najnizsza dyskrepancja, co sprawia, ze niezaleznie od wyznaczonej
liczby punktdéw sg one rozmieszczone rownomiernie.

Do najpopularniejszych ciggdw o niskiej dyskrepancji mozna zaliczy¢ ciagi:

— Haltona;

— Sobola;

— Faure’a.

Zachodzi takze zaleznos¢:

gdzie:
Cd — pewna stata liczbowa zalezna od rodzaju ciggu i liczby stopni swobody d,
N — liczba punktow.

W tabeli 1 pokazano wartosci wspdtczynnika cq dla réznych metod niskiej dyskrepancji.

Tabela 1
Wartosci wspolczynnika cq dla roznych metod niskiej dyskrepancji

d 2 3 4 5 6 7 13
Halton | 065 | 081 | 125 | 262 | 6,13 17,3 90 580
Sobol 104 | 100 | 144 | 166 | 3,20 5,28 647
Faure 0,39 | 0,12 | 0,099 | 0,024 A 0,018 | 0,0041 | 0,00001 0

Zrédto: Generatory liczb pseudolosowych w inicjacji populacji bazowej strategii ewolucyjnej, J. Arabas, M. Stomka,
2011, pobrano z: https://troja.uksw.edu.pl/.
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Na podstawie danych z tabeli 1 mozna przypuszczaé, ze dla probleméw o duzej liczbie
stopni swobody wskazane jest stosowanie ciggow Faure’a i niestosowanie ciggéw Haltona.
W badanym w dalszej czesci artykutu przyktadzie sprawdzono zachowanie si¢ obu rodzajow
ciggu.

W jezyku R dostepna jest funkcja do obliczania m.in. dyskrepancji typu L,. Mozna
pomocniczo wykorzystac t¢ funkcje do analizy dyskrepancji wielowymiarowe;.

Problemy w stosowaniu ciggow quasilosowych

Jak juz wspomniano, ciggi quasilosowe uzyskuje si¢ poprzez odpowiednie, opisane
w literaturze, przeksztatcenie ciggéw van der Corputa (Faure, Lemieux, 2009). Dzieki temu
kolejnos¢ zapetniania hipersze$cianu wyznaczanymi punktami jest taka, ze na kazdym etapie
wyznaczania punktéw ich rozbiezno$¢ punktow jest mata, co oznacza, ze sg rownomierne
rozmieszczone. Stosowanie takich ciggéw wiaze si¢ jednak z pewnymi problemami, ktore
widoczne sg przy modelowaniu zjawisk o duzej liczbie stopni swobody.

W celu uniknigcia wyznaczania punktow pokrywajacych sie, w ciggach quasilosowych
jako liczby bazowe wykorzystuje si¢ liczby pierwsze. Dla kazdego stopnia swobody wykorzystana
jest inna liczba pierwsza, co przy duzej liczbie stopni swobody skutkuje zastosowaniem duzych
liczb pierwszych. Moze to powodowac¢ wzrost rozbieznosci punktow 1 korelacji pomiedzy
wspotrzednymi tych punktow.

W analizowanym w dalszej czg$ci opracowania przyktadzie liczba stopni swobody
wynosi d = 65. Dla poczatkowej sekwencji, pomigdzy wspotrzednymi powigzanymi z duzymi
liczbami pierwszymi wystepuje silna korelacja oraz wzrost dyskrepancji. Przyktadowo, dla
pierwszego tysigca punktow wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona mi¢dzy wspotrzednymi
64 1 65 w ciggach Haltona i1 Faure’a wynosi odpowiednio 0,93 10,82, a dyskrepancja typu L2
0,03431 0,0337.

Dla pierwszych 10 tysigcy punktow wspdtczynnik korelacji liniowej Pearsona migdzy
wspoOtrzgdnymi 64 1 65 w ciggach Haltona 1 Faure’a wynosi odpowiednio 0,46 1 0,05, za$
dyskrepancja typu L2 0,0340 i 0,0036. Widoczna jest tu wyrazna poprawa wskaznikow dla
ciggow Faure’a.

Wysoka dyskrepancja i korelacja majg wptyw na doktadno$¢ obliczen i wskazane jest
stosowanie dodatkowych przeksztalcanien wygenerowanych ciggéw, np. szyfrowania (Faure,
Lemieux, 2009), tasowania (Staus, 2008) lub/i pominigcia poczatkowej sekwencji ciagow.

W jezyku R dostepne sa biblioteki pozwalajace na przeksztatcenie ciggdw Haltona do
szyfrowanych ciaggdéw Haltona (scrambled Halton sequence), zwanych takze uogdlnionymi
ciggami Haltona (generalized Halton sequence).

Dla pierwszego tysigca punktow szyfrowanego ciggu Haltona wspotczynnik Pearsona
I dyskrepnacja typu L. dla wymiaréw 64 i 65 wynosza odpowiednio 0,01 i 0,0013, sg to
warto$ci zdecydowanie nizsze dla ciggow Haltona i Faure’a.

Dlapierwszych 10 tysiecy punktow szyfrowanego ciggu Haltona wspotczynnik Pearsona
i dyskrepnacja typu L dla wymiarow 64 i 65 wynosza odpowiednio 0,002 i 0,0002, sg to
takze wartosci zdecydowanie nizsze dla ciggdw Haltona, Faure’a. Nalezy zatem oczekiwac, ze
szyfrowane ciggi Haltona bedg dawac lepsze wyniki symulacji.

Dla zobrazowania problemu na rysunkach 2-4 pokazane zostaly wybrane rzuty
pierwszego tysigca punktéw odpowiednio dla ciggow Haltona, Faure’a i szyfrowanych
Haltona. Oczekiwane rGwnomierne rozmieszczenie punktow widoczne jest jedynie dla
szyfrowanych ciggéw Haltona.
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Rysunek 2. Rozmieszczenie rzutéw na ptaszczyzne dwuwymiarowg 1 000 punktéw, uzyskanych z ciggow
Haltona dla wybranych wymiarow (48, 51, 61, 64, 65).
Zrodto: opracowanie wiasne.
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Rysunek 3. Rozmieszczenie rzutow na plaszczyzne dwuwymiarows 1 000 punktow, uzyskanych z ciggow

Faure’a dla wybranych wymiarow (48, 51, 61, 64, 65).
Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rysunek 4. Rozmieszczenie rzutow na plaszczyzne dwuwymiarowa 1 000 punktow, uzyskanych

z szyfrowanych ciggdéw Haltona dla wybranych wymiaréw (48, 51, 61, 64, 65).
Zrédto: opracowanie whasne.
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Badania empiryczne problemu o wielu stopniach swobody

Do eksperymentu wybrana zostata sie¢ PERT o 65 czynnosciach (rysunek 5). Z siecig
powiazana jest, siegajgca SWymi poczatkami polowy XX wieku, metoda PERT (Project Evaluation
and Review Technique), pozwalajaca, przez szacowanie czasu trwania (pesymistycznego,
spodziewanego 1 optymistycznego) poszczegdlnych czynnosci, wyznaczy¢ przyblizong wartos¢
czasu trwania catego projektu opisanego siecig czynnosciows. Metoda ta jest w dalszym ciggu
wykorzystywana m.in. do modelowania przedsigwzigcia ztozonego, sktadajacego si¢ z wielu
czynnosci powigzanych ze sobg relacjami kolejnosciowymi (Milian, 2006).

Podejsciem znacznie bardziej wymagajacym jest potraktowanie sieci jako funkcji
wielu zmiennych losowych i wyznaczenie doktadnego (w sensie probabilistycznym) rozktadu
czasu trwania projektu. Przy spetnieniu pewnych warunkow (m.in. 0 wyktadniczych rozktadach
czasu trwania czynnosci) Zadanie to mozna rozwigza¢ metodami analitycznymi, sprowadzajac
sie¢ do tancucha Markowa. Dla podanego przyktadu wymagato to jednak rozwigzania uktadu
125 441 liniowych réwnan rézniczkowych (Kulkarni, Adlakha, 1986). Wyznaczone zostaty
m.in.: warto$¢ oczekiwana m = 40,9852 oraz odchylenie standardowe s = 7,6683 rozktadu.
Znajomos¢ wartosci doktadnych pozwala na poréwnanie ich z uzyskanymi z metody MC i QMC
przyblizeniami. Warto podkresli¢, ze metody te sg w znacznie mniejszym Stopniu ograniczone
zaréwno liczba czynnosci, jak i ich rozktadami. Z takim samym powodzeniem mozna stosowac
rozktady ciggle oraz dyskretne, a niektore czynnosci potraktowac jako deterministyczne.

Rysunek 5. Sie¢ PERT o 65 czynno$ciach. Czynnosci o rozktadach wyktadniczych zlokalizowane
s na tukach.

Zrodto: ,,Markov and Markov-Regenerative PERT Networks”, V.G. Kulkamni, V.G. Adlakha, 1986, Operations
Research, 34(5), s. 774.
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Przebieg i wyniki eksperymentu

W kazdym przebiegu metody wyznacza si¢ warto$ci czasu trwania czynnosci, zgodnie
z zadanym rozktadem. Traktuje si¢ wspotrzedne punktow jako wartosci dystrybuanty rozktadu
jednostajnego w przedziale [0; 1], a nastgpnie metoda dystrybuanty odwrotnej wyznacza si¢
wartosci zmiennych o zadanym rozktadzie bedace czasami trwania tych czynno$ci. Uzyskuje
sie w ten sposob sie¢ deterministyczng, ktorg mozna rozwigza¢ metoda CPM (Critical Path
Method) (Wozniak, 2010). Wyznacza i rejestruje si¢ catkowity czas trwania projektu dla wszystkich
przebiegdw, uzyskujac w ten sposob rozklad empiryczny czasu trwania przedsiewzigeia. W celu
poprawienia wynikow dla wszystkich ciagdw quasilosowych pomini¢to pierwszych 10 tysiecy
punktow.

W tabelach 2 i 3 przedstawione zostaty wyniki eksperymentu w postaci roznicy mi¢dzy
odpowiednio warto$cig oczekiwang i odchyleniem standardowym rozktadu a przyblizeniem
uzyskanym metoda MC i QMC.

Tabela 2
Wyniki eksperymentu. Roznice miedzy wartoscig oczekiwang rozktadu czasu trwania przedsiewziecia
a przyblizeniem uzyskanym metodami MC i OMC

n PseudoRandom Halton Scrambled Halton Faure
1000 0,1715 0,9722 0,0209 0,2792
10 000 0,0755 0,0911 0,0222 0,0894
100 000 0,0549 0,0372 0,0033 0,1564

Zrodto: opracowanie wiasne.

Tabela 3
Wyniki eksperymentu. Roznice miedzy odchyleniem standardowym rozlkdadu czasu trwania przedsiewziecia
a przyblizeniem uzyskanym metodami MC i OMC

n PseudoRandom Halton Scrambled Halton Faure
1000 0,1601 0,5238 0,1634 0,0333
10 000 0,0522 0,2898 0,0081 0,0367
100 000 0,0402 0,0782 0,0009 0,0222

Zrodto: opracowanie wiasne.

Na podstawie uzyskanych wynikow, w zagadnieniu o duzej liczbie stopni swobody,
zasadnym wydaje si¢ stosowanie szyfrowanych ciggow Haltona. Ciekawym wynikiem jest to,
ze nie zawsze zwigkszenie liczby powtdrzen metody o rzad wielkosSci daje lepsze przyblizenie
szacowanych parametrow rozktadu.

Podsumowanie

W opracowaniu zbadane zostato zachowanie si¢ metody MC 1 QMC dla zagadnienia
o duzej liczbie stopni swobody przy zastosowaniu réznych ciggow liczbowych.

Wraz z rozwojem technologii komputerowej, wzrostu ich mocy oraz mozliwosci
wykonywania obliczen w chmurze obliczeniowej, znaczenie metody dynamicznie wzrasta.
W szczegdlnosci metoda ta znajduje zastosowanie, gdy nie dysponuje si¢ statym zbiorem
warto$ci wejsciowych, a znany jest jedynie ich rozktad losowy, $wietnie nadaje si¢ do badan
ztozonych modeli zarowno probabilistycznych, jak rowniez deterministycznych. Szerokie
zastosowanie metody MC i QMC znajduje m.in. w ekonomii i zarzgdzaniu.

109



STUDIA EKONOMICZNE. Gospodarka ¢ Spoleczenstwo * Srodowisko
(ECONOMIC STUDIES. Economy * Society * Environment) Nr 1/2022 (9)

Wspaniatg wtasnoscig metody jest praktycznie brak ograniczen, jesli chodzi o typy
rozktadow zmiennych losowych nawet w bardzo ztozonych modelach o duzej liczbie stopni
swobody. Bez problemu mozna w jednym modelu stosowa¢ niemal dowolne rozktady ciaggte
1 dyskretne oraz stafe.

Niezaleznie od odmiany metody, do jej uzycia potrzebne sg ciagi liczbowe. Moga to
by¢ ciagi losowe, pseudolosowe lub quasilosowe. Dobor odpowiedniego typu ciagow i liczby
powtdrzen ma wplyw na doktadnos¢ uzyskanych wynikéw. Wplyw ten jest szczegdlnie istotny
przy rozwigzywaniu problemow o duzej liczbie stopni swobody.

W artykule przedstawiono przyktad obliczeniowy o 65 stopniach swobody. Trudno
jest oczywiscie uznaé¢ eksperyment oparty na pojedynczym przyktadzie za wyczerpujacy,
jednakze uzyskane wyniki jednoznacznie wskazuja, ze stosowanie ciggdw quasilosowych
w standardowej postaci moze da¢ wynik obarczony wigkszym btedem niz przy zastosowaniu
ciggow pseudolosowych. Dopiero zastosowanie ciggdéw szyfrowanych daje oczekiwang poprawe
zbiezno$ci metody. Zagadnienie wydaje si¢ interesujace oraz warte dalszych badan. Powinny
one objac szyfrowane ciggi Faure’a, co pozwolitoby poréwnac¢ uzyskane wyniki z tymi dla
szyfrowanych ciggdw Haltona 1 w ten sposdb odnies¢ si¢ do danych zawartych w tabeli 1
1 wynikajacych z tego spostrzezen. Niestety, w jezyku R nie sg dostepne funkcje pozwalajace
na uzyskanie szyfrowanych ciggéw Faure’a 1 by¢ moze potrzebne bytoby skorzystanie z innych
pakietéw do obliczen matematycznych. Warto byloby takze sprawdzi¢ zachowanie si¢ ciggow
Sobola i ciggdéw losowych. W jezyku R dostepna jest funkcja do generowania ciggéw Sobola
i generator liczb losowych ANU Quantum (uzyskujacy liczby losowe z obserwacji kwantowych
fluktuacji prozni).
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