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Wprowadzenie

Wraz ze starzeniem si¢ populacji 1 wydtuzaniem si¢ zycia ludzkiego coraz
wazniejsze staje si¢ dokladniejsze rozpoznanie prawidlowosci rzadzacych umie-
ralnoscia oséb starszych. Wyrdznianie tzw. czwarte] grupy wieku (oprocz dzie-
ci, dorostych, osob starszych) — oséb sgdziwych (tzw. starszych starszych — na
przyklad oséb w wicku powyzej 80 lat) jest zatem w pelni uzasadnione. Cezura
wieku tego rodzaju przyjmowana jest nie tylko w demografii, ale takze w na-
ukach spolecznych, ekonomicznych, w biologii, gerontologii i in. (por. m.in.
[Wachter, Finch (ed.), 1997; Grundy, 1997; Szukalski, 2003; Gazinska, 2006]).
Zmiany w strukturze wieku 1 intensywne starzenie si¢ populacji w réznych re-
gionach $wiata niesie ze soba powazne konsekwencje natury spolecznej i eko-
nomicznej (por. m.in. [Clark, Spengler, 1980; Gazinska, Mojsiewicz, 2004;
Grundy, 1997]). W zwiazku z tym nie budzi zdziwienia fakt wzmozonego zain-
teresowania umieralnoscia osob w tej grupie wicku, a tym samym z mozliwo-
sciami modelowania odpowiednich funkcji charakteryzujacych wzorzec przezy-
cia dla tychze osob. Stosowanie modeli opisujacych czas trwania zycia ludzkie-
go dla oséb sgdziwych prowadzi najczgsciej do przeszacowania umieralnosci,
bowiem powyzej pewnego wicku zauwazalne jest zwolnienie tempa wzrostu
prawdopodobienstwa zgondw [Gazinska i in., 2006]. Przyjecie hipotezy, o co-
raz wolniejszym tempie wzrostu prawdopodobienistwa zgonu 0sob sgdziwych,
uzasadnione jest za wzglgdu na to, ze wraz z wickiem nasila si¢ selekcja, spra-
wiajaca, ze do wicku sgdziwego dozywaja osoby o najlepszym stanie zdrowia.
Ulega takze zmianie relacja pomigdzy czynnikami endo- 1 egzogenicznymi
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zgonow |[Gazinska, Mojsiewicz, 2004; Horiuchi, Wilmoth, 1998; Szukalski,
2002].

Celem niniejszego artykulu jest zaprezentowanie wynikow modelowania
granicznego wieku, od ktdrego rozpoczyna si¢ zmiana tempa umieralnosci oraz
przy jego pomocy weryfikacja hipotezy o coraz wolniejszym tempie wzrostu
prawdopodobienistwa zgonu 0séb starszych w Polsce. Celem pomocniczym jest
wskazanie przedzialéw wieku o najwyzszych przyrostach wartosci intensywno-
$ci umieralnosci.

Rozwazania teoretyczne zweryfikowano z wykorzystaniem materialu sta-
tystycznego dotyczacego populacji Polski ogdlem oraz w szesciu regionach z
uwzglednieniem plei w 2004 roku.

Modele czasu trwania zycia ludzkiego

Jezeli przyjmiemy, ze dlugos¢ zycia ludzkiego jest ciagla zmienng losowa,
mozemy zdefiniowac funkcje uzyteczne w analizie rozkladu czasu trwania zy-
cia, m.in. funkcje trwania zycia i intensywnosci umieralnosci. Zmienng losowa,
wyrazajaca czas do wystapienia zgonu osoby nalezacej do okreslonej populacji
w momencie /=0 oznaczmy przez T (I'>0). Prawdopodobienstwo, ze zgon
wystapi pdznigj niz w momencie ¢ > 0 lub, ze osoba w czasie 1 > 0 bgdzie nale-
ze¢ do zbiorowosci (dozyje co najmnigj do czasu ¢), zapiszmy jako funkcjg
przezycia (trwania zycia) S(¢) = P(7'>1), S(0) =1, ktora jest funkcja monoto-
niczna i nierosnaca oraz ll_i>r+n S (Z) = 0. Dystrybuanta zmiennej losowej 7', beda-

ca funkcja komplementarng do funkcji przezycia F(f) = 1 — S(¢), okresla model
dozycia (dotrwania). Waznym narzgdziem w analizie przezycia jest funkcja
intensywnosci umieralnosci u(f). Funkcja ta wyraza prawdopodobienstwo zgo-
nu dla krétkich przyrostéw czasu. Dla wyrdznionych funkcji (dystrybuanta,
przezycia 1 intensywnosci umieralnosci) oraz funkcji ggstosci zwigzanymi z
czasem trwania Zycia istnieja wzajemne zaleznosci [Matloka, 1997, s. 36].
Zmienna 7 jako zmienna losowa ma pewien rozklad. Jezeli rozklad ten jest
nieznany, model przezycia jest nazywany nieparametryczny. W przeciwnym
przypadku jest modelem parametrycznym. Inng klas¢ tworza modele semipara-
metryczne, czgsciowo specyfikujace posta¢ odpowiedniej funkcji. Jednymi z
najstarszych nieparametrycznych modeli czasu trwania zycia sq tablice demo-
graficzne, zwane tablicami trwania zycia. Stanowia one grupe modeli niepara-
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metrycznych, co oznacza, ze nie znane sg postacie analityczne funkcji charakte-
ryzujacych rozklad zycia ludzkiego. W modelach tych szacujemy wartosci
funkcji dla dyskretnej zmiennej losowej T.

Okresowe tablice trwania zycia przedstawiaja hipotetyczny proces wymie-
rania populacji (tzw. kohorty hipotetycznej) ztozonej z rdznych generacji na
podstawie obserwacji ich umieralno$ci w pewnym okresie (w naszym przypad-
ku w 2004 roku).

Podstawowymi parametrami tablic trwania zycia sg prawdopodobienstwa
przezycia roku przez osobe w wieku x lat i prawdopodobienstwo zgonu w ciggu
roku osoby w wieku x lat (a zatem odpowiednio funkcije s(t) i F(t), ktére w tra-
dycyjnym zapisie przyjmujg postaé px i qx. W badaniach wykorzystano dwa
rodzaje okresowych tablic trwania zycia, w ktérych prawdopodobienstwa zgonu
szacowano dla zbiorowosci zmartych Il i 11l rodzaju (por. rys. 1).

Rys. 1. Zbiorowosci zmartych I1i 111 rodzaju w 2004 roku
Zrodio: opracowanie whasne.

W przypadku zbiorowosci zmartych Il rodzaju prawdopodobienstwa zgo-
néw szacowano jako:

q)l=znmx,t- x- N+ Z¢(x+U - x- 1), (1)
q P(x,1.01.t)
natomiast dla zbiorowosci zmartych Il rodzaju:
qx t)ll= Zr(x,t- x - N+ ZL(x,t - x), )

4v P(x,1.01.1)
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gdzie: x — wiek w liczbie ukoniczonych lat, /=2004 — rok badania, Z; — liczba
zgonow starszych, Z,; — liczba zgonéw mlodszych, P(x,1.01.7) — liczba osob
zyjacych w wieku x lat w dniu 1 stycznia 2004 roku (zbiorowo$¢ wspolcze-
snych).

Zalezno$¢ pomigdzy intensywnoscia umieralnosei 1 prawdopodobienstwem
ZgONOwW wyraza si¢ wzorem:

Jut
qx)=1-e* . 3)
W praktyce szacujac wartosci empiryczne intensywnosci umieralnosci ko-

rzysta si¢ z metody prostokatow calkowania numerycznego:
x+1

[ult)dt = u(x+1/2). (4)

gdzie: p(x+1/2) — intensywnos¢ umieralnosci wyznaczona w polowie przedzialu
(x,x+1).
Z¢ wzorow (3) 1 (4) wynika uzyteczna zalezno$¢:

w(x+1/2)=~=In(1-q(x))- ()

Modelowanie umieralnosci osob starszych

W wielu analizach statystycznych najwyzsze (skrajne) obserwowane war-
tosci maja istotne znaczenie. Kwantyfikacja cigzenia najwyzszych kwantyli
przyszlej dlugosci trwania zycia jest podstawa rozwazan na temat granic funkeji
gestosci tej zmiennej losowej [Kaufmann i in., 1997; Carey i in., 1992]. W mo-
delowaniu intensywnosci umieralnosci osob starszych wykorzystuje si¢ funkcje
typu logistycznego lub inne funkcje o zblizonym przebiegu [Gazinska 1 in.,
2006]. Wazna wlasnoscig tych funkcji jest posiadanie punktu przegigcia, od
ktorego wzrost tempa umieralnosci jest coraz wolnigjszy.

Przykladem takiej funkcji jest model autorstwa Coale'a 1 Kiskera, bazujacy
na zalozeniu, ze stopa zmian wspolczynnika zgonéw réwna jest réznicy loga-
rytmow wspolczynnikdow zgondw 0sob starszych, co w konsekwencji prowadzi
do funkcji kwadratowej postaci [Wilmoth, 1995]:

1n[p.L(x)]=a+bX+cx2, dlac <0. (6)

Podstawowa zaleta tego modelu jest prostota oraz fakt, ze model ten mozna

stosowa¢ w oparciu o dane okresowe, a ni¢ wylacznie dane kohortowe. Model
ten zostal pozytywnie zweryfikowany na danych pochodzacych z Japonii i
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Szwecji dla osob w wicku 85 lat 1 wigeej [Gazinska 1 in., 2006; Szukalski, 2002,
za Wilmoth, 1995], a takze dla danych z Polski i wojewoddztwa zachodniopo-
morskiego [Gazinska, Mojsiewicz, 2004]. Przebieg przykladowej funkcji Co-
ole’a-Kiskera zaprezentowano na rys. 2. Na wykresie wyrdzniono punkt prze-
giccia funkcji. Badania wskazuja, ze graniczny wiek, od ktorego nastgpuje
zmiana prawidlowosci tempa umieralnosci oscyluje wokol 80-90 lat, w zalez-
nosci od plci 1 regionu. Badania takie prowadzone byly przy zalozeniu dopaso-
wania intensywnosci umieralnosci do funkcji modelowej typu logistycznego lub
wspomnianej funkcji Coale’a-Kiskera.

0,045

wzrost coraz
wolniejszy

wzrost
0,025 4 caraz

intensywno$¢ umieralnosci

0,005 T T T T \, T 1

65 70 75 80 85 87 90 95

wiek w latach

Rys. 2. Model Coale’ a-Kiskera oszacowany dla intensywnosci umieralnosci kobiet
powyzej 65 roku zycia w wojewodztwie zachodniopomorskim w 2000 roku:

, 1(x) =exp(-21,282+0,381- x —0,002- x*)
Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie [Gazifiska, Mojsiewicz, 2004].

Nalezy jednak zwroci¢ uwagg na fakt, ze wyniki modelowania dla danych
z 2000 roku obarczone sa bledem wynikajacym szacunkow liczby ludnosci
metoda bilansowa na podstawie wynikdéw Narodowego Spisu Powszechnego
(NSP) z dnia 7.12.1988 roku oraz danych sprawozdawczosci biezacej, co wigeej
bledy te dotycza zwlaszcza rocznikdéw malo licznych, a wige rocznikow star-
szych. W zwiazku z tym nalezy liczy¢ si¢ z rozbieznosciami w modelowaniu
dla danych z lat po 2002 roku, roku kolejnego NSP.

Szacowanie granicznego wieku, od ktorego rozpoczyna si¢ zmiana tempa
umieralnos$ci, proponuje si¢ przeprowadzi¢ niezaleznie od dopasowania danych
empirycznych do omawianych modeli. W tym celu konieczne jest ustalenie
wieku, w ktorym intensywno$¢ umieralnosci posiada punkt przegigcia. W tym
celu wykorzystano pierwsza pochodng intensywnosci umieralnosci obliczonej
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dla zbiorowosci zmarlych II i III rodzaju na podstawie wzoru (5), ktora w tym
punkcie osiaga maksimum. Pierwsza pochodng wyznaczono przy pomocy 16z-
niczkowania numerycznego.

Przy numerycznym rézniczkowaniu funkcji zakloconej losowo wystgpuje
zwielokrotnienie poziomu zaklocenia. W celu ograniczenia wplywu skladnika
losowego proponuje si¢ nastgpujacy wzor, za Mojsiewicz, Purczynski [2005]:

w(x)= ik-(u(ﬂ k) -p(x—k)).dla K =1,2,..7. (7)

We wzorze (7) zrezygnowano ze wspolczynnika skalujacego, zaleznego od
K, poniewaz sluzy on tylko do wyznaczania warto$ci maksymalnej pochodne;j.
Przypadek K =1 odpowiada klasycznej regule rozniczkowania numerycznego.
Nie nalezy ogranicza¢ si¢ do przypadku K = 1, poniewaz obecno$¢ skladnika
losowego moglaby spowodowa¢ wystapienie maksimum. Zwigkszajac warto$¢
K uzyskuje si¢ wygladzenie krzywej odpowiadajacej pochodnej ££'(x). Na ry-
sunku 3 zaprezentowano wyniki wyznaczania wicku maksymalnej wartosci
rézniczki dla zwigkszanych wartosci K.

10 4

65 85  x7=8 x5=90 x;=93
9

Rys. 3. Rozniczka numeryczna wyznaczona za (7) dla zbiorowosSci mezezyzn
(zbiorowos¢ zmarbych Il rodzaju) w Polsce w 2004 roku
Zrédlo: obliczenia wlasne na podstawie BDR.

Na podstawie rys. 3 mozna odczyta¢ wartosci x odpowiadajace ekstremum:
dla K=1: x; =93; dla K="7: x; =89. Nalezy podkresli¢, ze przy analizie praw-
dopodobienstw zgonow bez stosowania wygladzenia szeregu pierwotnego, gdy
przyjmujemy, ze wygladzenie to dokonuje si¢ przez rézniczk¢ numeryczng przy
wysokiej wartosci parametru K zdarzaja si¢ oszacowania wykraczajace poza
empiryczny obszar zmiennosci wicku. Jako oszacowanie wicku zmiany tempa
umieralnosci mozna przyja¢ srednig arytmetyczna wartosci x;, ... ;7 lub przyjac
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wartos¢ odpowiadajaca maksymalnemu wygladzeniu szeregu przy nie przekra-
czaniu empirycznego obszaru zmiennosci.

Modelowanie umieralnosci oséb starszych w Polsce

Na podstawie oszacowanych wartosci prawdopodobienstwa zgondéw dla
ludnosci Polski oraz dla ludnosci w szesciu regionach dla 2004 roku obliczono
wartosci intensywnos$ci umieralnosci. Wartosci intensywnosci umieralnosci dla
zbiorowosci zmarlych II 1 III rodzaju dla osob w wiceku 45 lat 1 wigcej wedlug
plci zamieszczono na rysunkach 4-17.
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Zrodlo rys. 4-17: obliczenia wlasne na podstawie BDR.

Szacownie granicznego wicku osob starszych w Polsce oraz w szesciu re-
gionach z uwzglednieniem plei przeprowadzono stosujac numeryczne réznicz-
kowanie funkcji intensywnosci umieralnosci wedlug wzoru (7). Wyniki szaco-
wania zaprezentowano w tabeli 1 oraz na rysunkach 18-19.

Podsumowanie

Problemy poruszane w niniejszym artykule nabieraja znaczenia wraz ze
zmianami umieralnosci oraz z procesami starzenia si¢ populacji. Gwaltownie
rosnie liczba osdb w tzw. ekstremalnie starszych grupach wieku, czyli powyzej
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90 roku zycia. Zwigksza si¢ w takiej sytuacji potrzeba dokladniejszego rozpo-
znania prawidlowosci rzadzacych umieralnosci oséb starszych.

Tabela 1. Wyniki szacowania punktu przegi¢cia funkeji intensywnosci umieralnosci

Mezczyzni Kobiety
zb. zmartych I | zb. zmartychIII | zb.zmarlych Il | zb.zmarlych III
rodzaju rodzaju rodzaju rodzaju
Xy Ximax Xy Ximax Xy Xmax Xy Xmax
Polska 89.4 89 916 90 94,0 947 94,0 947
Regiony:
centralny 87.4 88 90,0 89 86,9 87 893 89
poludniowy | 86,0 87 90,1 88 87.0 87 88.7 89
wschodni 87.6 86 89,0 88 89,9 89 929 90
pn-zachodni | 87,1 86 90,9 89 87.3 91 88.8 947
pd-zachodni | 86.9 87 89,6 88 942 94" 955 | 96™
pétnocny 88,1 88 88,9 89 87.0 88 942 94"
Ddlak =4, dlak =2

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Zaprezentowane modelowanie tzw. wieku granicznego, w ktdérym zmienia

si¢ tempo intensywnosci umieralno$ci w wykorzystaniem rézniczki numerycz-

nej moze by¢ alternatywnym podejsciem modelowania umieralnosci osob star-

szych.
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Wryniki modelowania wskazuja wyraznie na wyzsze wartosci wicku gra-

nicznego (dla obu plci we wszystkich regionach Polski) dla zbiorowos$ci zmar-

Iych III rodzaju. Dla obu zbiorowosci zmarlych analizie poddano wiek granicz-
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ny odpowiadajacy maksymalnemu wygladzeniu szeregu przy nie przekroczeniu

empirycznego obszaru zmienno$ci otrzymujac nastgpujace wyniki:

— kobiety charakteryzuja si¢ wyzszym wiekiem granicznym, ze wyjat-
kiem regionu centralnego,

— najwicksze réznice miedzy wiekiem granicznym kobiet 1 mezezyzn wy-
stgpuja w regionach potnocno-zachodnim i poludniowo-zachodnim oraz
polnocnym (dla zbiorowosci zmartych III rodzaju) — 5-8 lat,

— wiek graniczny m¢zczyzn nie wykazuje duzego zréznicowania w regio-
nach 1 mozna przyjaé, ze oscyluje wokol 88 lat,

— wiek graniczny kobiet wykazuje zréznicowanie w regionach — w regio-
nach pdlnocnym, poélnocno-zachodnim i1 pohidniowo-zachodnim wiek
graniczny kobiet osiaga wartosci powyzej 90 lat, w pozostalych nie
osiaga tego poziomu.
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STRESZCZENIE

Celem niniejszego artykutu jest zaprezentowanie metody szacowania kryzysowych

przedzialow trwania zycia w czwarte] grupie wicku — przedzialéw wieku, w ktérych

wystgpuje zmiana tempa umieralnosci 1 najwyzsze przyrosty wartosci intensywnosci

umieralnosci.

Rozwazania teoretyczne zweryfikowano z wykorzystaniem materiatu statystycz-

nego z zasobow statystyki publicznej dotyczacego populacji Polski z uwzglgdnieniem
plei w latach 2004-2005.

ESTIMATION OF CRISIS INTERVALS OF LIFE DURATION FOR

ELDERLY PEOPLE IN POLAND

SUMMARY

The aim of the article is presenting the method of estimating crisis intervals of life

duration in the fourth age group — the age intervals in which change in rate of mortality

and the highest increments in force of mortality values are observed.
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The theoretical deliberations were verified with the use of statistical material from
the resources of public statistics regarding Polish population with consideration of gen-
der in 2004-2005.
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