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Wstep

Wyréznia si¢ dwa rodzaje stop zwrotu dla szeregéw finansowych: proste
stopy zwrotu oraz logarytmiczne stopy zwrotu. W obydwu przypadkach najczg-
scigj przyjmuje si¢, ze podlegaja one rozkladowi normalnemu [Tsay 2005].

Pomijajac mozliwe niezgodnosci empiryczne nalezy zauwazyC, ze proste
stopy zwrotu nie moga podlegaé jednoczesnie rozkladowi normalnemu dla
dwoch roznych dlugosci momentéw czasowych np. dziennych i tygodniowych.
Wrynika to z faktu, ze zmienna losowa bedaca iloczynem zmiennych o rozkla-
dach normalnych nie ma rozkladu normalnego.

W przypadku logarytmicznych stop zwrotu nie istnigje wspomniany powy-
zej problem, poniewaz laczna stopa zwrotu dla dwoch momentéw czasowych
jest suma stop zwrotu dla poszczegolnych momentdw. Jednak rowniez w przy-
padku logarytmicznych stop zwrotu, tak samo jak w przypadku prostych stop
zwrotu zalozenie o rozkladzie normalnym jest niezgodne z wicloma badaniami,
ktére wskazuja na leptokurtyczny charakter 1 mozliwa asymetri¢ rozkladow
empirycznych stop zwrotu.

W literaturze najczgsécie] wymieniane sg dwie rodziny rozkladéw umozli-
wiajace uwzglgdnienie leptokurtycznych wlasnosci rozkladu stop zwrotu. Sa to
rodzina rozkladéw ¢ - stabilnych oraz rodzina uogdlnionych rozkladéw hiper-
bolicznych.

Ponizsza praca jest poswigcona analizie mozliwosci modelowania rozkladu
logarytmicznych stop zwrotu z indeksu WIG20 przy pomocy uogolnionych
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rozkladow hiperbolicznych, ze szczegdlnym uwzglgdnieniem precyzji oszaco-
wan wartosci zagrozonej VaR 1 CVaR.

Uogélnione rozklady hiperboliczne

Rodzina uogoélnionych rozkladdéw hiperbolicznych zostala zaproponowana
w 1977 przez Ole Barndorff-Niclesena [Barndorff-Niclesen 1977]. Jest to bar-
dzo szeroka klasa rozkladow obejmujaca jako szczegolne przypadki np. rozkla-
dy: Studenta, Laplace, hiperboliczny, normalny odwrotny gassowski, wariancji
gamma.

Uogolniony rozklad hiperboliczny jest rozkladem ciaglym zdefiniowanym
jako mieszanina rozkladéw normalnych, przy czym jako rozklad mieszajacy
uzyty jest uogolniony odwrotny rozklad.

Funkcja gestosci uogdlnionego rozkladu hiperbolicznego GH zostala
przedstawiona ponizej, jest to jedna z kilku mozliwych parametryzacji.

(ag — ﬂQ),\/Q KA—l/Z (a &+ (x—p) ) exp (B — p)
21280 Ky (J\/a2 — ﬂg) (\/52’ By - #)2)1/2_*'

gdzie K, oznacza zmodyfikowana funkcj¢ Bessela trzeciego rodzaju rzedu A
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Wartos¢ oczekiwana 1 wariancja zmiennej X podlegajacej rozkladowi GH
wynosza [Bandorf-Nielsen 1 Stelzer 2004
B Kxp1{dv)
B(X) =g+ 22 2201197/
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Jak juz wspomniano rodzina rozkladéw GH jest bardzo pojemna i tak np.

ustalajac 4 =—1 uzyskujemy normalny odwrotny rozklad gaussowski NIG z

Var(X) = 62 (

funkcja gestosci [Andersson 2001]:
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o exp (53/aT— F7) K (a N u)ﬁ) exp (4 (2 — 1))
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fe(z)

gdzie §>0i0<|f<a.

Co cickawe jako rozklady graniczne mozna uzyskaé¢ rowniez rozklady z
poza rodziny GH np. dla A =—1, 8 =01 — 0 uzyskujemy rozklad Cauche-

go, zas dla =0, > =ioc’ =§ rozklad NIG zbiega do rozkladu normal-

nego o parametrach 1 i ¢~ .

Badanie rozkladu logarytmicznych stép zwrotu indeksu WIG20

Stopy zwrotu zostaly obliczone na podstawie kurséw zamknigcia: dla in-
deksu WIG20 z dni od 1994-04-14 do 2008-02-26, co w sumie dalo 3436 ob-
serwagcji logarytmicznych stop zwrotu

I, = ln[L] '
Yiu

Dla tak uzyskanego zbioru danych zostaly obliczone podstawowe statysty-

ki opisowe:
—  $rednia 0.000322
— mediana 0.000120

— wariancja 0.000404

— kurtoza 4.686765

—  wsp. sko$nosci -0.133102

Obliczona kurtoza o 1.69 przekracza kurtozg rozkladu normalnego. Swiad-
czy to wyraznie o leptokurtycznym charakterze rozkladu stop zwrotu.

W tabeli 1 przedstawiono dopasowanie najwazniejszych rozkladow z ro-
dziny GH.

Zgodnie z wartoscia funkcji wiarogodnosci (//f) najlepsze dopasowanie
wykazuja rozklady NIG przy czym dopasowanie rozkladu asymetrycznego
(7 #0) jest w niewielkim stopniu lepsze od dopasowania symetrycznego NIG.
Jednak biorac pod uwagg kryterium Akaike (A/C) najlepszym rozkladem jest
symetryczny rozklad NIG.
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Dodatkowo do sprawdzenia istotnosci asymetrii rozkladu mozna poshuzy¢
si¢ testem bazujacym na ilorazie funkcji wiarogodnosci LRT (Likelihood Ratio
Test)

LRT =2(LLF —LLE,)

W przypadku, gdy hipoteza jest prawdziwa LRT ma asymptotycznie roz-
klad ;((2 s-pyy- 8dzie py 1 p, oznaczaja liczby parametrow odpowiednich mode-
1.

Zastosowanie tego testu do poréwnania dwoch modeli, z ktorych jeden
zawiera parametr odpowiedzialny za modelowanie efektu dzwigni, za$ drugi'
nie, powinno da¢ odpowiedz co do wystepowania asymetrii.

Tabela 1. Wyniki dopasowania dla analizowanych modeli

model AIC 1lh A o )7, 0 y
NIG -17602.46 | 8804.23 | -0.50000 [ 0.72815 | 0.000236 | 0.02005 | 0.000000
NIG -17600.64 | 8804.32 | -0.50000 [ 0.72866 | 0.000055 | 0.02005 | 0.000266
ghyp -17600.56 | 8804.28 | -0.66184 | 0.71305 | 0.000244 | 0.02008 | 0.000000
ghyp -17598.72 | 8804.36 | -0.64117 | 0.71483 | 0.000074 | 0.02008 | 0.000248

t -17594.71 | 8800.35 | -1.79928 | 0.00000 | 0.000292 | 0.02091 | 0.000000
t -17592.73 | 8800.37 | -1.80014 | 0.00000 | 0.000234 | 0.02090 | 0.000086
hyp -17589.84 | 8797.92 1.00000 0.40082 [ 0.000215 | 0.01969 | 0.000000
hyp -17588.19 | 8798.09 1.00000 0.40036 |[-0.000049 | 0.01969 | 0.000371
VG -17582.96 | 8794.48 1.24385 0.00000 [ 0.000209 | 0.01969 [ 0.000000
VG -17581.33 | 8794.67 1.24028 0.00000 [-0.000026 | 0.01970 [ 0.000349
Zrédlo: opracowania wlasne.
Jezeli porownamy model NIG z parametrem asymetrii ¥ #0 z modelem

NIG, ktory nie zawiera parametru ¥ (¥ =0), to uzyskamy wartos¢ statystyki
testowej 0.188, podczas gdy wartos¢ krytyczna na poziomie istotnosci 0,05
wynosi 3,84 . Swiadczy to braku efektu asymetrii w rozkladzie logarytmicz-
nych stop zwrotu WIG20.

Ocena jako$ci dopasowania rozkladu NIG

Ocena jakosci dopasowania w przypadku rozkladow z rodziny GH jest z
koniecznosci przeprowadzana przy uzyciu metod graficznych. Typowe testy
stosowane do badania zgodnosci z rozkladem nie posiadaja wersji umozliwiaja-

' Poréwnywany model 0 powinien zawieraé sie w modelu 1.
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cych ich stosowanie w przypadku gdy hipotetycznym rozktadem jest rozkiad z
rodziny GH.

Na rys. 1 przedstawiono dopasowanie funkcji gestosci symetrycznego roz-
kladu NIG (linia ciagta) oraz dla poréwnania dopasowanie funkcji gestosci roz-
kladu normalnego (linia przerywana). Rysunek wskazuje na lepsze dopaso-
wanie rozkladu NIG co jest szczegolnie wyrazne w Srodkowej czesci wykresu.
Aby doktadniej przyjrze sie dopasowaniu w skrajnych czeSciach wykonany
zostat wykres Q-Q. Przy czym zar6wno kwantyle empiryczne jak i teoretyczne,
z uwagi na bardzo duzg liczbe obserwacji, sg kwantylami rzedow: 0.01, 0.02, ...,
0.99.

Rys. 1. Histogram zfunkcja gestosci oszacowanego rozktadu NIG.

Zrodo: opracowanie Wasre.
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Rys,. 2. Wykres Q-Q dla oszacowanego rozktadu NIG.
Zrddho: opracowanie Wasne.
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W przypadku idealnego dopasowania punkty powinny ulozy¢ si¢ dokladnie
wzdluz prostej ¥ = x, jednak oczywiscie w praktyce jest to nieosiagalne. Nie-
mnigj jednak sporzadzony wykres pozwala zauwazy¢ zdecydowanie lepsze
dopasowanie rozkladu NIG réwniez w przypadku skrajnych kwantyli. Zgod-
nos¢ kwantyli empirycznych i teoretycznych jest szczegolnie wazna dla precyzji
oszacowan VaR 1 CvaR. Z punktu widzenia statystyki VaR jest przeciez specy-
ficznie zinterpretowanym kwantylem a CVaR warunkowa wartoscia oczekiwa-
na.

Przedstawiono na rys. 3 1 4 dopasowanie dystrybuanty do danych empi-
rycznych wskazuje, ze analizowany symetryczny rozklad NIG wykazuje bardzo
dobre dopasowanie i jego stosowanie jest uzasadnione.

Wplyw rozkladu prawdopodobienstwa na oceng VaR i CVaR

Wybor rozkladu prawdopodobienistwa dla modelowania zachowania loga-
rytmicznych stép zwrotu ma bardzo praktyczne znaczenie dla oszacowania
wartosci takich miar ryzyka jak VaR i CVaR. Blgdny wybor modelu moze pro-
wadzi¢ do bardzo duzych réznic w wartosciach tych miar. Dla zilustrowania
skali tych roznic w tabeli 2 zostaly przedstawione warto$ci VaR 1 CVaR dla
indeksu WIG20.

Dystrybuanta

1.0

Prawdopodabienstio

Rys. 3. Wykres calej dystrybuanty dla oszacowanego rozkltadu NIG.
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Wartosci empiryczne VaR 1 obliczone na podstawie dopasowanego rozkla-
du symetrycznego NIG sg bardzo podobne, natomiast warto$ci VaR uzyskane
na podstawie rozkladu normalnego sa dla niskich wartosci prawdopodobienstwa
zanizane a dla wyzszych poczawszy od okolo 0.05 zawyzane. Tylko dla praw-
dopodobienstwa rownego okolo 0.03 sa zgodne z danymi empirycznymi.
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Rys. 4. Wykres lewej (1/10) czeSci dystrybuanty dla oszacowanego rozkltadu NIG.
Zrédlo: opracowanie wlasne.

W przypadku CVaR obserwujemy podobng prawidlowos¢. Jednak w tym
przypadku krytyczne prawdopodobienstwo jest réwne okolo 0.1.

Whioski

Rozpatrywana rodzina uogolnionych rozktadéw hiperbolicznych moze by¢
stosowania do modelowania rozkladu logarytmicznych stop zwrotu indeksu
WIG20 ze znacznie lepszymi wynikami niz rozklad normalny.

Tabela 2. Wartosci VaR 1 CVaR dla indeksu WIG20

empiryczne Symetryczny NIG Normalny

P VaR CVaR VaR CVaR VaR CVaR
0.001 -0.1035 -0.1135 -0.0945 -0.1130 -0.0618 -0.0672
0.005 -0.0688 -0.0904 -0.0666 -0.0840 -0.0515 -0.0573
0.010 -0.0546 -0.0768 -0.0554 -0.0722 -0.0465 -0.0529
0.020 -0.0443 -0.0629 -0.0446 -0.0608 -0.0410 -0.0482
0.050 -0.0306 -0.0469 -0.0313 -0.0464 -0.0328 -0.0413
0.100 -0.0212 -0.0362 -0.0219 -0.0362 -0.0255 -0.0351
0.200 -0.0126 -0.0263 -0.0129 -0.0265 -0.0166 -0.0280

Zrédlo: opracowania wlasne.

Sposrdéd rozpatrywanych modeli najlepszym dopasowaniem wykazal sig
asymetryczny normalny odwrotny rozklad gaussowski NIG. Jednak ocena pa-
rametru ¥ odpowiedzialnego za asymetri¢ nie okazala si¢ istotnie r6zna od
zera, wskazuje to, ze w przypadku indeksu WIG20 efekt asymetrii mozna po-
mina¢ podczas modelowania.
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Graficzna analiza jakosci dopasowania symetrycznego rozkladu NIG
wskazuje na wysoka zgodnos$¢ kwantyli teoretycznych 1 empirycznych. Jest to
szczegdlnie istotna wlasnos¢ w przypadku wykorzystania oszacowanego roz-
kladu do okreslania wartosci zagrozonej VaR lub warunkowej wartosci oczeki-
wangj straty CVaR w przypadku przekroczenia wartosci progowej.
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STRESZCZENIE

Praca jest poSwiecona analizie mozliwosci modelowania logarytmicznych stop
zwrotu indeksu WIG20 notowanego na warszawskiej GPW przy pomocy rozkltadéw z
rodziny uogolnionych rozkladéw hiperbolicznych. Wéréd rozpatrywanych rozkltadow
najlepszym dopasowaniem wykazal si¢ asymetryczny normalny odwrotny rozktad
gaussowski NIG. Jednak z powodu nieistotnosci efektu asymetrii do graficznej analizy
jakosci dopasowania wybrano symetryczny rozklad NIG. W pracy stwierdzono, ze
rozklad NIG wykazuje si¢ zdecydowanie lepszym dopasowaniem do danych empirycz-
nych niz rozklad normalny. Fakt ten pozwala na precyzyjniejszg ocen¢ wartosci takich
miar ryzyka jak VaR 1 CVaR.

MODELLING WIG20 RETURNS WITH GENERALISED
HYPERBOLIC DISTRIBUTION

SUMMARY

The paper is dedicated to analysis of generalised hyperbolic distribution usefulness
for modelling WIG20 logarithmic returns. Among examined distributions the best fit
was achieved by asymmetric NIG. However, due to asymmetry lack of significance, for

thorough graphical analysis and comparison with normal distribution symmetrical NIG
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was chosen. The paper gives evidence that normal-inverse Gaussian distribution is

much better choice for describing behaviour of WIG20 logarithmic returns then normal

distribution. Hence estimation of VaR and CVaR 1s more accurate.
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