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Science is a real unity based on mathematics
Streszczenie

Wspotczesna nauka opiera si¢ na aksjomacie nieskonczonosci. Nieskonczonos¢
implikuje ciaglo$¢. Zastosowania nauk daja empiryczny argument dla tego aksjomatu.
Przypuszczenie, ze istnieje nieskonczony zbidr, jest zupetlie naturalne i nie generuje
niespdjnos¢. Instytucje finansowe, banki i przemysl, ubezpieczenia, czgsto postepuja
tak, jakby ich domeny — liczba klientow — byly nieskonczone. Uwzgledniajac wplyw
czasu, moga przyjmowaé co$ w rodzaju aksjomatu potencjalnej nieskonczonosci.
Prowadzi to do wybuchu kryzysu. Kazdy ciag arytmetyczny, ktdrego pierwszy wyraz
oraz roznica sa liczbami wzglednie pierwszymi, ma nieskonczony zbidr liczb pierw-
szych (ciag Dirichleta). Hipoteza. Szereg odwrotnosci liczb pierwszych ciagu Dirichleta
nie jest zbiezny.

Stowa kluczowe: liczby naturalne, nieskonczono$¢, liczby pierwsze, ciag Dirichleta,
hipoteza Goldbacha.

Matematyka i cata nauka bada zbiory. Liczby naturalne to zbiory skonczo-
ne. Czy istnieja zbiory inne niz skonczone? OdpowiedZ na to pytanie nie jest
znana. Nie wiemy, czy istnieja zbiory nieskonczone. Fundamentem nauki jest
jednak aksjomat istnienia zbioru nieskonczonego. Nieskonczonos¢ zdefiniowat
Georg Cantor okoto 1878 roku poprzez roéwnoliczno$¢. Zbior jest nieskonczony,
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gdy jest rownoliczny ze swoim podzbiorem wihasciwym. Jesli catos¢ jest row-
nowazna czesci, to mamy do czynienia z nieskonczono$cia. Kategoria zbiorow
dzieli si¢ wigc na dwie klasy: zbiory skonficzone i zbiory nieskonczone. Zbior
skonczony nie jest rownoliczny ze swym podzbiorem wilasciwym; skonczonosé
oznacza, ze cato$¢ jest istotnie wigksza od kazdej swej czgsci. Liczne i pigkne
zastosowania nauki potwierdzaja empirycznie aksjomat nieskonczonosci.
Twierdzenie o istnieniu zbioru nieskonczonego nie kryje w sobie sprzecznos$ci.
Oprocz wspomnianej nieskonczono$ci — nieskonczonos$ci aktualnej, istnieje
pojgcie stabsze — nieskonczono$ci potencjalnej. W swiecie obserwujemy tylko
zbiory skonczone, ale dowolnie duze, nie ma zbioru najwigkszego. Mysle, ze
bankom wystarcza pojgcie nieskonczonosci potencjalnej — zbior klientdw jest
nieograniczony. Sptaty kredytéw przesuwa si¢ wprzod na przyszte pokolenia;
czas czyni populacj¢ nieograniczong. Twierdzenie o istnieniu zbioru liczb natu-
ralnych zamienia nieskonczonos$¢ potencjalna w nieskonczono$¢ aktualna. Po-
tencja staje si¢ aktem.

Zbiory skonczone to liczby naturalne; zbiory nieskonczone, to takze liczby
tylko nieco innej natury. Sa to liczby kardynalne — klasy zbiorow réwnolicz-
nych, ktore spetniaja tylko niektore wiasnosci liczb naturalnych — liczb skon-
czonych. Wsrdd liczb skonczonych rownanie x + x = x jest spetnione jedynie
przez 0, natomiast kazda liczba nieskonczona takze je spetnia. Dwa razy nie-
skonczonos¢ jest ta sama nieskonczono$cia, 2x = x. Skonczone wielokrotnosci
nie zwigkszaja nieskonczonosci. Codziennie liczymy, numerujemy, telefonuje-
my, adresujemy, a wigc korzystamy z liczb. Postugujemy sig liczbami skonczo-
nymi — naturalnymi. Nie ma problemu istnienia liczb, gdy je widzimy, gdy wi-
dzimy mnogosci przedmiotéw. Zbiory realnych przedmiotéw — naczyn kuchen-
nych, ksiazek na biurku, mebli w pokoju — sa modelami liczb naturalnych. Jak
wielkie liczby widzimy? Jakie mnogo$ci ogarniamy jednym rzutem wzroku bez
rachowania? Jest to problem otwarty. Pewnie nie ma jednoznacznej odpowie-
dzi. Jest to zdolno$¢ indywidualna. Istnieja jednostki obdarzone specjalna, nu-
meryczng percepcja, ktore widza duze liczby. Przecigtny, statystyczny zjadacz
chleba chwyta bezposrednio 0, 1, 2 i pewnie 3, a liczby wigksze oblicza korzy-
stajac nieswiadomie z partycji — z podziatéw liczb na mniejsze sktadniki. Czte-
ry to dwie dwojki lub jedynka i trojka. Przestrzenny uktad przedmiotéw moze
utatwia¢ rachunki. Zbiory wyrazne rozdyskryminowane na cze¢$ci lub uporzad-
kowane w figury geometryczne — kwadraty, prostokaty, trojkaty — rachujemy
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fatwo. Chaotyczna chmara gotebi na niebie jest poza zwykla zdolnos$cia rachun-
kowa.

Czym jest partycja? Ciag liczbowy o skonczonej liczbie wyrazéw réznych
od zera nazywa sig ciagiem finitnym; w ciagu finitnym prawie wszystkie wyra-
zy sg zerami. Ciag

(0,5,0,3,0,1,0,0, ...)

majacy od siddmego miejsca, czyli od wyrazu as — jesli pierwszy wyraz jest ag
— same zera jest finitny. Rodzing zbiorow finitnych o wyrazach naturalnych
oznaczamy symbolem F. Zbioér F jest zamknigty ze wzgledu na dodawanie cia-
gow. Jesli a i b sa finitne, a, b € F, to ich suma jest finitna, ¢ + b € F. Rodzina
F jest potgrupa ze wzgledu na dodawanie, ktorej elementem neutralnym jest
ciag zerowy. Ciag monotoniczny to taki ciag finitny, ktory ros$nie lub maleje.
Jesli a = (a,) jest monotoniczny i ro$nie, to a, < a,.; ciag malejacy b = (b,)
spetnia przeciwna nieréwno$¢: b, < b,. Mowa tu naturalnie o ciagach stabo
monotonicznych. Ciag (2, 1, 1, 0, 0, ...) maleje, natomiast ciag zerowy (0, 0, ...)
jest jedynym ciagiem w zbiorze F, ktory ro$nie. Ciag zerowy jest oczywiscie
ciagiem malejacym. Rodzina ciagoéw malejacych i finitnych P jest zbiorem par-
tycji; rodzina P jest podzbiorem F. Jesli ciag a jest partycja, to a jest finitny
1 monotoniczny — malejacy. Rodzina partycji jest takze potgrupa. Jesli a jest
ciagiem finitnym, a € F, to istnieje suma Xa jego wyrazow a, + a; + ... bedaca
liczba naturalna. Niech P, oznacza zbior partycji a takich, ze Za = n, gdzie n
jest ustalong liczba naturalna, n € N = {0, 1, ...}. Zbidr P, jest podzbiorem P
oraz

P:P0+P1+ veey

co oznacza, ze P jest sumg zbiorow P,; jest to podzial P na klasy roztaczne —
dyskryminacja rodziny partycji P na zbiory partycji poszczegolnych liczb. Par-
tycja zera jest tylko ciag zerowy, wigc Py = {0}, podobnie partycja jedynki jest
ciag (1,0, 0, ...), wigc Py jest takze zbiorem jednoelementowym; nastepnie mamy

P,={(1,1,0,0,...),(2,0,0, ...)},
bo liczba dwa ma dwie partycje. Analogicznie bedzie dla trojki

P;={(1,1,1,0,0,..),(2,1,0,0, ...),(3,0,0, ...)},
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1
ale juz czworka ma pig¢ partycji

Py=1{(1,1,1,1,0,0,..),(2,1,1,0,0, ...),(2,2,0,0, ..), 3, 1, 0,0, ...),
(4,0,0, ...)}.

Dalej gwaltownie rosnie liczba partycji. Niech d,, oznacza liczbg partycji n; jest
to dobrze okre$lona liczba naturalna, ktora mozna w skonczonym czasie obli-
czy¢. Algorytm nie jest jednakowoz tak prosty jak moze si¢ wydawac [1].

Porzuémy partycje i wré¢my na ziemig do zbiorow. Czy istnieja zbiory
nieskonczone? Powtarzamy to zasadnicze pytanie, by uswiadomi¢ jego znacze-
nie. Chociaz o istnieniu zbioré6w nieskonczonych wiemy mato, to jednak w zy-
ciu i jezyku potocznym operujemy namiastkg nieskonczonosci. Mamy pojecie
perspektywy 1 punktu nieskonczonego, postugujemy sig¢ zwrotem przeno$nym
studni bez dna, mowimy takze o studni niewyczerpanej. Doswiadczenie pokazu-
je, ze $wiat jest skonczony, chociaz pewnie bardzo duzy. Nieskonczono$¢ ozna-
cza co$ niemozliwego, nierealnego. Barwny jezyk codzienny postuguje sig idea
zbioru nieskonczonego bez wigkszych zahamowan. Mowimy o studni bez dna,
gdy roszczen nie mozna zaspokoi¢. W roku 1945 jedna $winia przeszia ze
Zwiazku Radzieckiego na polska strong i od tego czasu my im ciagle oddajemy,
a oni bez konca powtarzaja, ze to nie ta sztuka. Jest to popularna anegdota
o studni bez dna, powtarzana w czasach, gdy w polskich masarniach byly puste
haki — wedlug oficjalnej teorii nie bylo zapotrzebowania na migso. Jesli zasob
jest nieograniczony, obrazuje to studnia niewyczerpalna. Ktos, kogo trzymaja
si¢ zawsze pieniadze i nie krepuje si¢ w ich wydawaniu, jest dla nas bankiem —
studnia niewyczerpana. Banki jednak bankrutuja, wigc ich zasoby si¢ koncza;
rujnuje je nie§wiadome zalozenie, ze §wiat jest nieskonczony i strumien nowych
klientow bedzie coraz obfitszy. Kropla w morzu jest przenosna oddajaca stosu-
nek zbioru skonczonego do nieskonczonosci. Jest to zobrazowanie wielkiej
dysproporcji, zestawienie stanéw nieporownywalnych.

Zyjemy w $wiecie ciagtym; to wlaénie ciaglo$é jest podstawa naszej intu-
icyjnej nieskonczonos$ci. Bez ciaglosci nie ma poczucia nieskonczonosci, ale tez
bez nieskonczonosci nie ma ciaglosci; z tego wlasnie powodu nauka przyjmuje
aksjomat o istnieniu zbioru nieskonczonego. Czymze jest wigc nieskonczono$¢?
Najprostsza odpowiedz malo objasnia: zbior, ktory nie jest skonczony, nazywa
si¢ nieskonczony, Zbidr skonczony nie jest studnia niewyczerpana. Jesli ze
zbioru liczacego 18 elementdw wyjmiemy jeden, otrzymamy zbior majacy tyl-
ko 17 przedmiotow. Jesli na parkingu jest 18 miejsc i kazde miejsce zacienia
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drzewo, to parking jest zajety, gdy pod kazdym drzewem stoi auto. Jesli jeden
samochodd odjedzie, wtedy drzew jest wigcej, na parkingu jest wolne miejsce.
Pojemno$¢ tego parkingu oznacza si¢ liczba 18. Wigcej nie mozna zaparkowac,
gdy pod kazdym drzewem stoi samochdd. Przypusémy, zZe istnieje parking nie-
skonczony, kazde drzewo ma kolejny numer. Ile tu samochodow mozna zapar-
kowac? Tyle ile jest liczb naturalnych. Nazwijmy ten parking wirtualnym, ry-
sunek 1.

Rysunek 1. Parking wirtualny

0 1

O O

Zdarzyto sig, ze nasz parking jest pelny — kazde drzewo rzuca cien na swo-
ja kolorowa blache. Jesli w tym stanie parkingu pojawia si¢ jeszcze chetny do
parkowania, to nie ma problemu z miejscem. Wystarczy wszystkie samochody
przesunaé — translowac, jak moéwia ludzie obyci — o tyle miejsc w prawo, ile
nam potrzeba. Jesli jedno, to kazdy samochod trzeba przestawi¢ o jedno miej-
sce, a gdy sto, to o sto miejsc dalej. Takiego parkingu nie ma. Istnieja powazne
instytucje, ktore zachowuja si¢ tak, jakby istniat taki system translacji. W zbio-
rze skonczonym nie ma translacji, sa rotacje. Niektore rzeczywiste banki pracu-
ja w rezimie parkingu wirtualnego. Sciaga si¢ gotdwke wysokim procentem.
Aby ptlaci¢ te procenty, zjednuje si¢ nowych klientoéw jeszcze wyzszym zy-
skiem. Proces ten bylby racjonalny tylko w przypadku populacji nieskonczone;.
W realnym $wiecie taka praktyka konczy si¢ zawsze klapa — jak bezpieczna
kasa oszczednosci: whasciciel z resztka pieniedzy ucieka. Podobnie dziata insty-
tucja szybkich kredytow. Nawet ludno$¢ Chin nie jest gwarantem na tagodne
wyhamowanie silnie rosnacego ryzyka finansowego. Stopniowy proces tago-
dzenia nieuzasadnionych kredytow przez obejmowanie coraz szerszych krggow
swymi ustugami pigknie ilustruje wzburzona rzutem kamienia spokojna tafla
jeziora. Amplitudy maleja, lecz kota sa coraz wigksze. Powierzchni¢ wody mo-
deluje wypukta kombinacja — zalezna od czasu — funkcji:
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f()c,y)zexp(—\/x2 +y2Jcos\/x2 +y2 ,

g(x,y)z exp(— \/x2 +yz)sin\/x2 er2 ,

gdzie (x, y) € R”.

Jezioro jest skonczone, ograniczone, jego powierzchnia nie jest ptaszczyzna,
a ponadto dzialaja sity lepkosci, grawitacji i inne podobne zaktocenia. Model
ten jest wiec tylko idealizacja, jak kazda zreszta teoria. Punktem startowym fali
— miejscem upadku kamienia — jest poczatek uktadu wspotrzgdnych (0, 0).
Mozna obrazowo powiedzie¢, ze studnia bez dna to banki pozerajace oszczed-
nosci, a studnia niewyczerpana jest nieograniczony zasob klientoéw gotowych
lokowa¢ swe $rodki w bankach. Coraz szersze kregi wirtualnej spolecznosci
wchodza w zasigg cywilizacji finansowej. W przyrodzie nie ma zbioréw nie-
skonczonych, w nauce sa niezbedne: zbidr liczb naturalnych N, zbiodr liczb cal-
kowitych Z, zbior liczb wymiernych Q, zbior liczb rzeczywistych R, a zakon-
czeniem tej linii jest zbidr liczb zespolonych C. Zbiory liczbowe konstruuje si¢
na podstawie aksjomatu nieskonczonosci. Stabszym postulatem nieskonczono-
$ci jest pojecie potencji — zalozenie, ze wszystkie zbiory sa skonczone, ale do-
wolnie duze. Jest to tak zwana nieskonczono$é¢ potencjalna. Swiat jest skonczo-
ny, ale nieograniczony. Potencjalna nieskonczonos¢ dobrze pasuje do natury,
ale zle do nauki. Z tego wzgledu przyjmuje si¢ aksjomat o istnieniu nieskon-
czonosci aktualnej, ktora jest zrealizowana potencja. Aktualna nieskonczono$¢
jest wielka niewiadoma — magnum ignotum. Zaktada¢ nalezy — jesli jest juz taka
koniecznos$¢ — istnienie mozliwie matej nieskonczonos$ci. Najmniejsza nieskon-
czonos$¢ to taka mnogos¢ X, ktorej kazdy podzbior A4 jest albo skonczony albo
rownoliczny z X. Zatozenie o istnieniu takiej nieskonczonosci moze nie by¢
prawda, lecz z tego aksjomatu wynika cata nauka, a nauka jest podstawa naszej
egzystencji — ma liczne i bltogostawione zastosowania. Liczbg kardynalna tego
najmniejszego zbioru skoficzonego oznacza si¢ symbolem X, . Istnieje jeszcze

jedna nieskoficzono$¢, a mianowicie N, = 2™ ; innych nieskonczonosci nalezy
unikaé, bo to jest juz mnozenie zbednych bytow.

Podstawa matematyki sa liczby i pomiar. Pomiar nie tylko metrem i zega-
rem. Naukowy pomiar to homomorfizm. Jest to funkcja odwzorowujaca struk-
tur¢ matematyczna w analogiczng struktur¢ z zachowaniem relacji specyficz-
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nych. Pigkny i wazny jest pomiar f: C — M, gdzie C jest ciatem liczb zespolo-
nych, a M — algebra macierzy kwadratowych dwuwierszowych, utozsamiajacy
liczby zespolone z macierzami. Jest mianowicie

e )

Liczby zespolone to specjalne macierze. Pomiar jest takze sztuka interpretacji

gdzie z = x +yi.

teorii naukowych. Gotowg teori¢ naktadamy na rzeczywisto$¢ fizyczna.

Wobec ogromu nieskonczono$ci zawodzi intuicja. Ze zbioru nieskonczo-
nego mozna odrzuci¢ dowolny, skonczony podzbior, a pierwotny stan nieskon-
czono$ci nie ulegnie zmianie. Intuicja przestaje by¢ pewnym przewodnikiem
przy dodawaniu wyrazow ciagu, a wigc przy operacjach nieskonczonych. Row-
niez nie mozna zaufa¢ intuicji w przestrzeniach wymiaru skonczonego wigk-
szego niz trzy. Zyjemy w $wiecie trojwymiarowym i tu zbieramy do$wiadcze-
nie. Myslenie przez analogie¢ w wyzszych wymiarach jest zawodne. P6zna je-
sienia 2010 roku w $rodowisku naukowym pojawita si¢ ciekawa hipoteza [5].

Dla dowolnych liczb naturalnych #n, k£ > 2 oraz dla dowolnych parami r6z-
nych punktow Py, ..., Py € R" zachodzi nierowno$¢

+1
(~1)" detld, )> 0,
gdzie d;; — odleglos¢ euklidesowa punktow P;, P;.

Poznalem ja pézno — na poczatku grudnia 2010 roku — i zastanawiatem si¢ nad
jej rozwiazaniem. Rozpoczyna sig¢ zawsze od przypadku najprostszego n = 1. Po
niedtugim czasie powstat pigkny wzor. Przytoczg za chwilg rozumowanie i jego
wynik. Przypadek ten — jak wynika z innego komputerowego okolnika doktora
Skoczylasa — analizowali studenci Politechniki Wroctawskiej i to niektorzy
skutecznie. Nagroda byta ocena celujaca z algebry. Niech k£ € N bedzie dowolng
liczba naturalng nie wykluczajac zera. Punkty Py, ..., Pi+1, lezace na prostej,
rysunek 2, ponumerowane sa zgodnie z naturalnym porzadkiem — pomigdzy P;
oraz P nie ma innych punktéw P;; odleglosci punktéw sasiednich P; , P;; sa
liczbami x; > 0,1=0, ..., k.
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Rysunek 2. Przypadek najprostszy

Py P, Py Py

Xo X

Symetryczna macierz odlegtosci D dla punktow P, ..., P+ jest zdefiniowana
przez uktad liczb (xy, ..., x;). Jest bowiem

i+] . . .
dii+_/‘+l :Zs:ixs ,i=0,...k j=0,.,k—1i

naturalnie d;; = 0 oraz d,, = d,;, gdzie d,, jest odlegtoscia P; od P,.
Zadanie. Wyznacznik z macierzy odleglosci D, okreslonej wyzej, jest liczbq

det D = (=1)""12% xq... xp (xo+ ... +xp).

Rozwiazaniem tego zadania jest naturalnie dowdd prostego twierdzenia. Dla
nabrania wprawy zachg¢cam do rozpatrzenia kilku przypadkow: dla k =0, 1, 2
i moze nawet 3. Macierz kwadratowa D ma oczywiscie tyle wierszy, ile jest
punktow, czyli £ + 2. Operacje elementarne, najpierw na wierszach potem na
kolumnach macierzy D, prowadza do macierzy trojkatnej. Wyznacznik z macie-
rzy trojkatnej tatwo obliczy¢. Od wiersza pierwszego odejmujemy drugi, od
drugiego — trzeci i tak dalej, od przedostatniego — ostatni, a nastgpnie do wier-
sza ostatniego dodajemy wszystkie wiersze wyliczone wczesniej. W wyniku
tych operacji powstaje macierz odpowiednio regularna; wystarczy teraz pierw-
sza kolumng doda¢ kolejno do pozostalych, aby powstala macierz trojkatna.
Glowna diagonala tak przeksztatconej macierzy D jest wektorem

(—xo, —2x1, ceey —2xk, X0 + ... +xk).

Zadanie zostato wigc rozwiazane, czyli wzor na det D udowodniony.
Latwo zauwazy¢, ze numeracja punktow P; nie zmienia warto$ci wyznacz-
nika. Zastanawia addytywna

Xo+ ... T Xx;
i multiplikatywna

X0 ... Xk
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symetria we wzorze na wyznacznik macierzy odlegtosci. Jezelixo=... =x;=1, to
det D= (-1)""2" (k+1);
tutaj i-ty wiersz macierzy D jest wektorem
vi=(, ..., 0, o, k+1-1),i=0, ..., k+ 1.

Jezeli k=3, to

>

Il
AW N — O
WO - O -
N — O = N
—_ O = W
S = N W A

jest to tablica odlegtosci dla pigciu miast rownomiernie roztozonych na taczacej
je drodze.

Po rozwiazaniu tego najprostszego przypadku wrécitem do hipotezy ogol-
nej. Za moich czaséw studenckich popularne byto pytanie o szelki suttana. Dla-
czego suttan turecki nosi zielone szelki? Poprawna odpowiedz utrudniaty zbed-
ne szczegodly: turecki suttan i zielony kolor. Kazdy wie, po co si¢ nosi szelki —
aby spodnie byly na swoim miejscu. Suttan turecki nosi zielone szelki po to,
aby mu nie spadly spodnie. Szczegbdly bez znaczenia moga prowadzi¢ — i czgsto
prowadza — na manowce. Istota nauki, a szczego6lnie matematyki, jest umiejegt-
no$¢ upraszczania i uogdlniania. Zadanie ogdlniejsze bywa czasem tatwiejsze
z powodu swej prostoty. Nie ma maskujacych prawde szczegotow. Przypowiese
sultanska przypomniata mi sig, gdy zaczalem mysle¢ nad hipoteza doktora Sko-
czylasa. Hipoteza dotyczy znaku wyznacznika specjalnej macierzy symetrycz-
nej, takiej mianowicie, ktora opisuje wzajemne odlegtosci w skonczonym zbio-
rze punktow. Punkty sa elementami nie dowolne]j przestrzeni metrycznej, ale
tylko R" i to z metryka euklidesowa. Przypuszczatem, ze ani metryka, ani syme-
tria, ani wymiar n przestrzeni liniowej nie sa w tej hipotezie wazne. Wydawato
mi si¢ bowiem, ze mozna ja zredukowaé¢ do macierzy kwadratowych o przy-
najmniej dwoch wierszach z zerami na gtéwnej przekatnej, a poza tym z wyra-
zami silnie dodatnimi. Pozbycie si¢ zbgdnych zalozen, jak w pytaniu o zielone
szelki sultana, zadanie rozjasnia i logicznie upraszcza. Jednak te zatozenia oka-
zaly sig istotne. Hipoteza ogdlniejsza upada. Jak sprowadzi¢ przypadek ogdlny
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do rozpatrzonego juz szczegdlnego zadania przy n = 1? W przestrzeni R" kazdy
skonczony uktad punktéow mozna rzutowac ortogonalnie na odpowiednio do-
brang prosta, a do rzutéw stosuje si¢ przeciez podane wyzej rozwiazanie. Bez-
posrednio nie wida¢ jednak, co na tej podstawie mozna wnosi¢ o wyznaczniku
z pierwotnej macierzy odlegtosci w przestrzeni wielowymiarowej. Prawdopo-
dobnie prowadzi tedy droga do celu — dowodu wyjsciowej hipotezy.

Niech S;, £ € N, k > 1, oznacza rodzing macierzy kwadratowych o wyra-
zach rzeczywistych postaci

spetniajacych warunki: a;; = 0, a; > 0, gdy i # .

Uwaga. Zbior Sy jest wypukly — stozek bez wierzchotka. Jesli A, B € S;
oraza R, a>0,t0 A+ B, ad €8§,.

Lemat 1. Jezeli H; € S, jest negacjq macierzy jednostkowej, to

(-1)F det H, > 0.

Negacja macierzy jednostkowej ma na gldwnej przekatnej zera, a poza gtdéwna
przekatna jedynki. Jest to macierz odlegtosci w przestrzeni dyskretnej. Lemat
jest prawdziwy; aby si¢ o tym przekona¢, wystarczy pierwszy wiersz odja¢ od
pozostatych, a nastgpnie wszystkie kolumny doda¢ do pierwszej. Powstanie
macierz trojkatna o wyznaczniku

det H, = (-1)" k.

Uktad wektoréow (eq, ..., e) jest naturalng baza E = R*' orientujaca przestrzen
dodatnio — orientacja prawa. Zbior

K={xeE:x20}

jest stozkiem wektoréw nieujemnych; jego wnetrze ma wymiar liniowy £+ 1.
Symbol E;, i =0, ..., k, oznacza podprzestrzen wymiaru k wektorow ortogonal-
nych do e;.

Niech F; = K N Ej; sa to $ciany stozka K. Wnetrze G; Sciany F;, wzgledem
podprzestrzeni E;, jest wymiaru k. Oczywiscie zbiory F; wzgledem przestrzeni £
maja puste wngtrza.



ANTONI SMOLUK

O NIESKONCZONOSCI, LICZBACH | ANALOGII 30

Lemat 2. Jezeli A €S, k=1, to det A #0.

Dowéd. Jezeli k=1 lub k = 2, to lemat jest prawdziwy. Przyjmijmy wigc,
ze lemat jest prawdziwy dla k > 2; pokazemy, ze jest rowniez prawdziwy dla
k+ 1. Jezeli A € Sj. oraz (cy, ..., c+1) jest uktadem kolumn macierzy 4, to po
wykresleniu ostatniej kolumny otrzymamy — na podstawie zatozenia indukcyj-
nego — uklad liniowo niezalezny. Do stozka generowanego przez ten uklad nie
nalezy wektor ¢+, trzeba bowiem pamigtac, ze @14+ = 0 — rOWnos¢

k
Zi:O Xl =0,

gdzie x; > 0, xo+... +x; > 0, jest niemozliwa. Wngtrze relatywne stozka gene-
rowanego przez wektory co, ..., ¢y ma wymiar k+ 1, a stozka generowanego
przez wektory cy, ..., ¢y — wymiar k+ 2. Oczywiscie ¢; € G;. Dowdd zostat
zakonczony.

Twierdzenie. Jezeli A € S, to (—1)* det 4 > 0.

Dowéd. Twierdzenie wynika z lematdéw 1 i1 2. Nalezy jedynie udowodnic,
ze wyznaczniki z macierzy A oraz H; maja rowne znaki — kolumny tych macie-
rzy jednakowo orientuja przestrzen E.

Funkcja I: [0, 1] — S}, okreslona wzorem

16 =(1-DA+tH,t [0, 1],

jest odcinkiem taczacym punkty 4 i H; — opisuje odcinek w stozku S;.
Pol6zmy
Sy = (1) det (0, £ € [0, 1];

jest to funkcja ciagla, o wartosciach réznych od zera. Korzysta si¢ tu z lematu 2,
mowiacego, ze kolumny macierzy /() sa liniowo niezalezne dla kazdego t € [0. 1].
Poniewaz

A1) =(-1)"det H;> 0,
wiec
A0)=(~1)"det 4> 0.

To konczy dowad.
Z twierdzenia tego wynika hipoteza doktora Skoczylasa.
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Taka propozycje dowodu uogolnionej hipotezy przestalem 14 grudnia
2010 roku doktorowi Skoczylasowi, a juz nastgpnego dnia otrzymatem od nie-
go kontrprzyktad [3]. Macierz symetryczna

01 2 1
1 01 2
2 1 01
1 210

o wyznaczniku zerowym spetnia zatozenia uogdlnionej hipotezy, a ponadto jest
to macierz miejskich odlegtosci pomigdzy wierzchotkami kwadratu: 4 = (1, 1),
B=(,2),C=(2,2),D=(2,1). W hipotezie Skoczylasa wazna jest metryka,
a to przeciez wigecej niz symetria. Tym zwyczajnym sposobem padto eleganckie
uogoélnienie. Do zbioru S; naleza macierze o wyznacznikach dodatnich, ujem-
nych i zerowych skoro tylko £ > 3. Zawiodt lemat drugi; nie jest prawda oparte
na analogii z R’ stwierdzenie, Ze wnetrze stozka generowanego przez wektory
Co, ..., Cr+1 jest wymiaru k + 2. Liniowej niezalezno$ci w przestrzeniach wymia-
ru wyzszego niz 3 juz nie widzimy bezposrednio. W wielowymiarowych $wia-
tach obowiazuja inne prawa.

Jakie zastosowania maja macierze Skoczylasa 4 € §;? Sa wsrod nich ma-
cierze odlegloéci — niezalezne od metryki i przestrzeni. Ponadto reprezentujq
one specyficzne ekonomie — uktady technologiczne, w ktérych kazda gataz nie
zuzywa wlasnych wyrobow, ale potrzebuje produktéw wszystkich innych sekto-
row. W realnym §wiecie takiego typu gospodarki pewnie nie ma, jednak analiza
abstrakcyjnych modeli moze by¢ zrodtem pozytecznych wnioskow. Hipoteza
doktora Skoczylasa okazata si¢ prawdziwym twierdzeniem i to znanym juz
dawno [4], a jej uogodlnienie jest ztym tropem — zawiodla intuicja silnie obar-
czona geometria przestrzeni, w ktorej zyjemy. Jak scharakteryzowaé ten pod-
zbior rodziny Sy, ktérego elementy spetniaja tezg twierdzenia? Naturalnie jest to
podzbior relatywnie otwarty w Sy; jest to takze stozek bez wierzchotka. Zarow-
no sukces jak i niepowodzenie w pracy badawczej jest cennym doswiadcze-
niem. Droga do dalszych studiow — glebszych i ogdlniejszych — stoi zawsze
otworem.
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Rysunek 3. Faksymile listu doktora Zbigniewa Skoczylasa

Wroctaw, 15 grudnia 2910 r.

Szanowny Panie Profesorze!

Dziekuje za zainteresowanie mojg hipoteza! Pana list elextroriczny cotard
do mnie wezora). W dowodzie nie korzysta Pan g fakiu, ze wyrazy macierzy
sg odleglosciam! nie pokrywajacych sig punktdw w przestrzeni euklidesowe] B*,
Wystarcza Panu, ze macierz ma na przekatne] zera, a nozostale je] wyrazy sa
dodatnie. Jednakie poniisze macierze maja na przekainyvch zera, pozostale ich
wyrazy sg dodabile, a pouadio sa symetrycaie, ae

1 2 10 0 1 2 1
3N R T (A T A B . SN I S VA S A
(=13 det 2 1.0 1 = -9 <0, detl o g g 7 | = 0.
W 21 9 1 2 1 0

To oznacza, ze Pana dowdd lamatu 2 zawiers blad. Musze go jeszeze dokladnie
przeanalizowaé, aby wskaza? bledne micjsce.

Z postaci drugie] macierzy wynika ponadto, e moiej hipotezy nie da sig prze-
niesé na dowelna, preesirzen uncrmowang. Wyrasy e maciersy so odleglodeiami
wierzchoticdéw lewadratu jednostkowego w przestrzeni unormowanej B? z norma
N, )] +ly . Macierz ta jest jednak osobliwa., Prawdopadabnie zachodai
wtedy slaba nierdwnost ().

i
o

Dowdd hipatezy otrzymalem niemal natychmiast po ogloszenin konkurs:
Juz 29 pafdzicrnika 2010 r. prof. Marck Boicjlko z Instytutu Matematycmnego
UWr., przysial swolg prace. Z drugig! strony ckaza:o sig, e mola hipoteza
jest znana (w teorii aproksymacji) | udowodniona w ogdlniejszej postaci. Za-
vwazyvl o 28 X 2010 dr Marian Geweri. Inlormacie o przebiegu konkursu oraz
adsylacze do prac umiefcilem na swojej stronle mternetowe] 31 pagdziernika
2010 1. {dolaczylem ja do listu}.

Z powazaniem
Zhigniew Skoczylas



304

METODY ILOSCIOWE W EKONOMII

Rysunek 4. Kurenda
Konkurs z nagroda

Konkurs polega na podanin dowodu ponizszej hipotezy:
* Kk k

Dla dowolnych liczb naturalnych n, k > 2 oraz dla dowolnych parami
réznych punktéw Py, Ps, ... P, € B™ zachodzi nieréwnosé

diy dyg ... di

(=106 det | @20 - dha

>0,
dry dig .. dig
gdzie d;; oznacza odlegloéé euklidesows punktéw P, P;.

* kK

Osoba, ktéra pierwsza przy$le wlasny dowad hipotezy, otrzyma nagro-
de w wysokosci 1.000 zt.” Plik PDF z dowodem i danymi autora nalezy
przysytaé do kofica roku 2010 na adres

zbigniew.skoczylas@gmail.com
Wyniki oglosze najpézniej 15 stycznia 2011 r. na stronie internetowe;
www.im.pwr.wroc/~skoczyla

Prosz¢ o przekazanie informacji o konkursie znajomym matematykom.

Ihigniewr Skoczylas

* W dostepnej literaturze nie znalaziem prac o te) hipotezie. Gdyby okazato sie jednak, ze problem
jest znany, to osoba, ktdra pierwsza wskaze publikacje rawierajgca dowdd i przyéle jej kopie, otrzyma
nagrodg w wysokosei 300 zl. Z kelei osoba, ktdra plerwsza poda kontrpraykiad, otrzyma nagrode w
wysokosel 700 21 Bedzie preyznana tylko jedna z powyiszych nagrid.
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Ciaglos¢ ulatwia zycie 1 czyni nauke efektywniejsza. Trudne problemy
dyskretne maja nature skonczona, a ciagtos¢ jest dzieckiem nieskonczonosci.
Nawet w przypadku obliczalnego ciagu partycji (d,) mamy problemy z wyli-
czeniem liczby podziatdéw. Wigksze trudnosci sa z ciggiem liczb pierwszych
(pn). Nie znamy reguly dyslokacji liczb pierwszych w zbiorze liczb naturalnych.
Silnym wynikiem w tej dziedzinie jest twierdzenie Dirichleta. W dowolnym
arytmetycznym ciagu liczb naturalnych, ktorego wyraz poczatkowy i roznica sa
liczbami wzglednie pierwszymi — ich wspolnym dzielnikiem jest tylko 1, jest
nieskonczona mnogos¢ liczb pierwszych; ciag taki upodabnia si¢ do ciagu liczb
naturalnych i takze do ciagu liczb losowych. Jezeli ay = 1 i r6znica r = 2, to
w ciagu arytmetycznym (1, 3, 5, ...) sa naturalnie wszystkie nieparzyste liczby
pierwsze. Jesli natomiast ap = 151 r=4, to w ciagu (15, 19, 21, ...) jest — zgod-
nie z twierdzeniem Dirichleta — nieskonczona mnogo$¢ liczb pierwszych. Ciag
arytmetyczny liczb naturalnych nazywa si¢ ciagiem Dirichleta, gdy najwigkszy
wspolny dzielnik wyrazow tego ciagu jest jedynka. Ciag jest ciagiem Dirichleta
wtedy i tylko wtedy, gdy pierwszy wyraz i rdznica sa wzglednie pierwsze. Jeze-
li w ciagu Dirichleta jest jedna liczba pierwsza, to jest ich nieskonczenie wiele.
Ogolne twierdzenie Dirichleta jest prostym wnioskiem z tego lematu. Liczby
pierwsze sa rozlozone tak nieregularnie w zbiorze liczb naturalnych, ze moga
tworzy¢ — i tworzg — jeden z systemow kodowania.

Numero impari Deus gaudet; liczby pierwsze to duzo wigcej niz nieparzy-
ste. Zbior liczb pierwszych

P=1{2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31, ...}

jest okryty najwicksza tajemnica, jest nieskonczony, wigc dlatego ciemny; nie
znamy reguly pojawiania si¢ kolejnych liczb pierwszych. Wiemy, jak tworzy¢
kwadraty liczb naturalnych, ale wzoru na liczby pierwsze nie ma. Z uzyciem
komputeréow ustalono wielkie liczby pierwsze, jednak zawsze jest to skonczony
podzbior nieskonczonos$ci. Jesli p, oznacza n-ta liczbe pierwsza, to: py = 2,
p1=3,p2=5p3s=7,ps=11, ps =13, ps = 17 i tak dalej, i tak dalej, lecz zna-
jomos¢ p, 1 wczesniejszych nie pomaga w odgadnigciu p,+;. Rozmieszczenie
liczb pierwszych w zbiorze liczb naturalnych nie jest oczywiscie przypadkowe.
Die ganzen Zahlen hat der Liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.
Ta pigkna pochwata liczb catkowitych pochodzi od Leopolda Kroneckera.
Os$mielg si¢ — jak to si¢ czesto robi z trafnymi sadami — transponowaé ja na
liczby pierwsze. Jednoscia jest Bog, ktory stworzyt liczby pierwsze. Tak moze
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si¢ zaczyna¢ dekalog naukowy. Srinivasa Ramanujan — zmarty w wieku Jezusa
matematyk indyjski — byt niewatpliwie wybrancem Boga, skoro liczby pierwsze
miat za swych przyjaciot. O lokalizacji liczb pierwszych w ciagu liczb natural-
nych wiemy mato, bardzo mato. Najwazniejszym wynikiem jest wspomniane
odkrycie Dirichleta. W ciagu arytmetycznym liczb naturalnych, ktérego wyraz
pierwszy i roznica sa wzglednie pierwsze, jest nieskonczenie wiele liczb pierw-
szych. Oczywiscie, arytmetyczny podciag ciagu Dirichleta jest zndw ciagiem
Dirichleta, jesli tylko wyraz poczatkowy i réznica postgpu sa wzglednie pierw-
sze. Regularno$¢ zadziwiajaca, a jej istota jest tajemnica — boska tajemnica.
W kazdym przedziale [n + 1, 2n], n> 1, liczb naturalnych, jest przynajmniej
jedna liczba pierwsza. Jest to hipoteza Bertranda udowodniona w 1852 roku
przez Czebyszewa. Liczby pierwsze pojawiaja si¢ z dodatnia czgstotliwoscia

w ciagu liczb naturalnych. Szereg L nie jest sumowalny podobnie jak sze-
P,

reg harmoniczny. Liczby pierwsze leza duzo gesciej niz kwadraty liczb natural-
nych.

Fundamentalny lemat o nieskonczonosci. Ciqg Dirichleta ma przynajm-
niej jeden wyraz bedaqcy liczbq pierwszq.

Z istnienia zbioru jednoelementowego wnosimy o istnieniu nieskonczo-
nosci.

Hipoteza. Jesli a jest ciqgiem Dirichleta i b = (b,) podciqgiem ciqgu

a wszystkich wyrazow, ktore sq liczbami pierwszymi, to ciqg odwrotnosci [biJ
nie jest sumowalny.

Nie istnieje ciag Dirichleta, dla ktorego szereg odwrotnosci liczb pierw-
szych wystgpujacych w tym ciagu jest sumowalny. Twierdzenie Dirichleta
mozna interpretowaé jako pigkna klasyfikacj¢ ciagow arytmetycznych liczb
naturalnych. Jes§li w ciagu arytmetycznym sa dwie liczby pierwsze, to jest ich
nieskonczenie wiele. Tutaj z istnienia skonczonos$ci wnioskuje si¢ o istnieniu
nieskonczonosci; podobnie jak w przypadku liniowej niezaleznosci. Zbioér wek-
torow jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego skonczony
podzbior jest liniowo niezalezny. Rodzina ciagéow arytmetycznych 4 o wyra-
zach naturalnych dyskryminuje si¢ na trzy podrodziny: 4, — zbidr ciagow bez
liczb pierwszych, A, — zbior ciagdow z doktadnie jedna liczba pierwsza, i 4, —
zbior ciagéw majacy nieskonczong mnogos¢ liczb pierwszych. Jest wige
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I
A:AO +A| +Aw.

Jezeli a €A, to a jest ciagiem Dirichleta. Jesli w ciagu a jest liczba pierwsza
rozng od wyrazu poczatkowego, to w ciagu tym jest nieskonczenie wiele liczb
pierwszych. Jesli a € 4;, to wyraz pierwszy tego ciagu jest liczba pierwsza,
a pozostate liczbami zlozonymi. Jesli w ciagu arytmetycznym sa dwie liczby
pierwsze, to jest ich dowolnie duzo. Ze stanu skonczonego wnioskuje si¢ o nie-
skonczonosci. Jezeli a: N — N jest ciagiem arytmetycznym, to rownanie (a, P)
jest niesprzeczne [6] — zbior rozwiazan nie jest pusty, a (P) = 0, wtedy i tylko
wtedy, gdy a jest ciagiem Dirichleta lub ay € P.

Partycja Goldbacha liczby naturalnej » jest uporzadkowana trojka (qo, g1, q2),
gdzie g; € Po = P +{0}, i =0, 1, 2, go<q1<¢g,, a ponadto oczywiscie
n = gqo + q1 + g,. Partycja zera jest trojka (0, 0, 0), jedno$¢ nie ma partycji
Goldbacha, partycja dwojki jest uktad (0, 0, 2), tréjki — uktad (0, 0, 3), czworki
(0, 2, 2) i1 dalej podobnie. Liczba pig¢ ma dwie partycje Goldbacha: (0, 2, 3)
oraz (0, 0, 5). W roku 1742 Goldbach zapytat listownie Eulera, czy kazda liczba
naturalna, z wyjatkiem jedynki, ma partycje w powyzszym rozumieniu. Jesli
postuzymy si¢ pojeciem zbioru zaindeksowanego liczb pierwszych, wtedy
przypuszczenie Goldbacha ma tadne sformutowanie. Pomijajac jedynke, kazda
inna liczba naturalna jest suma zbioru co najwyzej tréjelementowego zaindek-
sowanych liczb pierwszych. Zero jest suma zbioru pustego, dwdjka — zbioru
jednoelementowego, trojka takze zbioru jednoelementowego, czworka zbioru
dwuelementowego {2;, 2,}. Po to wlasnie potrzebne sg indeksy, bo zbior {2, 2}
jest jednoelementowy. Pod wplywem Eulera powstata silna hipoteza Goldba-
cha. Kazda liczba parzysta jest suma co najwyzej dwoch liczb pierwszych;
oczywiscie mowa tu o liczbach zaindeksowanych. Staba hipoteza Godlbacha
jest konsekwencja silnej. Partycje Goldbacha dla liczb parzystych to te partycje
w ktorych go = 0. Tak wigc chociaz trojka (2, 2, 2) jest partycja Goldbacha 6, to
jednak w dalszym ciagu tego typu partycje bedziemy pomijac; partycjg (0, 3, 3)
sciagamy do pary (3, 3). Czy kazda liczba parzysta jest suma dwoéch sktadnikéw
pierwszych? Ograniczamy sig do liczb parzystych ze zbioru

H=1{6,8,10, ...},
czyli poczynajac od 6. Dla 0, 2 i 4 wszystko jest jasne. Zbior liczb parzystych
G={pit+p:i,jeN,1<i<j}
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nazywa si¢ zbiorem Goldbacha, a jego elementy — liczbami Goldbacha. Silna
hipoteza Goldbacha jest pytaniem o identycznos¢ zbiorow G oraz H. Oczywi-
scie, G jest podzbiorem H. Liczby Goldbacha tworza nieskonczona symetrycz-
na macierz 4 = (p; + p;), gdzie wyraz p; + p; stoi w i-tym wierszu, i = 1, 2, ...
oraz j-ej kolumnie, j = 1, 2, ...; jest wigc

16 18 20 24 26
14 16 18 22 24
10 12 14 18 20
& 10 12 16 18

&8 10 14 16

Czy dowolna liczba naturalna postaci 2n + 6 jest wyrazem macierzy Goldba-
cha A4? Jest to kolejne przeformutowanie silnej hipotezy Goldbacha. Macierz 4
jest suma Kroneckera ciagdw a i b, gdzie a = b jest ciagiem nieparzystych liczb
pierwszych (3, 5, 7, 11, 13, ...); dodajac w sensie Kroneckera ciag nieparzys-
tych liczb pierwszych do siebie — ciag obliczalny — otrzymuje si¢ macierz row-
nie tajemnicza jak liczby pierwsze.

Hipoteza Goldbacha taczy si¢ z liczbami blizniaczymi. Para kolejnych
liczb pierwszych (p, q) nazywa si¢ para blizniacza, gdy g = p + 2. Nie wiemy,
ile jest takich par. Podamy tu wszystkie pary blizniacze w zakresie pierwszej
setki liczb naturalnych; sa to kolejno: (3, 5), (5, 7), (11, 13), (17, 19), (29, 31),
(41, 43), (59, 61), (71, 73). Boski plan budowy liczb naturalnych sugeruje mno-
go$¢ nieskonczong par blizniaczych. Jezeli liczba Goldbacha 2n ma partycjg
(», q9), p < q, to oczywiscie n < g. Liczba nastgpna 2n + 2 ma partycje Goldba-
cha (2, p, q), ale moze nie by¢ liczba Goldbacha: jest suma 2 + p + ¢ trzech
liczb pierwszych, ale niekoniecznie dwdch. Liczbg Goldbacha 2n € G nazywa-
my dobra, gdy istnieje reprezentacja (p, q), p < g, taka ze przynajmniej jedna
z par (p, p +2), (g, g + 2) jest para blizniacza, w przeciwnym wypadku mowi-
my, ze liczba ta jest zta. Liczba 10 jest dobra, bo 10 =3 + 7 oraz para (3, 5) jest
blizniacza, chociaz druga para (7, 9) nie jest blizniacza. Liczba 38 jest zta, bo
ma dwie reprezentacje 38 =7 + 31 oraz 38 =19+ 19, ale zadna z par (7, 9),
(31, 33), (19, 21) nie jest blizniacza. Jesli hipoteza Goldbacha jest fatszywa, to
istnieje najmniejsza liczba parzysta 2n + 2, ktora nie jest suma dwoch liczb
pierwszych. Liczba wczesniejsza 2n jest Goldbacha, wiec 2n = p + g, gdzie
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3 <p < ¢; wynika stad, ze 2n + 2 =2 + p + ¢q. Jesli liczba 2n jest dobra, to liczba
2n + 2 musi by¢ liczba Goldbacha. Tak wigc jesli 2n +2 nie jest liczba Goldba-
cha, to koniecznie 2n jest liczba zta, a ponadto n + 1 nie jest liczba pierwsza.
Tyle tylko, jak dotad, wynika z negacji przypuszczenia Goldbacha. Warunek
konieczny — liczba 2n jest zla, nie jest dostateczny, by liczba 2n + 2 nie byta
liczba Goldbacha. Wszystkie przyklady pokazuja, ze jest liczba Goldbacha. By¢
moze — w co szczerze watpi¢ — kiedy$ si¢ zdarzy taki casus niezwykly, ze
2n + 2 nie bedzie liczba Goldbacha.

Problem Goldbacha jest rownaniem diofantycznym x + y = 2n; szuka si¢
rozwiazan w zbiorze P, dla dowolnej liczby naturalnej n, gdzie P, oznacza zbior
liczb pierwszych powigkszony o zero. Rownania diofantyczne, partycje i bliz-
niaki maja wspolne fundamenty; sa najtrudniejszymi dziatami nauki o liczbach
i to mimo wielkiej prostoty wystowienia — problemy sa zrozumiate juz dla
uczniow gimnazjalnych. O zadaniu Goldbacha mozna méwi¢ w jezyku koincy-
dencji. Niech M bedzie macierza o wyrazach naturalnych; kolumng, ktorej
wszystkie wyrazy sa liczbami pierwszymi, nazywa si¢ koincydencja M. Silna
hipoteza Goldbacha jest pytaniem, czy w kazdej macierzy postaci

0 .. 2n
M, = ,
2n ... O
gdzie n > 2, jest koincydencja? Oczywiscie:

0 01 2 01 2 3 4
M,=| |, M, = M, =
0 210 4 3 21 0

i dalej podobnie. Jesli n = 6, to w macierzy

(0 1 2 34567891011 12
1121110 9 8 7 6 543 2 1 0

sa dwie koincydencje: (5, 7) oraz (7, 5). Jest to og6lna reguta — liczba koincy-
dencji jest parzysta, chyba ze n jest liczba pierwsza. Wynika to ze swoistej sy-
metrii macierzy M, wzgledem kolumny $rodkowej (n, n). Dla liczb pierwszych
n zawsze istnieja koincydencje w macierzach M,, bo ich liczba jest nieparzysta.
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Macierz

01 23 456 728 9 10
10 98 7 6 543 21 0

5

ma trzy koincydencje: (3, 7), (5, 5) 1 (7, 3).
Kluczem do rozwiazania zadania Goldbacha jest przypuszczalnie teoria

kongruencji 1 nieliczbowych ciat Z, tak silnie zwigzanych z podzielnoscia liczb
naturalnych i grupa podziatu kota

T, ={Z€C:|Z|=1,Z” :1}_

Rysunek 5. Deranzacja aranzacji

Czestaw Biesiadecki
Wroctaw
Dowdd hipetezy Goldbacha
A1 ) =
Lemat 1. Niech /p, qF <q bedzie dowmnq para liczb pierwszych o tej samej pamsmécl
{ Pokazemy, ze kazdzttaka pare mozna przedstawic w postaci _ ,é
fats

-p
2 2
22
| Dowéd: pg=n-1=_In-t/in+l/ skad p=n-.a= n+l deo.__f
i e
iosek: DI o n, dia ktérego nie istnieje przec ienie 11/ nieprawdziwa jest hip
Whiosek: Dla kazdego n g ji iegrawgziy

Goldbacha.
Dowdd: Przypusémy , ze tak nie jest, to znaczy, ze 2n = pq, wiedy na podstawie lematu 1

_.-';:’_’ dla tego n istnicie pr ienie /1] whrew

Le;azz Pokazemy, 2e /1/ jest prawdziwe dia kazdeg fn> 2

Dowdd: Przypusémy, ze tak nie jest. Niech :1___ n beda kolejnymi liczbami naturalnymi przy czym

dia n* istnieje przedstawienie /1/ My Wiedy pr=n"-I*, g=n"+1", skad 2n"=p*+q",

a stad 2/in-1/=p*+q", czyli

e 2077042 g 2

Udowodnilismy, ze z prM;!I ia o ni i .'.u!:,‘_- zedstay ienia /1/ dia n jwynika
iep iwoscl hipotezy ha dla le][l_czby)z réwnoéci 12/ wynika, ze ﬁﬁ tofivtedy,

gdy p* i g* nie beda jednoczesnie mniejszymi lic:bami z par liczb pierwszych b1i2niaczy_f:_h. . l_/

—_—

Najmnigjsza liczbg, kidra da sie przedstawié w postaci sumy liczb pierwszych, z ktdrych zadna

/ nie jest mmelsza 2 par liczb pierwszych blizniaczych jest 38=2*19. Sa dwie takie pary , 7.31/ —
! £

iM19, 191;1' Na podstawue przeprowadzonego rozumowania liczba 40=2*20 nie powinna dac sle ¢
e ——

pmed;tawsc w postaci sumy déch liczb pierwszych, a sprawdzenie pokazuje, ze pary 17,23/,
111,29/ .r3 37 da;ataiua przedsua\meme Otrzymana sprzecznnsc dowodzn falszywosci przypu-

szczenla nalezy je odrzucié, czyli 1/ jest prawdziwe dia kazdegc? n= 2
Dowéd hipotezy Goldbacha: prq=n-l+n+=2n, cbdo.
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Z powodu proby dowodu hipotezy Goldbacha przedtozonej przez pana
Czestawa Biesiadeckiego [2] i mojej — opartej na analogii — propozycji uogol-
nienia hipotezy Zbigniewa Skoczylasa przypomnial mi si¢ wybitny matematyk
niemiecki Edmund Landau. Stynal z niezwyktej $cistosci, logiki i pigkna wy-
ktadu — byt rzadkim okazem doskonatosci naukowej. Na poczatku XX wieku
modne stato sig¢ wielkie twierdzenie Fermata, bo za jego dowdd obiecano spora
nagrodg. Goraczka Fermata ogarngla szerokie kregi spoteczne. Kto tylko potra-
fit zliczy¢ do dziesigciu, juz bral si¢ za dowod hipotezy Fermata. Jezeli n > 3, to
nie istnieja rézne od zera liczby naturalne x, y, z spetniajace rownos¢

xi’l +yn — Z}’l.

Uniwersytet w Getyndze — miejsce pracy Landaua — byt zasypywany amator-
skimi dowodami. Z naplywajacym spamem co$ trzeba bylo zrobi¢ i Landau
polecit wydrukowac specjalne formularze, ktore miaty uprosci¢ koresponden-
cje. Wypeliony blankiet — wpisywano tylko datg i nazwisko matematyka wery-
fikujacego — odsytano osobie zainteresowanej. W formularzu tym bylo charak-
terystyczne zdanie: Docent X wskaze panu blad w dowodzie. Ladny przyktad
niemieckiej organizacji pracy. Nawiasem mowiac, dowodu twierdzenia Fermata
nie ma do dzi$ i to mimo przyznania w 1998 roku specjalnej nagrody sir An-
drew Wilesowi za jego dluga prace — ponad 20 lat — nad wielkim twierdzeniem
Fermata. Czyz t¢ elukubracje mozna nazwa¢ dowodem? Przypuszczalnie sam
autor tego materiatu nie obejmuje. Jest to pigéset stron trudnego, matematycz-
nego tekstu. Kt6z moze ogarnaé¢ te — w najwyzszym stopniu sophisticated —
mys$li? Hipoteza Fermata robi jednak wrazenie prostego twierdzenia w porow-
naniu z hipoteza Goldbacha. W swoim czasie za dowod hipotezy Goldbacha
oferowano milion dolaréw; premia — ograniczona czasowo — dzi§ juz nie jest
aktualna, termin minal. Nauka jest ciagla droga do perfekcji. Prace wcze$niejsze
daja podstawe nastgpnym — doskonalszym. Prostota, doskonalo$¢ i pigkno to
nieodtaczne towarzyszki prawdy.
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INFINITY, INTERGERS AND ANALOGY

Summary

Modern science is based on the axiom of infinity. Infinity implies continuity.
Applications of sciences give an empirical argument for this axiom. Supposition that
infinite set exists is quite natural and does not generate inconsistency. Financial
institutions, banks and insurance industry, frequently act as if their domains — number of
clients — were infinite. Consider time effect they may assume something like the axiom
of potential infinity. This results in outburst of crises. Any arithmetic sequence which
the first term and the difference are relatively prime numbers has infinite set of prime
terms (Dirichlet sequence).

Hypothesis. Series of inverses of prime numbers of a Dirichlet sequence is not
convergent.

Keywords: natural numbers, infinity prime numbers, Dirichlet sequence, Goldbach’s
conjecture.
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