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Streszczenie

Teoria skal czasowych jest elastycznym i sprawnym narz¢dziem modelowania po-
zwalajagcym na rozwazanie systemow okreslonych na zlozonych dziedzinach czasu. Pojecie
skal czasowych wprowadzit w 1988 r. niemiecki matematyk S. Hilger w rozprawie doktor-
skiej pisanej pod kierunkiem B. Aulbacha. Teoria skal czasowych byla narzedziem, ktore
umozliwilo unifikacj¢ wynikow znanych dla ciagtych i dyskretnych uktadow dynamicznych.
Z czasem zauwazono, ze rozpatrywanie zagadnien na gruncie teorii skal czasowych pozwala
nie tyko ujednolici¢ wyniki analizy ciaglej i dyskretnej, ale rowniez umozliwia przeniesienie
ich na dowolng skale niejednorodng. W niniejszej pracy dla modelu prokrastynacji przed-
stawiono wyniki analizy dynamiki modelu z wykorzystaniem rachunku skal czasowych na
przyktadowych skalach niejednorodnych.
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Wprowadzenie

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie mozliwosci zastosowania w mode-
lach ekonomicznych teorii rachunku wariacyjnego na skalach czasowych. W mo-
delach ekonomicznych przyjmowane jest zatozenie o naturze ciggtej lub dyskretne;j
czasu. W tym konteks$cie pojawia si¢ pytanie o rol¢ natury czasu w modelach, np.
dynamiki gospodarczej, a w szczeg6lnosci o ewentualne podobienstwa czy analogie
rozwigzan stosowanych modeli ciggtych badz dyskretnych. Czy jest to zbieznos¢
tylko przypadkowa i wybor cigglej albo dyskretnej wersji modelu jest kwestig wy-
gody lub preferencji badacza, czy tez podstawy tych analogii sa glebsze i oparte
na pewnym ogélnym mechanizmie? Czy zastosowanie do opisu i analizy zjawisk
ekonomicznych czasu cigglego badz dyskretnego wyczerpuje wszystkie mozliwosci
analizy badanego zjawiska? Podejscie z wykorzystaniem skal czasowych pozwala
odpowiedzie¢ na te pytania, pokazujac, ze rozpatrywanie zagadnien na gruncie teorii
skal czasowych umozliwia ujednolicenie standardowych dyskretnych i ciagtych mo-
deli. Ponadto podejscie to wypeknia luke migdzy dwoma rodzajami modeli: ciagtym
1 dyskretnym, gdyz pozwala na przeniesienie modeli na dowolne skale niejednorod-
ne (np. rozwazanie modeli hybrydowych). Co wigcej, pamigtajac o tym, ze mate-
matyczny opis badanego zjawiska jest tylko pewnym uproszczeniem, zastosowanie
rachunku na skalach czasowych pozwala na nowe podejscie do analizy tych zjawisk.
Jest oczywiste, ze takie podejscie jest bardziej elastyczne i realistyczne oraz umozli-
wia badanie wigkszej réznorodnosci realnych problemow decyzyjnych.

Rachunek rézniczkowy i catkowy na skalach czasowych jest nowa i ekscytuja
teorig matematyczng tgczacy istniejace podejécia do modelowania matematycznego
proceséw dynamicznych — za pomocg uktadéow dynamicznych ciggtych lub dyskret-
nych — w ogdlne ramy o nazwie uktady dynamiczne na skalach czasowych. To ogol-
niejsze podejscie do modelowania dynamicznego pozwala na rozwazenie bardziej
zlozonych dziedzin czasu, np. dziedziny periodyczne hZ, kwantowe ¢ lub hybry-
dowe (ciggto-dyskretne).

Pojecie skal czasowych wprowadzit w 1988 r. niemiecki matematyk S. Hilger
w swojej rozprawie doktorskiej pisanej pod kierunkiem B. Aulbacha. Teoria skal
czasowych byla narzedziem, ktére umozliwito unifikacje wynikow znanych dla
cigglych i1 dyskretnych uktadow dynamicznych (Aulbach, Hilger 1990). Z czasem
zauwazono, ze rozpatrywanie zagadnien na gruncie teorii skal czasowych nie tylko
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pozwala ujednolici¢ wyniki analizy cigglej i dyskretnej, ale rdwniez umozliwia prze-
niesienie ich na dowolne skale niejednorodne.

Obecnie literatura dotyczaca teorii skal czasowych jest bardzo bogata i zawiera
interesujace zastosowania teorii i metod skal czasowych, np. w ekonomii (Atici,
McMahan 2009; Atici, Uysal 2008; Atici, Biles, Lebedinsky 2006, 2011; Guzowska,
Malinowska, Ammi 2015), biologii (Bohner, Warth 2007; Bohner, Fan, Zhang 2007)
lub fizyce (Bekker et al. 2010). Poczatki rachunku wariacyjnego na skalach czaso-
wych to praca M. Bohnera z 2004 (Bohner 2004), w ktorej problem wariacyjny za-
pisano z uzyciem delta pochodnej i delta catki. W kolejnych latach rachunek ten byt
rozwijany przez wielu autoréw (Malinowska, Torres 2011; Atici, Biles, Lebedinsky
2006; Atici, Uysal 2008; Bartosiewicz, Torres 2008; Hilscher, Zeidan 2009).

1. Modelowanie z wykorzystaniem rachunku na skalach czasowych
1.1. Podstawowe definicje

Niepusty i domkniety podzbidr zbioru R (liczb rzeczywistych) nazywamy ska-
la czasowg i oznaczamy przez T. Zatem R, zbior liczb catkowitych Z i zbior liczb
naturalnych N to trywialne przyklady skali czasowe;j. Inne przyklady to skala kwan-
towa ¢ ={¢" :k e NU{0}} (stosowana np. w fizyce (Kac, Cheung 2002)) lub ska-
le sktadajace si¢ z roztacznych odcinkdéw i izolowanych punktéow, gdzie czas jest
mieszany, dyskretno-ciagly. Skale takie oraz iloczyny kartezjanskie skal cigglych
i dyskretnych moga stuzy¢ do precyzyjnego opisu uktadéw hybrydowych, ktore po-
jawiaja si¢ m.in. w technice, ekonomii i biologii (Bohner, Peterson 2001).

Definicja 1

Dla ¢t €T definiujemy:

— funkcje nastepnika o:7 — T, oft):= inf{s eTl|s> t},

— funkcje poprzednika p:T —T, plt):= sup{s e |s < t},

— funkcjg ziarnistosci u : T —[0, ), u(f):= o(f) — t.

Przyktad:

Dla T= R mamy o(¢) = p(f) = t oraz u(¢) = 0.
DlaT=Z mamy o(f)=t+ 1, p(f)=t— 1 oraz u(t) = 1.
DlaT = qN", g > 1 mamy o(¢) = gt, p(t) = g"'t oraz u(t) = (g — 1)t.
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Definicja 2

Punkt ¢ € T nazywamy lewostronnie gestym, jesli ¢ >inf7T oraz p(¢) = ¢, pra-
wostronnie gestym, jes$li ¢ <sup7 oraz o(f) = t, lewostronnie rozproszonym, jesli
p(?) < t, prawostronnie rozproszonym, jesli a(f) > t, izolowanym, jesli p(¢) <t < a(f)
i gestym, jesli p(¢¥) =t = o(?).

Przyktad:

Niech T bedzie nastepujacym podzbiorem R:

tl tz t3 t4 t5 t6 t7

wtedy:

A jest punktem gestym (lewostronnie i prawostronnie gestym), poniewaz
p(t) =t = a(t),

t jest punktem lewostronnie ggstym i prawostronnie rozproszonym, poniewaz
p(t,) =t, < a(t),

t, jest punktem izolowanym (lewostronnie i prawostronnie rozproszonym), po-
niewaz p(t,) < t, < a(t,),

t, jest punktem lewostronnie rozproszonym i prawostronnie gestym, poniewaz
p(t) <1, = o).

t, jest punktem lewostronnie gestym i prawostronnie rozproszonym, poniewaz
pt) =1, < o).

1, jest punktem izolowanym (lewostronnie i prawostronnie rozproszonym), po-
niewaz p(t,) <1, < o(t,),

£, jest punktem lewostronnie rozproszonym i prawostronnie gestym, poniewaz
p(t) <t =a(t).

1.2. Rachunek na skalach czasowych

Delta pochodna (ozn. A) i nabla pochodna (ozn. V) to uogoélnienia klasycznej
pochodnej funkcji zdefiniowanej na R oraz, odpowiednio, réznicy i réznicy wstecz-
nej funkcji zdefiniowanej na Z.

Z uwagi na to, ze do przyktadu ekonomicznego wykorzystana bedzie delta po-
chodna i delta catka, przytoczone w pracy definicje beda bazowac na delta pochod-
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nej i delta calce. Szczegdlowe definicje oparte na nabla pochodnej i nabla catce
mozna znalez¢ w pracy: Bohner (2004).

Do zdefiniowania A-pochodnej potrzebujemy okreslenia zbioru 7. Zbiér ten
konstruujemy nastepujaco: jesli 7ma element maksymalny lewostronnie izolowany
m, to T* =T~ {m}; w przeciwnym razie T"* = T.

Definicja 3

Mowimy, ze funkcja f:7 — R jest A -rozniczkowalna w ¢, jesli istnieje liczba
7 (t) taka, ze dla wszystkich ¢ > 0 istnieje otoczenie U takie, ze

|f0(l‘)—f(S)—fA(l‘)(G(l‘)—S1S€|U(t)—S| (1)

dla wszystkich s e U.
Uwaga. Mozna wykaza¢ nastepujace fakty:

- 13§3f =16 410 u)=0 o
A7) gy 1

S(ole)=1le)+ule)r*(0) 3)
Przyktad:
Jesli T=R,to f2(t)=1'(t).
Jesli T=hZ,to f2()= w = A ().

Jezeli T=¢q", g>1,to al; () M
(g1
Definicja 4
Jezeli a,beT z a<b, to przedzial domknigty [a,b]T w T definiujemy

[a,b], ={teT:a<t<b} “
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Mowimy, ze funkcja f:7 — R jest rd-ciagla, jezeli jest ciagta w punktach
prawostronnie gestych oraz ma skonczong granice lewostronng w punktach lewo-
stronnie gestych. Zbior funkcji rd-cigglych oznaczamy przez C , a zbiér delta r6z-
niczkowalnych funkcji z delta pochodng rd-ciggly przez C' .

Definicja 5

Funkcja rd-cigglta ma delta funkcje pierwotna, tj. istnieje funkcja F taka, ze
Fh=f. W tym przypadku delta catke (w sensie Cauchy’ego) definiujemy naste-

pujaco:

[ rOn=F@)-F@) dia aber )

Przyktad: ,

Jesli T= R, to j JONE j F(0)dt.

b
Jesli T = hZ, to j " r(e)Ae = Zfl hf (kh).
“h

Jesti T =", g >1,10 [ fla=(1-q)Y, ().

Definicja 6
Funkcj¢ p:T" — R nazywamy regresywna (ang. regressive), jezeli

1+ ,u(t)p(t);t 0 dla wszystkich ¢ € T". Przez R oznaczmy zbidr funkcji regresyw-
nych i rd-ciaglych.

Twierdzenie 1
Niech peR oraz t, e T. Wowczas zagadnienie poczatkowe

v =pll, y)=1 (6)

ma jednoznaczne rozwigzanie w 7.
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Definicja 7

Niech p e R oraz t, € T. Funkcje wyktadnicza na skali czasowej definiujemy
jako rozwigzanie zadania poczatkowego (6) i oznaczamy ep(- 1 )

Przyktad: '

s [ Pt .. .
Jesli T=R,to ep(t,to)ze o z t, t, € R iciagla funkcja p:R—>R.
r1: t . . .

Jesli T=Z7,to ep(t,to):HT:to [l + p(r)] dla t,t, € Z,t, <t iciagla funkcja

p:Z — R taka, ze p(t);t —1 dla wszystkich t € Z .

1.3. Zagadnienie wariacyjne na skalach czasowych

Zagadnienie wariacyjne na skali czasowej T stawiane jest zwykle nastepujaco.
Znajdz ekstremum funkcjonatu:

3(v)= [ 27 (e v O ™

przy warunkach brzegowych y(a) =y, y(b) = y,, y,, ¥, € R 1 ewentualnie innych
warunkach ograniczajacych, np. w postaci A-catki.

2. Wykorzystanie rachunku na skalach czasowych do analizy modelu
prokrastynacji

W niniejszej pracy analizie poddano nowa wersje¢ klasycznego modelu wyko-
rzystania zasobow, tj. model prokrastynacji (nazywany czasem modelem zwlekania
badz kunktatorstwa), zdefiniowany nastgpujaco:

max J:)T e u(l—wlt))dt (8)

przy ograniczeniu

[war=p, wielor] 0<wl)<t ©)
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gdzie: 0 > 0 jest stopa dyskontowa reprezentujacag preferencje indywidualne, w(¢)
chwilowg stopa pracy (utamek czasu przeznaczony na prace) nad zadaniem, ktdrego
wykonanie wymaga f > 0 godzin pracy i musi by¢ ukonczone przed ustalong data
T > p; funkcja uzytecznosci u, bedaca funkcja wypoczynku /, jest co najmniej klasy
C?, rosnaca i wklgsta; w(t)+1(t)=1 dla kazdego ¢ < [0,7]. Model z 6 = 0 opisuje
jednostke cierpliwa (patrz: Caputo 2009). Doktadniejsze omoéwienie modelu prokra-
stynacji mozna znalez¢ w pracy: Fischer (2001).

Model prokrastynacji na skalach czasowych z delta operatorami zapisujemy
nastgpujaco:

max IOTeQ s (t,O)u (1 - w(t))At (10)

przy ograniczeniu
jOTw(t)Az =B, vie[o,r], 0<wlt)<1 an

Aby zapisa¢ niezbgdny warunek optymalnosci dla problemu (10)—(11), ko-
nieczne jest zastosowanie twierdzenia 2.

Twierdzenie 2 (patrz: Girejko, Malinowska, Torres 2011)

Niech T bedzie skalg czasows, a,beT dla a<b. Jeli y jest rozwigzaniem
problemu

max j: £,y (12)

jbg(t, WeAr=0, ©cR (13)

w klasie C ([a, b],) funkcji oraz Z—g(z‘, )"/) # 0, wtedy istnieje stala 4 taka, ze zachodzi
y

0 . 0 .
ai(r,y)—ﬂ—g(r,y)ﬂ (14)
Y oy

dla wszystkich f € [a,b]T.
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Na podstawie twierdzenia 2 warunek konieczny optymalnosci dla problemu
(10)—(11) ma postac:

eos (1,00 (1=w(t))+ 1 =0 (15)

dla wszystkich ¢ € [a,b]T .

Przyktad:

Do analizy modelu konieczna jest znajomos$¢ postaci funkcji uzytecznosci kon-
sumenta. W niniejszym przyktadzie przyjeto logarytmiczng (logarytm naturalny)
funkcje uzytecznosci. Rozwazmy zatem zadanie:

max J’OTe%(t,o)ln(l —w()Ae (16)

przy ograniczeniu

jOTw(t)Az =B, vte[o,T], 0<w(r)<1 (17)

Zgodnie z twierdzeniem 2 warunek optymalnos$ci rozwigzania dla problemu
(16)—(17) jest nastepujacy:

eos (L0 (1= () + 2 =0 (18)

Warunek ten tacznie z (17) pozwala wyznaczy¢ optymalng Sciezke pracy w(¢). Niech
skala czasowa, na ktorej rozpatrujemy powyzszy model, bedzie zdefiniowana nastg-
pujgco: T=F; N [0, 1 1] ,gdzie A, = Uk:o [2k, 2k + 1]; oraz f=6,0=0,1. Wowczas

optymalng $ciezke pracy wyznaczamy wedtug nastepujacego wzoru:

Sk
wt)=1+————  te2k,2k+1], k=0,..5 (19)



56 | METODY ILOSCIOWE W EKONOMII

Rysunek 1. Poréwnanie $ciezek pracy na skalach czasowych

T=PB,N[0,11],T=RN[0,11]oraz T = Z N[0, 11]

Zrodto: obliczenia i opracowanie wlasne.

W celu poréwnania na rysunku 1 przedstawione sa $ciezki pracy na skalach
czasowych T =R N[0,11],7=RN[0,11]Joraz T =Z N[0, 11].

Na skali czasowej T =F,N[0,11] praca wykonywana jest nieprzerwanie
w pewnych odcinkach czasu, po ktorych nastepuja okresy bez pracy. Rysunek 1
pokazuje, ze poziom pracy na tej skali jest wyzszy niz na skali ciaglej. Latwo za-
uwazy¢, ze poziom pracy, gdy # = 1, czyli w przypadku gdy praca wykonywana
jest na skali dyskretnej — tylko w okreslonych momentach — jest jeszcze wyzszy.
Otrzymane wyniki potwierdzaja nasze intuicyjne przypuszczenia, ze poziom wy-
konywanej pracy jest wyzszy, gdy wykonywana jest ona z przerwami, niz gdy wy-
konywana jest w sposob ciagly. Zastosowanie rachunku wariacyjnego na skalach
czasowych pozwolito nie tylko na obserwacje znanego z teorii efektu odktadania
pracy na p6ézniej (zjawisko to jest widoczne na wszystkich skalach czasowych), ale
tez na zaobserwowanie rdznic w poziomie wykonywanej pracy ze wzgledu na czas
jej wykonywania.
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Podsumowanie

W niniejszej pracy zastosowano podej$cie do modelu ekonomicznego oparte
na rachunku wariacyjnym na skalach czasowych. Dla wielu ekonomistéw wyko-
rzystanie czasu w modelu oznacza zastosowanie czasu cigglego lub dyskretnego.
Wybér migdzy tymi dwoma rodzajami czasu pozwala tylko w ograniczony, uprosz-
czony sposob analizowa¢ zjawiska ekonomiczne. Teoria skal czasowych pozwala
natomiast na analiz¢ modelu w szerszej perspektywie. Zapis modelu na skalach
czasowych pozwala na analiz¢ dynamiki tego modelu nie tylko na wspomnianych
skalach ciaglej i dyskretnej, ale takze na bardziej skomplikowanych dziedzinach
czasu. Analiza nawet prostych modeli ekonomicznych na niestandardowych ska-
lach czasowych pozwala czgsto na obserwacje zjawisk znanych z teorii ekonomii
behawioralnej (Guzowska, Malinowska, Ammi 2015). Analiza dynamiki modeli jest
jednym z waznych zagadnien w analizie ekonomicznej, z tego tez powodu warto
wzbogaca¢ klasyczne metody analizy o nowe narzedzia, jakim jest rachunek na ska-
lach czasowych.
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APPLICATION OF TIME SCALE CALCULUS FOR DESCRIPTION
AND ANALYSIS OF ECONOMIC PHENOMENA

Abstract

The origins of the idea of time scales calculus date back to the late 1980s when
S. Hilger introduced this notion in his Ph.D. thesis (directed by B. Aulbach) and showed how
to unify continuous time and discrete time dynamical systems. With time this unification
aspect has been supplemented by the extension and generalization features. The time scale
calculus theory can be applicable to any field in which dynamic processes are described
by discrete or continuous models. On the other hand, many economic models are dynamic
models. Therefore it is natural to relate those two subjects. This work is intended to motivate
the use of the calculus of variations in the study of economic models. We shall use a modern
economic interpretation of the standard resource model, that is the model of procrastination.
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