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STRESZCZENIE

W artykule skonstruowany bedzie nieliniowy model Hicksa, uwzgledniajacy nielinio-
wa funkcje inwestycji i konsumpcji. Opisane zostang mozliwe typy $ciezek czasowych. Zba-
dany zostanie takze wptyw parametréw na dynamike modelu.

Stowa kluczowe: cykl koniunkturalny, rownowaga, chaos deterministyczny, bifurkacja

Wprowadzenie

Teorie cyklu koniunkturalnego, oparte na wspotdziataniu mnoznika i akcelera-
tora, zostaty opracowane w latach czterdziestych XX wieku. W ostatnim czterdzie-
stoleciu nastgpowat rozwoj tych teorii, w wyniku czego powstato wiele nieliniowych
modeli dynamicznych. Jest to efektem pojawienia si¢ nowych metod badawczych
nieliniowych uktadow dynamicznych, bedacych matematyczng reprezentacja mode-
li ekonomicznych. Narzedzia te to teoria bifurkacji (glownie bifurkacja Neimarka-
-Sackera i bifurkacja Hopfa) oraz zdefiniowane w potowie lat siedemdziesiatych
XX wieku przez Li oraz Yorke’a pojecie chaosu deterministycznego. Zastosowanie
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bifurkacji podwajania okresu i bifurkacji Neimarka-Sackera dla modeli z czasem
dyskretnym oraz bifurkacji Hopfa dla modeli z czasem ciggtym pozwolilo na re-
konstrukcje wielu wezesniejszych idei cyklu koniunkturalnego. Opisanie zjawiska
chaosu deterministycznego postawilo w innym S$wietle zagadnienie wyja$niania
zjawiska falowania zmiennych ekonomicznych i przygotowywania prognoz tychze
zmiennych. Chaos deterministyczny, ktéry moze pojawic¢ si¢ juz w bardzo prostych
modelach makroekonomicznych (np. J.M. Keynesa, J.R. Hicksa, P.A. Samuelsona),
przedstawia klasyczna teori¢ koniunktury oraz skuteczno$¢ i efektywnos¢ polityki
spoleczno-gospodarczej w nowym $wietle. Z metodologicznego punktu widzenia
bardzo wazny jest fakt, ze oto istnieje nowy typ zachowania sie szerokiej klasy nie-
liniowych deterministycznych uktadéw dynamicznych, w ktorych wystepuje ruch
chaotyczny. Ruch ten charakteryzuje si¢ wysokim stopniem skomplikowania trajek-
torii 1 lokalizuje si¢ na pewnych podzbiorach przestrzeni fazowej, zwanych atrak-
torami. Badanie okresowej, quasi-okresowej i chaotycznej dynamiki modeli cyklu
koniunkturalnego, od lat osiemdziesiatych XX wieku, stanowi jeden z gtownych
nurtéw ekonomii matematycznej.

Modele Samuelsona i Hicksa ze wzgledu na swa prostote i deskryptywny cha-
rakter stanowig idealng baze do badania roznych sposobéw modelowania strumienia
konsumpcji 1 inwestycji oraz wyjasniania cech morfologicznych cyklow gospodar-
czych. Hommes, Saura, Vazquez i Vegas (1998) badali model Hicksa z dolnym ogra-
niczeniem na poziom inwestycji i géornym na wielko$¢ produktu krajowego. Puu,
Gardini 1 Sushko (2005) takze badali model Hicksa z ograniczeniami, w ktorym
dolne ograniczenie poziomu inwestycji zostalo powigzane z catkowitym zasobem
kapitatu w modelowanej gospodarce. Matsumoto i Szidarovszky (2015) rozwazali
nieliniowy model mnoznika i akceleratora z op6znionym argumentem funkcji inwe-
stycji i konsumpcji. Analizie modelu Hicksa z nieliniowa funkcja inwestycji poswie-
cona jest takze praca Puu i Sushko (2004).

Celem niniejszej pracy jest zbadanie dynamiki nieliniowego modelu Hicksa ze
szczegblnym uwzglednieniem atraktorow okresowych i quasi-okresowych, opisanie
mechanizmoéw prowadzacych do powstawania tychze atraktoréw oraz okreslenie
warunkow, jakie musza zaistniec¢, by wystapito zjawisko chaosu deterministycznego.

Do zbudowania i analizy nieliniowego modelu Hicksa uzyte beda narzedzia
ekonomii matematycznej, w tym teoria nieliniowych uktadow dynamicznych z cza-
sem dyskretnym 1 teoria bifurkacji. Realizacji postawionych celéw podporzadko-
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wana jest struktura artykutu. Czgs¢ pierwsza zawiera opis dyskretnej wersji modelu
Hicksa. Cze$¢ druga opisuje potozenia rownowagi i lokalne zjawiska bifurkacyjne
zachodzace w badanym modelu. Cz¢$¢ trzecia poswigcona jest analizie numerycz-
nej zaproponowanego modelu, ze szczegdlnym uwzglednieniem atraktoréw cyklicz-
nych, quasi-okresowych i chaotycznych. Konkluzje zawarte sa w ostatniej czgsci.

1. Liniowy model Hicksa

Model Hicksa oparty jest na zasadzie wspoldziatania keynesowkiego mnoznika
i zasady akceleracji. Opisuje on dynamike produktu krajowego hipotetycznej gospo-
darki. Model liniowy stanowi¢ bedzie odniesienie do modelu nieliniowego, ktory
zostanie przedstawiony w dalszej czesci pracy.

Zakladam, ze konsumpcja w okresie biezacym C, jest wprost proporcjonalna

do produktu krajowego z okresu poprzedniego Y, ,:

C,=C,+(1-s),,, 0O<s<l (1)
gdzie s reprezentuje sktonno$¢ do oszczgdzania, a C, > 0 konsumpcj¢ autonomicz-

na. Inwestycje /, sa suma stalych inwestycji autonomicznych /, = const iinwesty-
cji indukowanych, ktére sa proporcjonalne do zmiany poziomu produktu krajowego:

L=1,+vY,~Y,), v>0, )

gdzie v jest akceleratorem.

Produkt krajowy, w kazdym okresie, przeznaczany jest na konsumpcje, inwe-
stycje i wydatki rzadowe (G, = G, > 0), ktore sa state w kazdym okresie. Rownanie
bilansowe opisujace rOwnowage przyjmuje postac:

Y;:CI+II+GI (3)
Matematycznym modelem opisujacym dynamike produktu krajowego opisane-

go zalezno$ciami (1)—(3) jest rownanie roznicowe liniowe drugiego rzgdu:
Y,=1,+C,+G, +(1-s+v)Y_ —vY_, “

Produkt krajowy w okresie biezacym zalezy od wydatkéw autonomicznych
i wielkos$ci produktu krajowego w dwoch poprzednich okresach. Powyzsze rownanie
réznicowe posiada jedng rOwnowage stacjonarna, ktéra jest punktem statym réwna-
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nia (4) i spelnia warunek Y, =Y, ,=Y,_, =Y,, gdzie?, :%(]a +C, +G,). Oscylacje
Sciezki czasowej bedacej rozwigzaniem rownania (4) zaleza od pierwiastkow 4, ,,
réwnania charakterystycznego zwigzanego z rownaniem (4):

2 =(-s+v)i+v=0 (5)

W liniowym modelu Hicksa wystepuja jedynie oscylacje wlasciwe zwigza-
ne z zespolonymi pierwiastkami rownania (5). Oscylacje niewlasciwe, zwigzane
Z ujemnymi rzeczywistymi pierwiastkami rownania charakterystycznego, nie wy-
stepuja — rzeczywiste pierwiastki rownania (5) sa zawsze dodatnie. Oscylacje o ma-
lejacej amplitudzie wystepuja, gdy 0 <v<1 oraz s >1+v— 2\/; . Oscylacje o statej
amplitudzie wystepuja, gdy akcelerator jest rowny jednosci, a sktonno$¢ do oszcze-
dzania przyjmuje dowolng dopuszczalng warto$¢.

Mozliwe typy $ciezek czasowych w przedstawionym modelu liniowym to:
zbieznos¢ do rownowagi (monotoniczna lub z gasngcymi oscylacjami), cykliczne
wahania (o statej amplitudzie) wokot rownowagi i oscylacje o rosnacej amplitudzie.
W odpowiedzi na powyzsze ograniczenia modelu liniowego (uboga dynamika, try-
wialny atraktor punktowy), nieliniowa wersja modelu Hicksa bedzie przedstawiona
w dalszej czgsci pracy. Zmianie ulegnie sposéb modelowania zaréwno strumienia
konsumpcji, jak i strumienia inwestycji indukowanych. W miejsce liniowych zalez-
nosci beda wprowadzone relacje nieliniowe.

2. Nieliniowy model Hicksa

W wigkszosci wersji modelu Hicksa strumien konsumpcji zalezy liniowo od pro-
duktu krajowego w okresie poprzednim. Niektdrzy badacze uzalezniajg konsumpcje
w okresie biezagcym od wielko$ci produktu krajowego w kilku poprzednich okresach
(Puu, 2003). Oddzielng klase stanowig modele, w ktorych opis strumienia konsumpcji
oparty jest na oczekiwanej wielkosci produktu krajowego w okresie biezacym.

W konstruowanym nieliniowym modelu Hicksa funkcja konsumpcji przyjmuje
postac:

C,=C,+(1-s)Y",0<s<1 (6)

gdzie C, >0 oznacza konsumpcj¢ autonomiczng, a 0 <s <1 oznacza sktonnos¢ do
oszczgdzania. Parametr « > 0 przyjmuje wartosci bliskie jednosci. Przyjeta postaé
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funkcji konsumpcji pozwala bada¢ wlasnosci modelu, w przypadku gdy faktyczne
zachowania konsumpcyjne r6znig si¢ od przyjetych zatozen teoretycznych, zwigza-
nych z liniowg zalezno$cig od poziomu produktu krajowego w okresie t — 1.
Funkcja inwestycji w pierwotnym modelu Hicksa jest funkcja liniowa zalezna
od réznicy produktu krajowego w okresach t — 1 i t — 2. Ten sposéb modelowania
strumienia inwestycji jest dos¢ ktopotliwy i juz Hicks w 1950 roku sugerowat zasta-
pienie funkcji liniowej funkcjg kawatkami liniowg. Wigzato si¢ to z wprowadzeniem
gornego i dolnego ograniczenia strumienia inwestycji. Goodwin (1951) zapropono-
wat modyfikacje propozycji przedstawionej przez Hicksa, ktora polegata na asymp-
totycznej zbiezno$ci do ograniczen zaproponowanych przez Hicksa. Idea Goodwina
przektada si¢ na zastosowanie funkcji arcustangens do modelowania strumienia in-
westycji. Puu (2003) w modelowaniu strumienia inwestycji uwzglednia takze in-
westycje rzadowe i caly proces opisuje przy pomocy wielomianu trzeciego stopnia:

L=v(Y_ -Y_,)-w¥, -Y,),v>0 ()

W niniejszej pracy uwzglednione beda dodatkowo inwestycje autonomiczne
1,>0, zatem

L=1,+v(Y =Y ,)-wWY, =% ,),v>0 (®)

Podstawiajac rownania (8) i (6) do réwnania bilansowego (3) otrzymujemy
autonomiczne rownanie réznicowe nieliniowe drugiego rzedu:

V== (Y =Y o)=Y =Y, ) +1,+C, + G, )

ktore jest rownowazne nastgpujagcemu autonomicznemu uktadowi dwoch rownan
réznicowych pierwszego rzgdu:

{ Y, Z(I_S)Y:l +V(Yt—l _Xt—l)_V(Yt—l _Xt—l)3 +1,+C,+G, (10)

X, =Y,

Powyzszy uktad réwnan rézniczkowych jest nieliniowy i, dodatkowo, nie ist-
nieje jego analityczne rozwigzanie opisujace zachowanie si¢ zmiennych (Yt,X t)
w kazdej chwili czasu t. Do analizy uktadu (10) zostang uzyte narzedzia jakoSciowe;j
teorii nieliniowych réwnan ré6znicowych.
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Niech F:R>—> R*> bedzie odwzorowaniem oznaczajacym prawg strong
uktadu (10):
(l—s)y“ +v(y—x)—v(y—x)3 +1,+C,+G,
Y

Pierwszym elementem jakos$ciowej analizy uktadu (10) jest wyznaczenie po-

F(y,X)={ (11)

lozenia rownowagi (rozwiazania stacjonarnego). Rownowaga ukladu (10) jest
punktem statym odwzorowania F' . Punkt staty (y*,x*) odwzorowania F spetniajg
warunek:

F(y*,x*)=(y*,x*) (12)

ktory jest rownowazny uktadowi rownan:

(l—s)yf‘ =y»—-1,+C,+G,
X*:y*

(13)

Twierdzenie 1.
Jezeli I,=C,=G,=0, to odwzorowanie F posiada dwa punkty state
E0,0) i E, (1—s)@,(1—s)ﬁ).

Dowod:
Przy przyjetym zatozeniu zerowych wydatkéw autonomicznych warunek (13)
redukuje si¢ do uktadu rownan:

)
Xe = Vs

{(1 —s )& =y

ktory posiada dwa rozwigzania: E, (0,0) 1 E, ((1 - s)ﬁ,(l - s)#).

Twierdzenie 2.
Jezeli 1,+C,+G, >0 oraz 0<a <1, to odwzorowanie F posiada jeden
punkt staty E(y*,y*)taki, ze y.>(1—s)7 .

Dowdd:
Przy zatozeniu dodatnich wydatkéw autonomicznych warunek (13) redukuje
si¢ do rOwnania:



RoBERT KRUSZEWSKI
ATRAKTORY OKRESOWE, QUASI-OKRESOWE | CHAOTYCZNE W NIELINIOWYM MODELU HICKSA

197

(1-s)y&=y.—(,+C,+G,),

ktore dla 0 <a <1 posiada doktadnie jedno rozwigzanie (rys. 1) spetniajace nie-
rownos$¢ y. > (1 —s)# . Redukowanie wydatkéw autonomicznych przesuwa prosta
y—(,+C,+G,) do gory oraz powoduje zbieznos¢ z prawej strony y. do wartosci
granicznej rownej (1— S)ﬁ .

Rysunek 1. Istnienie i jednoznaczno$¢ rownowagi dla 0 < ax <1

y-{I,+C,+G,)

[ _,4—7 (1-s)p"

Zrodlo: obliczenia wiasne.

Twierdzenie 3.

Zatozmy, zeo >1. Odwzorowanie F posiada dwa punkty state El(yl, yl)

i E\(v,,p,)takie, ze y <(qh2)"" <yy, jeSli 0< 1, +C, +G, < ()" (1=1).

1

Dla 1,+C,+G, =( (l—i)a “T(1-1) odwzorowanie F posiada jeden punkt staty

E, (yl,yl)takie, ze y = ((1_+)0[)i ,adla I,+C,+G, > ((l_i)a )ﬁ(l—é) odwzoro-

wanie F' nie posiada punktow statych.

Dowod:
Przy zatozeniu dodatnich wydatkéw autonomicznych warunek (13) redukuje
si¢ do rownania:

(1—s)yf=y*—(la+Ca+Ga) (14)



198 | PROBLEMY WSPOLCZESNEJ EKONOMII

Lewa strona powyzszego rownia jest rosngca funkcja wypukla. Prosta
y—(,+C,+G,) moze nie mie¢ punktdéw wspolnych, moze by¢ styczna lub moze
by¢ sieczng wykresu funkcji (1 - s)ya (rys. 2), co przektada si¢ na brak rozwigzan,
jedno rozwigzanie lub dwa rozwiazania réwnania (14).

Rysunek 2. Istnienie potozen rownowagi dla o >1

(1-s)" |
| y-(I,+C.+G,)

{

Zrodto: obliczenia whasne.

Kolejnym etapem analizy jakosciowej badanego modelu jest ustalenie warun-
kow, jakie musza spelnia¢ zmienne egzogeniczne, by stany stacjonarne byty lokalnie
asymptotycznie stabilne. Stabilno$¢ rownowagi stacjonarnej uktadu (10) zalezy od
warto$ci wlasnych macierzy Jakobiego odwzorowania F, ktora przyjmuje postac:

1-s)oy* ! +v=3u(y—xf —v+3(y—x)
J(yyx):{( oy (v—x) (v—x) 15)
1 0
Analize lokalnej asymptotycznej stabilno$ci punktéw statych (rozwigzan sta-
cjonarnych) uktadu (10) rozpoczyna od przypadku, gdy /,=C, =G, =01 a>1.
Macierz Jakobiego odwzorowania ' w punkcie E, i £, przyjmuje postac:

vV -V a+v —v
J(E1):{1 O}sJ(Ez):[ 1 0}
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Rownowaga stacjonarna E; ukladu (10) jest lokalnie asymptotycznie stabilna,
gdy moduty warto$ci wlasnych macierzy linearyzacji J (Ei ) sa mnigjsze od jednosci.
Warunek ten jest spelniony jesli (Medio, Lines, 2001):

1+2rJ(E,)+detJ(E,)> 0
1-1rJ(E,)+detJ(E,)> 0 (16)
1-detJ(E,)> 0

Pierwsze dwie nierownosci warunku (16) dla macierzy J(E|)sa spel-
nione dla wszystkich dopuszczalnych wartosci parametrow modelu, gdyz
detJ(E)) =trJ(E,)=v>0. Trzeci warunek jest spelniony, gdy O0<v<1. Druga
nierownos¢ 1-#J(E,)+detJ(E,)=1-a dla macierzy J(E,) nie jest spetiona
(a >1)itym samym rownowaga E, jest niestabilna.

Analizujac przypadek zerowych wydatkow autonomicznych i 0 < @ <1 mozna
stwierdzi¢, iz rownowaga E, jest niestabilna, a rownowaga E, jest lokalnie asymp-
totycznie stabilna, gdy 0 <v<1.

Whiosek:

Jesli 1,=C, =G, =01 a>1 (0<a<l), to rownowaga E, (E,) jest za-
wsze niestabilna, a rownowaga FE,( E,) jest lokalnie asymptotycznie stabilna, gdy
O<v<l.

Macierz Jakobiego odwzorowania F, dla /[, +C,+G,>01 a>1, w potoze-
niach rownowagi E; (i =1,2) przyjmuje postac:

spofi-sr ey

0

Slad i wyznacznik macierzy linearyzacji sa dodatnie i roéwne:
trJ(E;)= (1 — s)ayla T4y, detJ (E)=v. Slad macierzy Jakobiego spelnia warunek:
trJ(E) <1+v<trJ(E,), gdyz y, < ((172)11 )< < y,, zatem rOwnowaga E, jest lokal-
nie asymptotycznie stabilna, jesli 0 <v <1, gdyz detJ(E,) =v. Rownowaga E, jest

niestabilna, poniewaz1—#J(E, )+ det J(E,) = 1+v—trJ (E,) <0.
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Macierz Jakobiego odwzorowania F, dla /,+C,+G,>0i O0<a <1, w row-
nowadze E przyjmuje postac:

J(E):{(l—s)ayf1 +v —v}
1 0

Rownowaga E jest lokalnie asymptotycznie stabilna dla 0 <v <1, gdyz wow-
czas warunek (16) jest spelniony. Pierwsza nierownos$¢ w sposoéb trywialny ($lad
i wyznacznik sa dodatnie), druga nieréwno$¢ 1-#J(E,)+detJ(E,)<1—a jest
prawdziwa, gdyz y. > (1- s)ﬁ 1 0<a <], a trzecia jest rownowazna nierdwnosci
1-v>0.

Whiosek:

Jesli I, +C,+G,>01 a >1,tordbwnowaga E, jest zawsze niestabilna, a row-
nowaga E, jest lokalnie asymptotycznie stabilna, gdy 0 <v<1.

Jesli 1, +C,+G, >0 1 0<a<l, torownowaga E jest lokalnie asymptotycz-
nie stabilna, gdy 0 <v<1.

3. Bifurkacje, atraktory i dynamika globalna

Jedng z fundamentalnych cech nieliniowych rownan réznicowych jest duza
réznorodno$¢ mozliwych scenariuszy opisujacych dynamiczne wtasnosci rozwia-
zan. Rozwigzania mogg zbiega¢ do rownowagi stacjonarnej, rozwigzania okreso-
wego, quasi-okresowego lub zachowywac si¢ chaotycznie. Rozwiagzania chaotyczne
sg wrazliwe na mate zmiany warunku poczatkowego. Wtasnos¢ ta istotnie ograni-
cza zakres prognozy badanej zmiennej ekonomicznej i uwypukla istotno$¢ badania
dynamiki nieliniowych modeli ekonomicznych pod katem wystepowania zjawiska
chaosu deterministycznego. By moc analizowac trajektorie cykliczne, quasi-okreso-
we i chaotyczne w badanym modelu, konieczne jest przekroczenie granicy obszaru
asymptotycznej stabilnosci stanow stacjonarnych, wyznaczonych w czesci drugiej
niniejszej pracy. Przekraczanie obszaru lokalnej asymptotycznej stabilno$ci wigze
si¢ z wystepowaniem zjawiska bifurkacji.

W badanym modelu wystepuja dwa typy bifurkacji: bifurkacja styczna i bifur-
kacja Neimarka-Sackera. W wyniku bifurkacji Neimarka-Sackera, w uktadzie dyna-
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micznym, pojawiajg si¢ orbity okresowe lub quasi-okresowe. W wyniku bifurkacji
stycznej w badanym modelu zmienia si¢ liczba rOwnowag stacjonarnych. Naruszenie
drugiej nierownosci w warunku (16) jest konieczne do zaistnienia bifurkacji stycznej
(fold bifurcation) zwanej takze bifurkacja typu siodto-wezel (saddle-node bifurca-
tion). Wowczas jedna z warto$ci wlasnych macierzy linearyzacji jest rowna 1. Opi-
sany scenariusz ma miejsce, gdy 1-7rJ(E,)+ DetJ(E;)=0 oraz TrJ(E,) < (0,2)
1 DetJ(E;) € (—1,1) (pozostate warunki sa spetnione). Ten typ bifurkacji zachodzi
przy dodatnich wydatkach autonomicznych i & > 1. Wraz ze zwigkszajacymi si¢ wy-
datkami autonomicznymi rownowagi E, i E, przyblizaja si¢ do siebie i po prze-
kroczeniu granicznej wartos$ci (punkt bifurkacji) w badanym modelu nie istnieja juz
rownowagi stacjonarne. Naruszenie trzeciej nierdwnosci w warunku (16) jest ko-
nieczne do zaistnienia bifurkacji Neimarka-Sackera. Wowczas macierz linearyzacji
ma par¢ zespolonych sprzgzonych wartos$ci wlasnych, ktorych modut jest rowny
jednosci. Opisany scenariusz ma miejsce, gdy 1—DetJ(E,) =0 oraz pierwsze dwie
nierownosci sa spetione, tj. 7rJ(E;) € (-2, 2). W badanym modelu utrata stabilno-
$ci przez rOwnowage stacjonarng, w wyniku bifurkacji Neimarka-Sackera, prowadzi
zawsze do powstania atraktorow quasi-okresowych.

Na rysunku 3 przedstawiono dwuwymiarowy diagram bifurkacyjny badanego
modelu dla parametrow (s,v). Odcieniami szarosci zaznaczono wartoéci parame-
trow, dla ktorych §ciezka czasowa produktu krajowego zbiega do atraktoréw okre-
sowych. Kolorem bialym zaznaczono kombinacje, dla ktérych w badanym modelu
istnieja atraktory quasi-okresowe lub chaotyczne. Rozroznienie miedzy atraktora-
mi chaotycznymi i quasi okresowymi umozliwiaja wyktadniki Lapunowa (rys. 4).
Atraktory quasi-okresowe charakteryzuje zerowa warto$¢ najwickszego wykladnika
Lapunowa i ujemna warto$¢ drugiego wyktadnika. Atraktory chaotyczne wyr6z-
nia co najmniej jeden dodatni wyktadnik Lapunowa. Rownowaga stacjonarna jest
asymptotycznie stabilna dla wartosci akceleratora mniejszych od jednosci (0 < @ <1)
i wszystkich dopuszczalnych wartosci parametru s. W przypadku (& > 1) o stabilno-
$ci rownowagi stacjonarnej decyduje takze sktonno$¢ do oszczedzania. Istnieje pro-
gowa warto$¢ parametru s, po przekroczeniu ktérej rOwnowaga stacjonarna bedzie
asymptotycznie stabilna. Wlasno$¢ ta zwiagzana jest z bifurkacja styczna wystepuja-
ca w badanym modelu.
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Rysunek 3. Diagram bifurkacyjny (0 <a <1)

180 ‘\J :

. ™

00 01 02 03 04 05 os 07 08 0s 10
B

H1 H2 H3 N4 W5 Ne W7 e Mg H10 W11 W12 W13 H14 W15 He W17 EHie e
20 21 22 23 W24 W25 W2 W27 W2 W20 W30 W3 W32 33 34 234
Winfinity

Zrodo: obliczenia wlasne.

Rysunek 4. Wyktadniki Lapunowa (0 < <1)

I Zpositive M Znegative M 1zero, 1positive Bl Tpositive, Tnegative [ 1zero, 1NA  1zero, 1negative |

Zrodto: obliczenia wlasne.
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Rysunek 5. Diagram bifurkacyjny (o =1)

N1 M2 M3 W4 W5 We W7 6 He M Hit Hi2 M3 Mia Wi Wis M7 We Bie
20 21 22 23 24 25 W26 M27 M23 M29 W30 W31 W32 33 34 >34
W infinity

Zrodto: obliczenia wlasne.

Rysunek 6. Diagram bifurkacyjny (a >1)

0.00
015 020 025 030 035 040 045 050 055 060 065 070 075 080 085 000 085 100
s

H1 Mz M3 B4 W5 W6 67 6 s M0 B M1z B3 W14 W15 Be B Wie e
20 W21 W22 N2 W24 W25 W20 W27 W25 W29 W30 W31 Wz 33 34 534
Winfinity

Zrodto: obliczenia whasne.
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Niezaleznie od wartosci parametru « , powyzej prostej v=1 (rys. 3, 5, 6) wy-
stepuja atraktory quasi-okresowe. W wyniku bifurkacji globalnych w obszarze tym
pojawiaja si¢ tzw. jezory Arnolda, obszary zmienno$ci parametrow (s,v) , dla kto-
rych w badanym modelu istniejg atraktory okresowe. Wraz ze wzrostem akcelerato-
ra obszary te stajg si¢ coraz wigksze i dodatkowo zanikaja atraktory quasi-okresowe
oraz pojawiajg si¢ atraktory chaotyczne. Przedstawione diagramy bifurkacyjne uka-
zuja takze wplyw parametru o na dlugookresowa dynamike produktu krajowego.
W przestrzeni parametrow (s, v) nastgpuje przesunigcie w prawo i kompresja obsza-
réw wystepowania atraktoréw cyklicznych. Dodatkowo dla « >1 warunkiem istnie-
nia jakichkolwiek atraktoréw jest odpowiednio wysoka sktonno$¢ do oszczedzania.

Rysunek 7. Atraktory i ich obszary przyciagania

35 40 45 5D 55 00 M5 7D 75 B8 85 00 05
¥

Zrddlo: obliczenia wiasne.
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Rysunek 8. Atraktor chaotyczny i okresowy wraz z obszarami przyciagania

Zrodo: obliczenia wlasne.

Rysunek 9. Atraktor chaotyczny

33 34 35 38 3T W N

Zrodto: obliczenia whasne.

Mozliwe typy atraktor6w wraz z ich obszarami przyciggania przedstawiaj
one s3 na rysunkach 7, 8 1 9. Dlugookresowa dynamika produktu krajowego dla
nieznacznie roznigcych si¢ warto$ci parametru ¢ moze by¢ catkowicie odmienna.
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Przy ustalonych wartos$ciach pozostatych parametréw modelu trajektoria produktu
krajowego zbiega do: atraktora quasi-okresowego dla a =0.97, jednego z dwoch
wspolistniejgcych atraktorow okresowych dlac =1 1 do atraktora okresowego dla
a =1.03 (rys. 7). Dodatkowo dla a =1, o zbieznosci do jednego z wspotistniejagcych
atraktorow cyklicznych, decyduje pozycja wyjsciowa gospodarki. Wspotistnienie
atraktorow o réznym charakterze jest cechg badanego modelu. Oprocz wspdtistnie-
jacych atraktorow okresowych wspotistniejg takze atraktory chaotyczne i okresowe
(rys. 8). Na szczeg6lng uwage zastuguje atraktor quasi-okresowy (rys. 9). Atraktor
ten sktada si¢ z dziesieciu czesci, ktore sg cyklicznie odwiedzane. W obrebie kazdej
czesci wystepuje dynamika quasi-okresowa.

Podsumowanie

Liniowy model Hicksa obrazujacy wspotdziatanie mnoznika i akceleratora jest
klasycznym (obok modelu Samuelsona) przyktadem modelu cyklu koniunktural-
nego opartego na potgczonym dzialaniu efektu mnoznikowego i zasady akcelera-
cji. Stanowi on znakomitg baze do zbadania wplywu nieliniowej funkcji inwestycji
i konsumpcji na dynamike produktu krajowego. Dynamika modelu nieliniowego jest
bardziej ztozona, wystepuje zjawisko wielostabilnosci, poczawszy od wspotistnienia
rozwigzan cyklicznych o roznej czgstotliwosci i amplitudzie po wspotistnienie atrak-
torow cyklicznych i chaotycznych. Rownowaga wystepujaca w liniowym modelu
Hicksa, jak i rownowaga w modelu nieliniowym jest stabilna asymptotycznie, gdy
akcelerator jest mniejszy od jednosci. Utrata lokalnej stabilnosci przez rownowagg,
w modelu nieliniowym, nie oznacza niestabilno$ci modelu. Pojawiaja si¢ atraktory
cykliczne, quasi-okresowe i chaotyczne, ktore sag matematycznym modelem endoge-
nicznego cyklu koniunkturalnego. Wystgpowanie atraktorow cyklicznych zwigzane
jest z odpowiednio wysokimi warto$ciami akceleratora i jest to czynnik decydujacy.
Rola sktonnosci do oszczedzania jest drugorzedna. Parametr & zwigzany z funk-
cja konsumpcji przy ustalonych warto$ciach parametrow v i s w sposob istotny
moze wptywaé na dlugookresowe wlasnosci $ciezki czasowej produktu krajowego
(rys. 7). Odmienne oddzialywanie parametru o uwidaczniajg dwuwymiarowe dia-
gramy bifurkacyjne w przestrzeni (s, v) (rys. 3, 5, 6). Charakter zmian i ich mecha-
nizm jest niezmienny, nastepuje jedynie przesuni¢cie w prawo i kompresja obsza-
row zwigzanych z wystepowaniem atraktorow okresowych. Dla a >1 przesunigcie
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w prawo jest na tyle duze, ze istnienie jakichkolwiek atraktorow powigzane jest

z odpowiednio wysoka sktonnos$cia do oszczedzania (s > 0,15).
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PERIODIC, QUASIPERIODIC AND CHAOTIC ATTRACTORS
IN A NONLINEAR HICKS BUSINESS CYCLE MODEL

Abstract

We investigate the dynamics of the proposed Hicks-like business cycle model with
nonlinear investment and consumption functions. The possible long-term behaviour of the
national income has been described. We investigate, how the dynamics of the model depend
on parameters.

Keywords: business cycle, equilibrium, chaos, bifurcation, attractor
JEL code: C02, C62, E32



