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Streszczenie

Mechanizm zachowania populacji zwany obecnie efektem (zasadg) Alleego (Allee
effect) zostal sformutowany w roku 1931 przez biologa Wardera Clyde Alleego. Glosi on, ze
zaré6wno przegeszczenie, jak i niedogeszczenie populacji moze dziata¢ na nig ograniczajaco.
Allee zauwazyt, ze w matych populacjach lub w populacjach rozproszonych wspotczynnik
reprodukcji i szanse przetrwania osobnikow malejg, co prowadzi do wymarcia populacji.

Celem niniejszego artykutu jest przyblizenie efektu (zasady) Alleego w odniesieniu do
zjawisk ekonomicznych. W artykule podjeto probe klasyfikacji wlasnos$ci matematycznych,
jakie powinien posiada¢ model ekonomiczny, ktérego zachowanie dynamiczne ma cechy
omawianego zjawiska. Jako przyktad modelu ekonomicznego zawierajacego efekt Alleego
zaprezentowany zostat model Marksa.

Stowa kluczowe: zasada Alleego, uktady dynamiczne, bifurkacje, teoria chaosu

Wstep

Zasada Alleego (4/lee effect), sformutowana w roku 1931 przez biologa Wardera
Clyde Allee (Allee 1939; Allee, Emerson, Park, Park, Schmidt, 1949), glosi, ze
zardwno przegeszczenie, jak i niedogeszczenie populacji moze dziata¢ na nig ogra-
niczajaco. Allee zauwazyl, ze w matych populacjach lub w populacjach rozproszo-
nych wspotczynnik reprodukcji i szanse przetrwania osobnikow maleja, co prowadzi
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do wymarcia populacji. Zjawisko to ma wiele przyczyn, na przyktad brak rézno-
rodno$ci genetycznej w populacji prowadzi do jej degradacji. Roéwniez w matych
populacjach wazng rolg odgrywa duza wrazliwos$¢ na czynniki losowe prowadzg-
ce do destabilizacji populacji i w konsekwencji jej wyginigcia. Duze zageszczenie
populacji tez wptywa na jej rozwdj ograniczajaco. Przy zbyt duzym zaggszczeniu
wzrasta konkurencja wewnatrzgatunkowa, co ogranicza rozwdj populacji i prowadzi
do wzrostu ,,$miertelnosci”. Z punktu widzenia socjologii zasad¢ Alleego obrazuje
przyktad wielkiego miasta: im wigksza jest liczba jego mieszkancow, tym wiekszy
jest poziom stresu (skutkujacy zaktdceniami komunikacji spotecznej, rosnaca liczbg
aktow agresji i nerwic). Stephenes, Sutherland i Freckleton (1999) definiuja zasade
Alleego jako pozytywny stosunek (relacje) pomigdzy dostosowaniem ( fitness) czgsto
wyrazanym jako liczba potomstwa a zaggszczeniem przedstawicieli tego samego
gatunku. W klasycznych modelach dynamiki populacji mamy do czynienia z ne-
gatywna zalezno$cig, dostosowanie zimniejsza si¢ wraz ze wzrostem zagg¢szczenia.
Zjawisko Alleego przedstawia pozytywng zaleznos¢: dostosowanie maleje wraz
z malejacym zaggszczeniem.

W ostatnim dziesigcioleciu do teorii tej odnosi si¢ wielu naukowcow, glownie
w dziedzinie biologii i socjologii, ale takze w naukach matematycznych (Courchamp,
Berec, Gascoinge, 2008; Cushing, 1988; Forys, Poleszczuk, 2011; Song, Wang, 2007;
Statter, 2003). Nasuwa si¢ wigc pytanie, czy efekt ten wystgpuje rowniez w zjawi-
skach ekonomicznych.

W biologii populacja biologiczna definiowana jest jako zespot organizmow
jednego gatunku zyjacych rownoczes$nie w okreslonym $rodowisku i wzajemnie na
siebie wplywajacych, zdolnych do wydawania ptodnego potomstwa. Przez modele
populacji w ekonomii rozumie¢ bedziemy nie tylko modele demograficzne, lecz
takze modele matematyczne pokazujace dynamike populacji statystycznej definio-
wanej jako zbior dowolnych elementow (osob, przedmiotow, faktow) podobnych pod
wzgledem okreslonych cech (ale nie identycznych).

1. Efekt Alleego — ujecie matematyczne
Dla lepszego zrozumienia efektu Alleego warto si¢ odnies¢ do wlasnosci ma-

tematycznych, jakie powinien posiada¢ model, ktérego zachowanie dynamiczne ma
cechy omawianego zjawiska.
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Niech x, oznacza Srednig liczebno$¢ populacji X w jednostce czasu ¢. Nastepnie
definiujemy dostosowanie dla x jako przyrost populacji per capita zdefiniowany
funkcjg f(x, )= x,,, /X, . Wtedy model pojedynczej populacji definiujemy jako:

X =% f(x)=8(x,). 1)

Jesli model (1) jest modelem z efektem Alleego, wtedy ma on trzy punkty
rownowagi 0, C, oraz K, gdzie C jest to dolny poziom krytyczny, cz¢sto nazywa-
ny w literaturze punktem Alleego, innymi stowy, najmniejsza populacja zywotna
(minimum viable population — MVP), natomiast K to wielko$¢ okreslajaca pojemnos¢
srodowiska (carrying capasity).

Rysunek 1. Zjawisko Alleego dla modelu pojedynczej populacji

xt+l/x1

A \

/ 5

C K

Xt

Zrbdlo: opracowanie wiasne.

Gdy $rednia liczebno$¢ populacji jest mniejsza od C, to populacja ginie (rys. 1).
W przypadku, gdy $rednia liczebno$¢ populacji przekroczy wielkos¢ C, nastepuje
jej wzrost 1 zbieznos¢ do wielkosci K. Po przekroczeniu pojemnosci srodowiska
nastgpuje wzrost ,,$§miertelnosci” populacji.
Reasumujac, nalezy podkresli¢, ze model obrazuje zjawisko Alleego, gdy
funkcja f'spetnia nastgpujace warunki:
M f(0)<1
(i) f'(x)>0 dla xe(0,6), §—>0 )
i) f(K)=1 f'(K)<0
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W kazdym modelu spetniajacym powyzsze wlasnosci mozna zaobserwowaé
efekt Alleego.

2.  Model ekonomiczny z efektem Alleego

W pracach Luis, Elaydi i Oliveira (2009) oraz Statter (2003) autorzy analizuja
model oparty na stopie zwrotu, wychodzac od definicji stopy zwrotu  definiowane;j
przez Marksa jako:

S

r= ?3)
v+c

gdzie: s —nadwyzka, a v + ¢ to suma odpowiednio kapitatu statego ¢ i zmiennego v.
Nadwyzke s mozemy takze zdefiniowac¢ jako:
s=y—(v+c) Q)
gdzie y to produkcja catkowita.
Stopien eksploatacji kapitatu e definiujemy jako stosunek nadwyzki s do kapi-
talu zmiennego v:
e=— ®)
v
Z relacji (3) otrzymujemy rownanie pokazujace relacje pomiedzy stopa zwrotu 7,
stopniem eksploatacji kapitatu e oraz organicznym sktadem kapitatu £:
e
=
l+k

Niech 7, bedzie stopa zwrotu w czasie n.

©)

Zaktadamy, ze stopien eksploatacji oraz organiczny sktad kapitatu w czasie
n + 1 zalezne sg od stopy zwrotu

en+1 :E(rn)’ kn+1 :K(rn) (7)
Zaleznos$¢ stopy zwrotu w czasie n + 1 od stopy zwrotu w czasie n wyrazona
jest nastepujaco:
14 =
"1+ K(r,)
gdzie funkcje E i1 K zdefiniowane sa nastgpujaco:
ar
Elr, )= —= 9
( ) 1+7 ©)

n
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K(r,)= &P =) _f) (10)
(r, +d)

a>0,b>0,d>0 - stale.

Przy czym a > 0 mierzy wzgledny wzrost tempa eksploatacji, gdy zyski sg
niskie. Warto$¢ K (O) =1/d*e" okresla warto§¢ poczatkowa, dla ktorej organicz-
ny kapitat w funkcji zysku rosnie nieograniczenie, co nie jest realne, ale stuzy do
lepszego zrozumienia dziatania modelu. K’ (O) =d —2/d’e" mierzy wzrost orga-
nicznego kapitatu, gdy dochody sg niskie.

Wykorzystujac rownania (9) i (10) w rownaniu (8), stope zwrotu definiujemy
ostatecznie jako:

ar, (rn +d )2
Tyt = (11)
(1 +7’ )[(rn + a’)2 + er”fb]

Przeprowadzajac analize wlasnosci dynamicznych modelu (5), (6), mozna

pokaza¢, ze posiada on dwa dodatnie punkty rownowagi, jezeli a > a_, jeden punkt
rownowagi, gdy a = a_, oraz nie posiada dodatnich punktéw rownowagi, gdy a < a,,
gdzie a, jest wielko$cia rzeczywistg zalezng od parametrow a i b.

Aby to wykazaé, rozpatrujemy rownanie :

a(r+d)’

(1+rz)[(r+d)2 +e’_b]

ktore po zlogarytmowaniu przyjmuje postac:
ln(l+r2)+ln[(r+d)2 +e"_b]—21n(r+d)=lna (13)
Zdefiniujmy teraz funkcje g:

=1 (12)

g(r)= ln(l +7° )+ ln[(r +d) +e ]— 2In(r+d)
Mamy wtedy

()= 2r +2(r+d)+e"_b_ 2
& 1472 (r+d)2+e"b r+d

(14)
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Rysunek 2. Liczba dodatnich rozwiazan (brak, jedno, dwa) dla réwnia stopy zwrotu (11)
w zalezno$ci od parametru a. a, =1,64271
przy ustalonych warto$ciach parametrow b =3, d = 0,001
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Zrédto: obliczenia i opracowanie wiasne na podstawie Luis, Elaydi, Oliveira (2009).

Dlaréwnania g’ (r) = 0 otrzymujemy dodatni punkt rownowagi r. . Jednoczesnie
latwo wykaza¢, ze g(r) > 0 dla wszystkich »>0.

Jesli g(r,)= Ina,, to model (11) posiada pojedyncze dodatnie rozwigzanie r =7, .

Jesli g(rd,b)< Ina,, wtedy model (11) ma dwa rozwigzania dodatnie 7, i r,
(rn<r,n<r,<r oraz g’(rl)< 0= g’(rc)< g’(rz)), oraz gdy g(rdyb)> Ina,, wtedy
brak jest dodatnich rozwiazan (11), co potwierdza wczes$niejsze wnioski.

Korzystajac z wlasnosci pierwszej 1 drugiej pochodnej funkcji, mozemy takze
przeprowadzi¢ analize stabilno$ci poszczegoélnych rozwigzan.

Zatozmy, ze model (11) ma tylko jedno dodatnie rozwigzanie r =r,, wtedy
f’(r) =1- rg’(r), czyli f’(rc ) =1. Jesli f”(rc ) <0, wynika z tego, ze r, jest niesta-
bilnym punktem réwnowagi: bardziej precyzyjnie polstabilnym z prawej strony, gdy
7, € (r,,r,), oraz niestabilnym z lewej strony, gdy 7, (0,7, ), oraz niestabilnym, gdy
7, €(0,7.)U(ry,0) (rys. 3).
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Rysunek 3. Stabilnos$¢ punktu rownowagi. W pierwszym przypadku r =r, jest
potstabilnym punktem rownowagi z prawej strony, gdy 7, € (rL, A ) , 1 niestabilnym z lewej,
gdy 7, €(0,r,). W drugim przypadku jest punktem niestabilnym, gdy 7, (0,7)U(ry,0)
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Zrédto: obliczenia i opracowanie wiasne na podstawie Luis, Elaydi, Oliveira (2009).

Gdy rownanie (9) ma dwa dodatnie punkty rownowagi r, i r,, takie, ze r, <r,,
wtedy z wilasnosci 7, g’(r1)< 0 wynika, ze 7, jest punktem niestabilnym. W przy-
padku r,, poniewaz g’(rz)> 0, stad r, g’(r2)> 0, mamy dwa scenariusze: jesli
O<r, g'(r2 ) <2, wtedy 7, jest punktem lokalnie asymptotycznie stabilnym, nato-
miast w przypadku gdy r, g’(r2 ) > 2, wtedy r, jest punktem niestabilnym (rys. 4).

Rysunek 4. Stabilno$¢ dwoch dodatnich punktow réwnowagi. W pierwszym przypadku r
jest niestabilnym punktem, a , punktem lokalnie asymptotycznie stabilnym. W drugim
przypadku 7, jest punktem niestabilnym
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Zrédto: obliczenia i opracowanie wiasne na podstawie Luis, Elaydi, Oliveira (2009).

Przy przyjetych do symulacji w modelu (11) warto$ciach parametréw mozna
zaobserwowac efekt Alleego w przypadku, gdy mamy rozwigzanie trywialne 0 oraz

dwa dodatnie rozwiazania r, i r,, gdy a € (a,,r,), gdzie dla przyjetych wartosci b i d
a, =~1,64271 oraz r, =3,3976.
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Podsumowanie

Przeprowadzona analiza obrazuje wyst¢gpowanie efektu Alleego w modelu eko-
nomicznym. Nasuwa si¢ jednak pytanie, czy taki efekt mozemy zaobserwowac tylko
w modelach ekonomii Marksa, czy takze w modelach i zjawiskach wspotczesnej
ekonomii. Niniejszy artykut jest wprowadzeniem do tej tematyki na gruncie nauk
ekonomicznych.
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ALLE EFFECT IN ECONOMICS - INTRODUCTION
Abstract

The mechanism of the behavior of the population now is called the Allee effect was
formulated in 1931 by the biologist Warder Clyde Allee. It says that both congestion in and
small size of population can act on it limiting. Allee noted that in small populations or po-
pulations dispersed reproduction rate and survival of individuals decrease, which leads to
the extinction of the population.

The purpose of this article is to introduce the Allee effect of (the rules). The article
attempts to classification of property that should have mathematical economic model whose
dynamic behavior has the features of this phenomenon. As an example of the economic
model contains Allee effect was presented the Marx model.

Translated by Malgorzata Guzowska

Keywords: Allee effect, dynamical systems, bifurcations, chaos theory
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