Beata Bieszk-Stolorz

Modele hazardu a model logitowy

Studia i Prace Wydzialu Nauk Ekonomicznych i Zarzadzania 45/2, 11-22

2016

Artykut zostat opracowany do udostepnienia w internecie przez
Muzeum Historii Polski w ramach prac podejmowanych na rzecz
zapewnienia otwartego, powszechnego i trwatego dostepu do
polskiego dorobku naukowego i kulturalnego. Artykut jest umieszczony
w kolekcji cyfrowej bazhum.muzhp.pl, gromadzacej zawartos¢ polskich
czasopism humanistycznych i spotecznych.

Tekst jest udostepniony do wykorzystania w ramach
dozwolonego uzytku.

Hpe

MUZEUM HISTORII POLSKI



e Studia i Prace WNEIZ US
WYDZIAL NAUK EKONOMICZNYCH (P
| ZARZADZANIA o ‘ nr 452 2016

DOI:10.18276/sip.2016.45/2-01

Beata Bieszk-Stolorz*

Uniwersytet Szczecinski

MODELE HAZARDU A MODEL LOGITOWY

Streszczenie

Celem artykutu jest poréwnanie dwoch grup modeli stosowanych w analizie historii
zdarzen. Pierwsza z nich to modele z czasem ciagtym opisujace intensywno$¢ zachodzenia zja-
wiska (hazard) w dowolnym momencie czasu. W badaniu wykorzystano model proporcjonalnego
hazardu Coxa. Druga grupa to modele z czasem dyskretnym. Analiz¢ oparto na modelu regresji
logistycznej (prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia w czasie dyskretnym) i modelu hazardu em-
pirycznego (dla danych pogrupowanych). Materiat badawczy stanowity dane indywidualne osob
bezrobotnych zarejestrowanych w PUP w Szczecinie w 2012 roku obserwowane do konca 2013
roku. Wyznaczono intensywnos¢ wzgledna wychodzenia z bezrobocia i szans¢ wzgledna na pod-
jecie zatrudnienia w zaleznosci od plci, wieku, wyksztatcenia i stazu pracy osoby bezrobotne;j.

Stowa kluczowe: model regresji Coxa, hazard empiryczny, regresja logistyczna, bezrobocie

Wstep

W wigkszosci metod analizy historii zdarzen zaklada si¢, ze czas jest zmienng
ciagla, to znaczy moze przyjmowa¢ dowolne warto$ci nieujemne. Jednak w prak-
tyce obserwacje sg prowadzone co pewien czas i jezeli nie sg zbyt czeste, bardziej
odpowiednie jest wykorzystanie w analizie modeli dyskretnych. Sytuacja taka ma
miejsce, gdy analizowane zjawisko wystepuje tylko w czasie dyskretnym (czas
trwania kadencji prezydenta) lub gdy zjawisko wystepuje w czasie ciggltym, ale do-
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stepne sg tylko dane o charakterze dyskretnym. Tak jest w przypadku wielu badan
ankietowych, kiedy respondenci sa pytani na przyktad o czas trwania malzenstwa.
Dlatego tez wsrod metod analizy historii zdarzen omawiane sa modele z czasem
cigglym i czasem dyskretnym (Allison, 1984; Yamaguchi, 1991).

1. Modele czasu ciggtego

W przypadku modelu czasu ciaglego kazda z badanych m jednostek (j = 1,
2, ..., m) obserwuje si¢, poczawszy od momentu czasu ¢ = 0 az do wystgpienia zdarze-
nia. Badanie moze si¢ zakonczy¢, zanim wystapi zdarzenie lub gdy jednostka znika
z pola obserwacji. W takich przypadkach obserwacje uznaje si¢ za cenzurowang.
Funkcje hazardu definiuje si¢ w nastepujacy sposob (Allison, 1982):

h(t) = lim Ple<T <t+MT >1) At (1)

Wartosci A(f) nie interpretuje si¢ jako prawdopodobienstwa, poniewaz moze
by¢ wieksza od 1 (Allison, 1982). Najczesciej przyjmuje si¢, ze jest to intensywnos¢
zaj$cia zdarzenia w momencie czasu. Mozna pokazac, ze:

H(e) = /()

1-F(r)

@

gdzie:
f(?) — gestos¢ rozktadu zmiennej losowej 7,
F(?) — dystrybuanta zmiennej losowej 7.
Nastepnym krokiem jest wyznaczenie postaci analitycznej funkcji hazardu.
Najczesciej stosowang forma jest model proporcjonalnego hazardu:

h(t, x) exp{oz0 Z a,x, J A)

gdzie:
x — wektor zmiennych niezaleznych x,
n — liczba zmiennych niezaleznych.
Posta¢ funkeji o (f) w modelu (3) implikowana jest przez rozktad zmiennej
losowej T:
— jezeli a () = a, to T ma rozktad wyktadniczy,
— Jezelia () = o, + o, Int, to T'ma rozktad Weibulla,
- jezelia (f) = a,+ at, to T marozktad Gompertza.
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Model (3) mozna zapisa¢ w postaci zlogarytmowanej:
In(h(x) = 1y 1)+ St @
i=1

W przypadku, gdy a(?) jest niewyspecyfikowang funkcjg czasu, model (3) ma
postaé:

)= e 35| ®

1 nosi nazwe¢ modelu proporcjonalnego hazardu Coxa. Funkcja 4,(f) w tym modelu
nazywana jest hazardem bazowym. Nazwa proporcjonalny wynika z zalozenia sta-
losci ilorazéw hazardu w kazdym punkcie czasu.

2. Modele czasu dyskretnego

W przypadku czasu dyskretnego obserwacja przebiega podobnie jak dla czasu
ciagtego. Kazdg z badanych » jednostek (j = 1, 2, ..., m) zaczyna si¢ obserwowaé
w momencie czasu ¢ = 0. Jednak czas obserwacji moze przyjmowac tylko warto$ci
naturalne, az do momentu kofnicowego ¢, (¢ =1, 2, ..., t,). W praktyce gromadzone
dane maja charakter dyskretny. Jezeli czgsto$¢ wystgpowania zdarzen jest duza,
najczesciej ignoruje si¢ niecigglose i czas traktuje si¢ jako zmienng ciagla. Pojawia
si¢ problem, gdy odstep czasu migdzy kolejnymi zdarzeniami jest stosunkowo
duzy. Istniejg dwa gtowne podejscia do tego problemu. Najprostszym jest traktowa-
nie czasu tak, jakby byl naprawde dyskretny (Myers, Hankey, Mantel, 1973; Byar,
Mantel, 1975; Brown, 1975; Mantel, Hankey, 1978). Alternatywne jest, aby najpierw
zastosowa¢ model ciaggly, zwykle model proporcjonalnego hazardu (3), w celu uzy-
skania estymatorow, ktore sag odpowiednie dla danych pogrupowanych w odstgpach
czasu (Holford, 1976, 1980; Thompson, 1977; Prentice, Gloeckler, 1978). Niezaleznie
od wyboru kierunku wyniki sg bardzo podobne. W przypadku modelu dyskretnego
definiuje si¢ prawdopodobienstwo warunkowe zajscia zdarzenia w chwili 7 pod wa-
runkiem, ze nie zaszto ono do momentu 7:

P=lt, =T, >T.x,] ©)



14

METODY ILOSCIOWE W EKONOMII

Najbardziej popularng postacig analityczng modelu (Cox, 1972; Myers, Hankey,
Mantel, 1973; Byar, Mantel, 1975; Brown, 1975; Thompson, 1977; Mantel, Hankey,
1978) jest funkcja regres;ji logistyczne;j':

P = 1/{1 + exp(— B, - Zn:ﬁixﬁ H (7

Wzér (7) mozna przeksztatci¢ do postaci:

Pt/(l—f;)=exp{ﬁ, +iﬁix,,»} ®)

i=1

ktora po zlogarytmowaniu przyjmuje posta¢ logitu:
logit(P)=In[P, /(1- P,)]= B, + Z Bix, ©)

Innym sposobem wyznaczenia hazardu w czasie dyskretnym jest wykorzysta-
nie modelu hazardu empirycznego dla danych pogrupowanych w przedziaty czasu:

hy === (10)

gdzie:
d.— liczba zdarzen zachodzgcych w i-tym przedziale,
n,— liczba jednostek objetych obserwacjg w i-tym przedziale.
Nalezy tutaj zaznaczy¢, ze hazard wyznaczony na podstawie wzoru (10)
nie przyjmuje wartosci wigkszych od 1, gdyz d <n..

3. Modele hazardu i model logitowy — podobienstwa i réznice

Podobienstwa migdzy modelem proporcjonalnego hazardu Coxa a modelem re-
gresji logistycznej dotycza przede wszystkim postaci analitycznej obu modeli. Gdy
oba modele sg przeksztatcone do postaci (5) i (8), widoczne sg analogie migdzy para-
metrami o, i 8. Analogie te sg zwigzane rowniez z ich interpretacja, analizie podle-
gajag bowiem nie same parametry, ale ich posta¢ wyktadnicza. W przypadku modelu
regresji Coxa wyznacza si¢ ilorazy hazardu (hazard wzgledny, hazard ratio) okreslone
wzorem HR = exp o,. Natomiast w modelu regresji logistycznej analizuje si¢ ilorazy
szans (szansa wzgledna, odds ratio) OR = exp f. Inna jest jednak interpretacja tych

! Innym modelem stosowanym w przypadku czasu dyskretnego jest (Holford, 1976; Prentice, Gloeckler,

1978) r-1- pf p{zf Z/f ]J ktory po przeksztatceniu polegajacym na podwojnym zlogarytmowaniu przyjmuje postacé
(nazywana funkCJq log-log): w[-m(-£)-=p +’Zﬂ,x“.
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ilorazéw. Pierwszy z nich okresla intensywnos$¢ wzgledng zajscia zdarzenia w chwili ¢
(czas ciagly). Natomiast drugi pozwala na obliczenie szansy® wzglgdnej zajscia zdarze-
nia w momencie 7 (czas dyskretny) pod warunkiem, ze nie zaszto ono do momentu 7

Tabela 1. Liczebnos¢ grup dla czasu obserwacji 7= 1

Brak zdarzenia (0) Zdarzenie (1) Razem
Grupa 1 Ly l, Lo+,
Grupa 2 Ly L, Lyt 1,

Zrbdlo: opracowanie wiasne.

Zwigzek miedzy modelem hazardu empirycznego a modelem logitowym jest
widoczny w przypadku wartosci hazardu i szansy wyznaczonej dla okreslonej grupy.
W tabeli 1 podano teoretyczne liczebnosci dwoch grup 112 w momencie obserwacji
T'= 1. Zaznaczono, dla ilu jednostek zaszlo i dla ilu nie zaszto zdarzenie. Hazard dla
grupy 1 wyznaczony ze wzoru (10) jest rowny:

L) (11)

Natomiast szansa s, zajScia zdarzenia dla grupy 1 ma wartos¢:

s, =pll-p)=i, /L, (12)

Po przeksztatceniu wzorow (11) i (12) otrzymuje si¢ zwiazek:

Ihl =ill /(l

1/h=1/5+ (13)

4. Metodyka badania i wykorzystane dane statystyczne

Przeprowadzone badanie polegalo na wyznaczeniu intensywnosci wzglednej
wychodzenia z bezrobocia na podstawie modeli (5), (10) i szansy wzglgdnej podjecia
zatrudnienia na podstawie modelu (9) w zaleznosci od plci, wieku, wyksztatcenia
i stazu pracy osoby bezrobotnej. Analiz¢ przeprowadzono w trzech etapach. Pierwszy
etap polegat na oszacowaniu parametréow modelu proporcjonalnego hazardu Coxa,
drugi — na estymacji parametrow modelu regresji logistycznej, trzeci — na wyzna-
czeniu ilorazéw hazardu na podstawie modelu hazardu empirycznego.

2 W regresji logistycznej wyrazenie p/(1-p), gdzie p jest prawdopodobienstwem, jest nazywane

szansg.
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Badanie przeprowadzono na podstawie anonimowych danych indywidualnych
21 398 0s6b bezrobotnych zarejestrowanych w Powiatowym Urzgdzie Pracy w Szczecinie
w 2012 roku. Obserwacj¢ prowadzono przez okres 24 miesiecy, czyli do konca 2013
roku. Dane gromadzone w systemie Syriusz stosowanym przez urzedy pracy zawieraja
doktadng date rejestracji i wyrejestrowania, co pozwolito na wyznaczenie indywidu-
alnego czasu zarejestrowania w urzedzie kazdej badanej jednostki. W przypadku, gdy
obserwacja zakonczyta si¢ wyrejestrowaniem z powodu podjgcia szeroko rozumianego
zatrudnienia: podjecie pracy, prac interwencyjnych, prac spotecznie uzytecznych, pod-
jecie dziatalno$ci gospodarczej, to uznano jg za peing. Dane przyjeto za cenzurowane?®,
jezeli wyrejestrowanie nie nastapito do konca 2013 roku lub nastapito przed koncem 2013
roku z przyczyny innej niz podjecie zatrudnienia. Wyodrgbniono grupy osob bezrobot-
nych ze wzgledu na ich pte¢, wiek, wyksztatcenie i zadeklarowany staz pracy (tabela 2).

Tabela 2. Liczebno$¢ grup obserwowanych oséb bezrobotnych

Cecha Obserwacje | Obserwacje Razem
pelne cenzurowane
1 2 3

Razem 8559 12 839 21398 100%
9 mezezyzni (M) 4214 7316 11530 53,9%
& kobiety (K) 4345 5523 9868 46,1%
18-25 (W) 703 1237 1940 9,1%
25-35 (W) 3188 4029 7217 33,7%
=2 | 35-45(0) 1938 2845 4783 22,4%
= 45-55 (W,) 1780 2634 4414 20,6%
55-60 (W) 803 1667 2470 11,5%
60-65 () 147 427 574 2,7%
co najwyzej gimnazjalne (S)) 1303 3626 4929 23,0%
'GE) zasadnicze zawodowe () 2009 3468 5477 25,6%
';; $rednie ogolnoksztatcace (S,) 981 1371 2352 11,0%
et sy | TS| | oo
wyzsze (W tym licencjat) (S,) 2490 1956 4446 20,8%

3

Szerzej na temat cenzurowania w: Fratczak, Gach-Ciepiela, Babiker (2005), s. 47-54.
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1 2 3 4
brak stazu (Z,) 1009 2819 3828 17,9%
0-1(Z,) 1029 2086 3115 14,6%
| 1-52) 2114 2910 5024 | 23,5%
% 5-10(Z,) 1520 1614 3134 14,6%
Z 10-20 (Z)) 1196 1299 2495 11,7%
20-30 (Z,) 1294 1490 2784 13,0%
powyzej 30 lat (Z)) 397 621 1018 47%

Zrddlo: opracowanie wiasne.

W modelu regresji Coxa czas przyjeto jako zmienng ciggla wyrazong w mie-
sigcach®. Parametry modelu regresji logistycznej i hazard empiryczny oszacowano
dla czasu T = 2 (lata).

5. Analiza intensywnosci i prawdopodobieristwa wychodzenia z bezrobocia

Zbadano zalezno$¢ intensywnos$ci wychodzenia z bezrobocia i prawdopo-
dobienstwo znalezienia pracy przez osoby bezrobotne zarejestrowane w PUP
w Szczecinie w roku 2012 w zaleznosci od pici (P), wieku (W), wyksztalcenia (S))
i stazu pracy (Z). Jako grupy referencyjne przyjeto: megzczyzn (M), osoby w wieku
18-24 (W), osoby z wyksztalceniem co najwyzej gimnazjalnym (S)), bezrobotnych
nieposiadajgcych doswiadczenia zawodowego (Z)).

Najpierw wyznaczono parametry modelu proporcjonalnego hazardu Coxa’ (5).
Otrzymano nastepujace modele:

h(t,x)=h,(t)exp(0,1166 - P) (14)
[0,0216]
h(t,x)=h, (t)exp(0,0020- W, —0,2199:- W, —0,3037-W, —0,5837- W, —0,8946- Wsj (15)
[0,0417] [0,0441] [0,0447] [0,0518] [0,0908]
h(t,x)=h, (t)exp[0,3622~ S, +0,6021- S, +0,5340- S, +0,9728 SSJ (16)
[0,0356] [0,0423] [0,0365] [0,0342]

4 Wybor jednostki czasu nie ma wptywu na warto$¢ hazardu wyznaczonego na podstawie
modelu proporcjonalnego hazardu Coxa.

5 Szerzej na temat zastosowania modeli proporcjonalnego i nieproporcjonalnego hazardu Coxa
w badaniu bezrobocia w pracach: Bieszk-Stolorz, Markowicz (2012), Bieszk-Stolorz (2013).
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(e, x)=h, (¢)exp| 0,2361- Z, +0,4690- Z, +0,5297- Z, +0,4704- Z, +
[0,0443] [0,0383] [0,0406] [0,0428] ( 17)

+0,3585-Z, +O,1687-Z7J

[0,0420] [0,0593]

W wyniku estymacji parametréw modeli logitowych (8) otrzymano nastepujace
wyniki:
logit(P)=—0,5517+0,3118- P (18)

[0,0193]  [0,0280]

logit(P) =-0,5651+0,3310-W, +0,1812- W, +0,1732-W, —0,1653- W5 —0,5013- W, (19)
[0,0472]  [0,0528] [0,0557] [0,0563] [0,0638] [0,1067]

logit(P) = —1,0235+ 0,4775- S, + 0,6887- S, +0,7149- S, +1,2648- S (20)
[0,0323]  [0.0428] [0,0528] [0,0449] [0,0442]

logit(P) = ~1,0274+ 0,3208 Z, +0,7079: Z, + 09674 Z, +
[0.0367]  [0,0529] [0.0465] [0.0512] (21)

+0,9448 7 +0,8864- Z; +0,5800- Z,
[0,0543] [0,0528] [0,0740]

W modelach (14)—(21) wszystkie parametry sa istotne statystycznie z wyjat-
kiem parametru stojgcego przy zmiennej W, w modelu (15), co oznacza, Ze inten-
sywnosci wychodzenia z bezrobocia przez osoby w wieku 25-35 lat i 18-25 lat
(grupa referencyjna) byty do siebie zblizone. Nastepnie korzystajac z modeli regres;ji
Coxa i modeli logistycznych, wyznaczono ilorazy hazardu i ilorazy szans, a takze
wyznaczono ilorazy hazardu na podstawie modelu (10) (rysunki 1-4). Czarng linig
zaznaczono poziom odniesienia, czyli grupe referencyjna.

W analizowanym okresie kobiety intensywniej niz mezczyzni wychodzity
z bezrobocia i miaty wigksze szanse na podjecie zatrudnienia. Wskazujg na to ilorazy
hazardu i szans wyznaczone na podstawie parametréow wszystkich trzech modeli
(rysunek 1).

Oszacowane parametry modelu proporcjonalnego hazardu Coxa prowadza do
whniosku, ze najwigksza intensywnos¢ wychodzenia z bezrobocia miaty osoby mtode
z grup wieku 18-25 lat 1 25-35 lat. Nastepnie intensywnos$¢ ta malata dla kolejnych
grup wieku. Nieco innych wnioskoéw dostarczajg ilorazy hazardu empirycznego.
Najwigksza intensywnos¢ cechowata osoby w wieku 25-35 lat, nastepnie osoby
w wieku 35-45 lat i 45-55 lat. Podobnie byto z prawdopodobienstwem podjecia
zatrudnienia (rysunek 2).

llorazy hazardu i szans przedstawione na rysunku 3 wskazuja na to, ze naj-
intensywniej wychodzity z bezrobocia osoby z wyksztatlceniem wyzszym. Miaty
one rowniez najwigksze szanse na podj¢cie zatrudnienia. W najgorszej sytuacji byty
osoby z wyksztalceniem co najwyzej gimnazjalnym (grupa poréwnawcza).



BeaTA BiEszk-SToLORZ 19
MODELE HAZARDU A MODEL LOGITOWY

Wszystkie trzy modele w podobny sposob ukazuja sytuacje 0sob bezrobotnych

w zalezno$ci od stazu pracy. Najmniej intensywnie wychodzity z bezrobocia i naj-
mniejsze szanse na podjecie zatrudnienia miaty osoby deklarujace brak doswiadcze-
nia zawodowego. W najlepszej sytuacji byty osoby posiadajace staz pracy 5—10-letni,
a takze 10-20-letni i 20-30-letni (rysunek 4).

W przypadku ilorazéw hazardu empirycznego i ilorazow szans zauwazalny jest

zwigzek okreslony wzorem (13). Grupy tych ilorazéw maja zblizony ksztatt w sensie

geometrycznym.

Rysunek 1. Intensywnos$¢ wzgledna wyjscia z bezrobocia i szansa wzglgdna
podjecia zatrudnienia w zaleznosci od ptci

B K e Poziom odniesienia (M)

Tllorazy hazardu Ilorazy szans

Tlorazy hazardu Coxa
empirycznego Grupy plci

Zrédto: opracowanie wlasne.

Rysunek 2. Intensywnos¢ wzgledna wyjscia z bezrobocia i szansa wzgledna
podjecia zatrudnienia w zaleznosci od wieku

W2 W3 W4 W5 W6 es——Poziom odniesienia (W1)
1,5

1

Tlorazy

0,5

0

Tlorazy szans
Grupy wieku

Tlorazy hazardu

Tlorazy hazardu Coxa
empirycznego

Zrddlo: opracowanie wiasne.
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Rysunek 3. Intensywnos$¢ wzgledna wyjscia z bezrobocia i szansa wzgledna
podjecia zatrudnienia w zalezno$ci od wyksztalcenia

2 53 meewmS4 mmm S5 ePoziom odniesienia (S1)

3.5

3

23

g 2
= 15
= 1
0.5

0

Tlorazy hazardu Coxa Tlorazy hazardu Tlorazy szans
CMPITYCZNEEOo Grupy wyksztalcenia

Zrédto: opracowanie wlasne.

Rysunek 4. Intensywno$¢ wzgledna wyjscia z bezrobocia i szansa wzgledna
podjecia zatrudnienia w zaleznosci od stazu

B 7D 73 e 7 .75 e 76 Z7] e Poziom odniesienia (Z1)

Tlorazy hazardu Coxa Tlorazy hazardu Tlorazy szans
empirycznego Grupy stazu

Zrddlo: opracowanie wiasne.

Podsumowanie

Zastosowane modele hazardu i logitowy dostarczyly podobnych wnioskow,
jednak wyznaczone wartosci ilorazéw hazardu i ilorazéw szans roznity si¢ w zalez-
nosci od sposobu uwzglednienia czasu trwania bezrobocia. W przypadku przepro-
wadzonego badania czas mozna bylo potraktowaé dwojako. Dane z urzedu pracy
pozwolily na wyznaczenie czasu zarejestrowania z doktadnoscia do jednego dnia,
nie bylo wigc przeszkod w potraktowaniu go jako zmiennej ciagglej i zastosowaniu
do niego modelu hazardu Coxa. W przypadku, gdy dokona si¢ pogrupowania ob-
serwacji w dtuzsze przedziaty (miesiace, kwartaty itd.), wygodny w stosowaniu jest
dyskretny model hazardu empirycznego. W niniejszym badaniu dane pogrupowano
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w okres dwuletni. Oba modele hazardu pozwolity uwzgledni¢ dane cenzurowane.
Model logitowy jako przyktad modelu z czasem dyskretnym umozliwit oszacowanie
szansy zaj$cia zdarzenia na koniec okresu obserwacji, w tym przypadku po dwoch
latach. Co wazne, ilorazy hazardu i szans wyznaczone za pomocg tych modeli bez
wzgledu na sposéb uwzglednia czasu (ciagly lub dyskretny) sg state w czasie trwania
obserwacji. llorazy otrzymane na podstawie modelu regresji logistycznej i hazardu
empirycznego sa do siebie zblizone. Wynika to z zalezno$ci opisanej wzorem (13).
Natomiast zauwazalne sa niewielkie roznice w ilorazach wyznaczonych na podsta-
wie modelu regresji Coxa w porownaniu z pozostatymi modelami.
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HAZARD MODEL VERSUS LOGIT MODEL

Abstract

The aim of the article is the comparison of two groups of models used in the event
history analysis. The first one encompasses continuous-time models which describe event
intensity (hazard) at any moment of time. The Cox proportional hazard model are used in
the study. The second group consists of discrete-time models. The analysis is based on the
logistic regression model (the probability of an event to occur at the discrete time) and the
empirical hazard model (for the grouped data). The research material includes individual data
of the unemployed beneficiaries registered in 2012 by the Poviat Labour Office in Szczecin as
observed by the end of 2013. The authors determine the relative unemployment exit intensity
and the relative employment odds by the unemployed person’s gender, age, education and
employment history.
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