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Streszczenie

Celem artykutu byta odpowiedz na pytanie, czy nalezy stosowac estymator nieobcia-
zony (EN), czy tez estymator zapewniajacy minimum bt¢du sredniokwadratowego (EMSE).
W tym celu rozpatrzono proste przyktady wyznaczania estymatorow parametrow rozkta-
du wyktadniczego oraz rozktadu Laplace’a. Jako kryteria rozpatrzono wartosci statystyki
testow chi-kwadrat i testu Kotmogorowa. Uzyskane wyniki nie daja jednoznacznej odpo-
wiedzi na postawione pytanie.

Stowa kluczowe: estymator nicobcigzony, estymator minimalizujacy btad sredniokwadra-
towy

Wstep

Jednym z wazniejszych zagadnien statystyki jest estymacja parametrow roz-
ktadu zmiennej losowej aproksymujacej rozktad danych empirycznych. Teoria esty-
macji wyrdznia miedzy innymi takie cechy estymatoréw, jak nieobcigzonos¢ oraz
efektywnos¢. Estymator nicobcigzony jest zmienng losowa o wartosci przecigtnej
réwnej nieznanej wartosci parametru. Wtasciwos¢ nieobcigzonosci zapewnia otrzy-
manie ocen parametréw nieobcigzonych bledem systematycznym. Im mniejsza jest
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wariancja estymatora, tym bardziej skupione sa jego mozliwe wartosci wokot war-
tosci przecietnej, a wigc tym wigksze jest prawdopodobienstwo, ze oszacowanie nie-
znanego parametru bedzie bliskie jego prawdziwej wartosci. Wskazane jest zatem,
aby wariancja estymatora byla mozliwie mata. Te wlasciwos$¢ posiada estymator
najefektywniejszy. Fakt, ze dany nieobcigzony estymator jest bardziej efektywny od
innego nieobcigzonego estymatora, oznacza, ze jego wartosci sa bardziej skupione
wokot szacowanego parametru, niz w przypadku drugiego estymatora. W litera-
turze przedmiotu mozna zauwazy¢, ze wyznaczajac postac¢ estymatora, zwraca si¢
uwagg na jego nieobcigzono$¢. Natomiast efektywnos¢ estymatora jest rozpatrywa-
na w dalszej kolejnosci. Istnieje prosty sposob uwzglednienia obydwu whasciwosci,
a mianowicie btad sredniokwadratowy stanowigcy sume¢ wariancji oraz kwadratu
obcigzenia estymatora.

W s$wietle dotychczasowych rozwazan przyjeto, ze celem artykutu jest stwier-
dzenie, czy nalezy stosowac estymator nieobciazony (EN), czy tez estymator zapew-
niajgcy minimum bledu $redniokwadratowego (EMSE). W zwigzku z tym zostang
rozpatrzone proste przyktady wyznaczania estymatorow parametréw rozktadu wy-
ktadniczego oraz rozktadu Laplace’a.

1. Estymacja parametru rozkladu wyktadniczego

Zadanie estymacji polega na wyznaczeniu oszacowania 6 nieznanego parame-
tru 6. Jedng z wazniejszych wlasciwosci estymatora 6 jest jego obcigzenie b 0):
bl6)= E6)-o ()
O jakosci estymatora decyduje rowniez btad sredniokwadratowy (Mean Squared
Error — MSE):

MSE = E(6 -0 @)
ktory spetnia zalezno$¢ (Krzysko, 1997, s. 17):
MSE =v(0)+ (6(6)f 3)

gdzie:
b(@) — obcigzenie estymatora [wzor (1)];

V(é) — wariancja estymatora.
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W dalszej czes$ci opracowania begdzie wykorzystana warto$¢ obcigzenia

wzglednego: .
pr =20 @)
0
oraz wartos¢ wzglednego btedu sredniokwadratowego:
bse — MSE
se = —9 3 5)

Wiasciwos$ci estymatora zostang przetestowane na przyktadzie szacowania pa-
rametru rozktadu wyktadniczego. Wzor (6) okresla jedng z dwdch postaci (wariant A)
gestosci rozktadu:

ﬂ@=%m{}%} ©)

Stosujac Metode Najwigkszej Wiarygodnosci (MNW), uzyskuje sie nastepujaca
postac oszacowania parametru B

n 1N
Br=Xx =F£xi 0

gdzie:
X; —warto$ci obserwacji; i = 1, 2, ..., N.

Estymator ten jest nieobcigzony (Housila, Sarjinder, Jong-Min, 2012, s. 301).
Natomiast estymator wyrazajacy si¢ wzorem:

N
N+1

Bs = ®)

zapewnia najmniejszg wartos¢ btedu sredniokwadratowego (Housila i in., 2012).
Dla zréznicowania wynikow zostanie rozpatrzony estymator opisany wzorem:

N
ﬂlNl

Bardziej popularny jest wzor (10), rowniez okreslajacy gestos¢ rozkladu wy-

©

ktadniczego (wariant B):

S (x) = Aexp(-Ax) (10)
Estymator parametru A, uzyskany MNW, ma nastepujaca postac:
1
h== (1)
X

Mozna wykaza¢, ze estymator ten jest obcigzony (EI-Sayyad, 1967, s. 525).
Nieobcigzony estymator wyraza si¢ zalezno$cia:
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N-1

Ay = —— 12
2= (12)
Natomiast estymator EMSE wyraza si¢ wzorem (El-Sayyad, 1967):
~ -2
B=t=2 (13)
N-Xx

W celu rozstrzygnigcia, ktorg posta¢ estymatora powinno si¢ stosowac, prze-
prowadzono symulacje komputerowe z uzyciem generatora liczb losowych o roz-
ktadzie wyktadniczym dla probki liczacej N = 21 elementow. Jako wynik podano
usrednione wartos$ci wzglednego obcigzenia bL [wzor(4)] i wzglednego bledu sred-
niokwadratowego bse [wzor (5)] dla K = 100000 powtdrzen, zamieszczonych w ko-
lumnie 2 i 3 tabeli 1.

Nastepnie wykonano test chi-kwadrat. Jako wynik testu przyjeto unormowang
statystyke / stanowigca stosunek wartosci statystyki testu chi-kwadrat do wartosci
krytycznej. W przypadku warto$ci unormowanej statystyki # wigkszej od 1 nalezato
odrzuci¢ hipoteze o zgodnosci rozktadu wyktadniczego z rozktadem empirycznym.

W tabeli 1 zamieszczono warto$¢ srednig unormowane;j statystyki oznaczo-
ng jako AS (kolumna 4) oraz procentowg warto$¢ przypadkoéw negh negatywnego
wyniku testu (kolumna 5). Opisane postepowanie dotyczace testu chi-kwadrat po-
wtdorzono w odniesieniu do testu Kotmogorowa. Wykorzystano unormowang staty-
styke k, na podstawie ktdrej okreslono usredniong wartos¢ &S (kolumna 6 tabeli 1)
oraz procentowg wartos¢ negatywnych przypadkow testu kneg (kolumna 7 tabeli 1).

Tabela 1. Wyniki symulacji komputerowych
dotyczacych estymacji parametru rozktadu wyktadniczego

Estymator bL bse hS hneg [%] kS kneg [%]
’BAI 0,0505 0,0553 0,417 5,02 0,525 0,490
Bz 0,00046 0,0479 0,413 4,73 0,530 0,498
IBA3 —0,0450 0,0456 0,419 4,64 0,547 0,748
j:l 0,0497 0,0607 0,413 4,73 0,530 0,498
j:Z -0,00029 0,0528 0,417 5,02 0,525 0,490
/7,:3 -0,0503 0,0502 0,432 5,51 0,537 0,636

Zrbdlo: opracowanie wiasne.



Jan Purczynski
ESTYMATOR NIEOBCIAZONY CZY ESTYMATOR MINIMALIZUJACY BEAD SREDNIOKWADRATOWY

Wyniki obliczen zamieszczone w kolumnie 2 tabeli 1 jednoznacznie potwier-
dzaja, ze estymatory B2 i A2 sg estymatorami nieobcigzonymi. Na podstawie war-

tosci bse (kolumna 3) stwierdza sie, ze estymatory f3 i 43 sg estymatorami EMSE.

0,0456
0,0502

Wyznaczajac wartos¢ ilorazu o9, stwierdza si¢, ze nieco mniejsza wartos¢
btedu éredniokwadratowego zapewnia estymator B3. Na podstawie rezultatow za-
wartych w kolumnach 2 i 3 stwierdza sie, ze estymatory 2 i 42 s EN oraz estyma-
tory B3 i 43 s3 EMSE, natomiast uzyskane wyniki nie rozstrzygaja o przydatno$ci
poszczegdlnych estymatorow.

Z danych zawartych w tabeli 1 wynika zgodno$¢ wynikow obydwu testow
dla estymatoréw B i A,, a takze dla estymatoréw B2 i A1. Przyczyny tego nalezy

upatrywac¢ w postaci wzorow (14) i (15):

>
¥,
o N . —
= ;ﬂzzlfjlv (14)
2 X
i=1
>
X
s N-1. ., S
Ay =—— ’ﬂl:Nl—l (15)
2 X

z ktérych wynika, ze estymator 4; (4y) jest odwrotnoscia estymatora B2 ().

Najmniejsza wartos¢ usrednionej statystyki testu X (kolumna 4) w przypadku
wariantu A [wzor (6)] zapewnia estymator B2 (hS = 0,413), natomiast dla wariantu
B [wz6r (10)] najmniejszg warto$é AS = 0,413 uzyskuje si¢ dla estymatora 41, ktory
nie jest EN ani EMSE.

Najmniejsza wartos¢ liczby negatywnych przypadkow testu X 2 (kolumna 5)
w przypadku wariantu A odnotowuije sie dla estymatora B3 (hneg = 4,64%), nato-
miast dla wariantu B najmniejszg wartos¢ hneg = 4,73% uzyskuje si¢ dla estymatora
A1. Tym samym wyniki testu ¥~ zamieszczone w kolumnach 4 i 5 nie przesadzaja
o przewadze okreslonego estymatora. Podobnie wyglada sytuacja dla wynikow testu
Kolmogorowa, gdzie dla wariantu A najmniejsze warto$ci w kolumnie 6 i 7 zapew-
nia estymator S, ktory nie jest EN ani tez EMSE.

Podsumowujgc wyniki zamieszczone w tabeli 1, stwierdza si¢, ze nie ma
podstaw do wskazania jednego z estymatorow EN lub EMSE.

Odwotanie si¢ do wynikow testu chi-kwadrat oraz testu Kotmogorowa byto wy-
muszone brakiem rozstrzygni¢¢ na podstawie wezesniejszych kryteriow. Mianowicie
estymator EN zapewniat najmniejsza wartos¢ obcigzenia wzglednego bL, natomiast
estymator EMSE prowadzit do najmniejszej wartos$ci btedu sredniokwadratowego.
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2. Estymacja parametru rozktadu Laplace’a

Jako wariant A rozpatruje si¢ zalezno$¢ (16) opisujaca gesto$¢ rozkladu

Laplace’a:
IR
=Ll -E2A] (16)
Stosujac MNW, uzyskuje si¢ nastgpujaca postac estymatordéw rozktadu:
[ = mediana(x;) (17
~ 1N .
p= ﬁgl‘xi -4 (18)

Estymator opisany wzorem (18) jest zgodny i asymptotycznie normalny (Kotz,
Kozubowski, Podgorski, 2001, s. 71).

W celu uproszczenia wnioskowania zaktada sie, ze warto$¢ parametru 4 jest
znana.

W ramach symulacji komputerowych parametr ten byt zadeklarowany w gene-
ratorze liczb losowych o rozktadzie dwuwyktadniczym:

X =pu~f-sgn(R)n(1-2/R|) (19)
gdzie R < (-0,5;0,5) — liczby losowe o rozktadzie réwnomiernym.
Stosujac MNW, uzyskuje sie:

A 1N
Bz = NEI‘X" -4 (20)
gdzie: M jest znane.
Estymator opisany wzorem (18) jest nieobcigzony i najefektywniejszy (Kotz
iin., 2001).
Estymator opisany wzorem
n 1 N
s :ﬁgl\xi —4 @210
zapewnia minimum btedu sredniokwadratowego (EMSE).
Dodatkowo zostang uwzglgdnione nastgpujace estymatory:

A 1 N
b=5 El\x,» -4 (22)

oraz

N 1 N ”
ﬂ4—ﬁl§‘xi*#‘ ( )
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Jako wariant B rozpatrzony zostal rozktad Laplace’a, ktorego gestos¢ wyraza
si¢ wzorem: a
f(0)= Eexp(—ﬂ\x—u\) (24)

Podobnie jak dla wariantu A zaklada si¢ znajomo$¢ parametru 4. W wyniku
zastosowania metody najwiekszej wiarygodnos$ci otrzymuje si¢ (Purczynski, 2003,
s. 135):

A N (25)

N
Z|xi - N|
i=l1
gdzie: u jest znane.
Estymator nieobcigzony wyraza si¢ wzorem:

A N -1
by = (26)

N
Z|xi - ﬂ|
i=1

Natomiast estymator EMSE opisuje wzor:
A N-2

By=r—— @7)
Z|xi - ,U|
i=1
Dodatkowo rozpatrzono estymator:
i, = NN—‘3 28)
Z|xi - ﬂ|
i=1

W tabeli 2 zamieszczono wyniki obliczen opisanych szczegdétowo przy omo-
wieniu tabeli 1. Wyniki zawarte w kolumnie 2 i 3 potwierdzaja rozwazania teore-

tyczne, to znaczy: estymatorami nieobcigzonymi sg estymatory B3 i 42, natomiast

0,04542
0,054994

sig, ze nieco mniejszg warto$¢ bledu $redniokwadratowego zapewnia estymator /.

B> i A3 sg estymatorami EMSE. Wyznaczajac warto$¢ ilorazu =090 stwierdza

Tym razem powtdrzenie wynikow testow wystepuje dla estymatorow B3 i 4
oraz B4 i A2 . Minimalng warto$¢ parametru 4S (kolumna 4) oraz hneg (kolumna 5)
uzyskano dla estymatorow B4 i A2 oraz B3 i 4. Nalezy zauwazy¢, ze estymator
B4 nie jest EN ani tez EMSE. W przypadku testu Kotmogorowa minimalng warto$¢
parametru kS (kolumna 6) odnotowano dla estymatoréow B4 i A3 . Natomiast naj-
mniejszg warto$¢ kneg (kolumna 7) otrzymano dla estymatoréw Ba i 44, ktére nie
sa EN ani EMSE.
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Tabela 2. Wyniki symulacji komputerowych
dotyczacych estymacji parametru rozktadu Laplace’a

Estymator bL bse hS hneg [%) kS kneg [%]
/}1 —0,08666 0,0472 0,601 14,8 0,619 4,77
[32 -0,04514 0,04542 0,583 13,8 0,608 4,37
/}3 0,00033 0,0476 0,571 13,4 0,600 4,06
B4 0,05034 0,05503 0,569 13,2 0,596 3,82
A 0,04957 0,06036 0,571 13,4 0,600 4,06
/12 —0,00041 0,05252 0,569 13,2 0,596 3,82
13 -0,05039 0,04994 0,577 13,7 0,596 3,69
14 —-0,10037 0,05262 0,598 14,7 0,601 3,59

Zrbdlo: opracowanie wiasne.

Podsumowanie

Wracajac na chwile do tabeli 1, warto zwroci¢ uwage na wartosci negatyw-
nej liczby wynikow testu. Mianowicie dla kolumny 5 uzyskuje si¢ wartos¢ srednig
hnegsr = 4,94%, natomiast dla kolumny 7 warto$¢ §rednia wynosi knegsr = 0,56%.
Stosunek tych wartos$ci to 4,94/0,56 = §,82. Oznacza to, ze niemal dziewigciokrotnie

cze¢$ciej uzyskiwano negatywny wynik testu ¥~ niz testu Kotmogorowa. W przy-
hnegsr _ 3,775
knegsr - 4,0225

czesciej uzyskuje sie negatywny wynik testu chi-kwadrat niz testu Kolmogorowa.

padku tabeli 2 nie ma az tak znaczacej roznicy: =344, ale w dalszym ciggu

Wynika to z faktu, ze test Kolmogorowa odnosi si¢ do przypadku, kiedy znane sa
parametry rozktadu. Natomiast w podrozdziale 1 oraz 2 wyznaczany byt jeden pa-
rametr rozktadu. W takim przypadku nalezy zachowac ostroznos¢ w stosunku do
uzyskanych wynikéw (Domanski, Pruska, 2000, s. 171).
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Tabela 3. Zestawienie estymatorow
zapewniajacych minimalne wartosci uwzglednionych kryteriow

Tabela 1
Wariant Minimum AS Minimum /neg Minimum kS Minimum kneg
A B —EN B3 —EMSE B B3 —EMSE
B A 4 Ay _EN Ay “EN
Tabela 2
A Ba Ba Ba Ba
B Ay —EN Ay —EN Ay —EN A3 _EMSE
A3 _EMSE

Zrédto: opracowanie wlasne.

W tabeli 3 zestawiono estymatory, ktore realizowaty najmniejsze wartosci
dla poszczegdlnych kryteriow. Estymator EN wystepuje 6 razy, a estymator EMSE
4 razy. Najlepiej wypadt estymator B4, ktory dla rozktadu Laplace’a (wariant A) byt
optymalny dla wszystkich kryteriéw. Jednak estymator ten nie jest EN ani EMSE.
Pytanie postawione na wstepie artykutu, ktory estymator, EN czy tez EMSE, wyka-
zuje przewagg, pozostaje bez odpowiedzi. Uwzglednione testy zgodnosci rozktadu
miaty na celu ocene przydatnosci wybranych estymatorow. Mozna tez bylto rozwia-
za¢ inny problem, a mianowicie dobra¢ estymator zapewniajagcy minimum statystyki
testu chi-kwadrat. Jednak to wykracza poza ramy artykutu.
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UNBIASED ESTIMATOR VERSUS MINIMUM MEAN SQUARE ERROR ESTIMATOR

Abstract

The aim of this paper in to answer the question whether the unbiased estimator (UN)
or the minimum mean square error estimator (MMSEE). For this purpose simple examples
of determining estimators of exponential and Laplace distributions parameters were consid-
ered. As criteria, the values of chi-square test statistic and Kolmogorov test statistic were
examined. The obtained results do not provide an unequivocal answer to the problem.

Translated by Ewa Stefanowska

Keywords: unbiased estimator, minimum mean square error estimator
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