Jan Purczynski

Wybrane metody estymacji
parametrow funkcji logistycznej

Studia i Prace Wydzialu Nauk Ekonomicznych i Zarzadzania 45/2, 71-82

2016

Artykut zostat opracowany do udostepnienia w internecie przez
Muzeum Historii Polski w ramach prac podejmowanych na rzecz
zapewnienia otwartego, powszechnego i trwatego dostepu do
polskiego dorobku naukowego i kulturalnego. Artykut jest umieszczony

w kolekcji cyfrowej bazhum.muzhp.pl, gromadzacej zawartos¢ polskich
czasopism humanistycznych i spotecznych.

Tekst jest udostepniony do wykorzystania w ramach
dozwolonego uzytku.

Hpe

MUZEUM HISTORII POLSKI



e Studia i Prace WNEIZ US
WYDZIAL NAUK EKONOMICZNYCH (P
| ZARZADZANIA o ‘ nr 452 2016

DOI:10.18276/sip.2016.45/2-06

Jan Purczynski*
Kamila Bednarz-Okrzynhska**

Uniwersytet Szczecinski

WYBRANE METODY ESTYMACJI PARAMETROW FUNKCJI LOGISTYCZNEJ

Streszczenie

W opracowaniu rozpatrzono przydatno$¢ przyblizonych metod estymacji parametrow
funkcji logistycznej: Hotellinga, Tintnera, Muchy, metody trzech sum oraz zmodyfikowanej
metody Hotellinga. Jako przyktady uwzgledniono wyposazenie gospodarstw domowych
w Polsce w: telefony komodrkowe, automaty pralnicze, chtodziarki oraz samochody osobowe
—dane za lata 2000-2014. Na podstawie wartosci miernikow zgodnosci funkeji logistycznej
z danymi empirycznymi (wspoélczynnik zbieznosci, wspotczynnik zmiennosci) dokonano
oceny wynikow poszczegoélnych metod.

Stowa kluczowe: estymacja parametréw funkcji logistycznej, metody przyblizone

Wstep

Funkcje logistyczng wykorzystuje si¢ do modelowania danych empirycznych
odnoszacych sie do przypadkéw monotonicznego wzrostu obserwowanego zjawiska,
przy czym tempo wzrostu maleje do zera. Jak stwierdza A. Zelias (1997, s. 123),
funkcja logistyczna jest przydatna do opisu popytu na dobra trwatego uzytku, na
przyktad samochody, telewizory, motocykle, w krajach wysoko rozwinietych z go-
spodarkg ustabilizowang.
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T. Stanisz (1986, s. 122-168) szczegdétowo omawia przyktady zastosowan
funkc;ji logistycznej, a takze wymienia zwigzana z tym literaturg. Sposrdod artyku-
tow, ktore ukazaty sie¢ w biezacym wieku, mozna wymieni¢ prace Z. Muchy (2005,
s. 17-26), w ktorej zaproponowano metode estymacje parametrow funkceji logistycz-
nej bazujacg na rozkladzie funkcji na sktadowa parzysta i sktadowa nieparzysta.
Obszerny przeglad metod estymacji parametrow funkcji logistycznej zawiera praca
J. Zurowskiej (2007, s. 143—158), gdzie na przyktadzie prognozowania wskaznika
motoryzacji w Polsce przetestowano skuteczno$¢ 9 metod przyblizonych estymacji
parametrow.

Funkcja logistyczna jest opisana wzorem:

Wr)=—"2— (1)

1+b-e !
gdzie:a>0,b>1,c>0.
Funkcja logistyczna narasta do warto$ci ustalonej a. Zachodza nastgpujace zaleznosci:

. Inb _a @)
P T
gdzie: ¢, — punkt przegigcia.
Wychodzac ze wzoru (1), uzyskuje si¢ nastgpujace rownanie rézniczkowe:
' Yy
yt=c-y{ ——’] 3
a
1. Wybrane metody estymacji parametréw funkcji logistycznej
11. Metoda Hotellinga (Stanisz, 1986)
W réwnaniu (3) pochodna Y; zastepuje sie ilorazem réznicowym:
’ Yy -y
vy = 2l T @)
h
Wprowadzajac nowg zmienng:
Vg -
u, = t+1 — MVt (5)
h-y,

ze wzorow (3) i (4), otrzymuje sig:
u,=c+d-y, ©)
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gdzie: d =— <.
a

Dla trendu liniowego (6) wyznacza si¢ metodg najmniejszych kwadratow

. , A oA . . ~ C
(MNK) oszacowania parametrow ¢ 1 d , a nastgpnie oszacowanie a=— —.

. ~ . d
Oszacowanie parametru b wyznacza si¢ ze WZoru:
- 1 N . =
bz_-zect.(i_lj )
N o Vi

1.2. Metoda Tintnera (Stanisz, 1986)

W metodzie tej wprowadza si¢ zmienng z; bedaca odwrotnoscig zmiennej y;

zt=i=l+2-e—” 8)

Ye a a
w wyniku czego uzyskuje si¢ rownanie trendu liniowego:

Zi1 = A T A 12y ©)

Stosujac MNK, otrzymuje si¢ oszacowania parametrow q i a; , a takze oszacowania:

A

1—(11

; ¢=—1Inaq, (10)

A B

ap

Oszacowanie parametru b okresla wzor (7).
1.3. Zmodyfikowana metoda Hotellinga (Purczynski, 2003, s. 31-32)
Metoda Hotellinga bazowala na zastgpieniu wartosci pochodnej ilorazem roz-

nicowym [wzér (4)].
Modyfikacja metody Hotellinga polega na zastgpieniu pochodnej nast¢pujacym

wyrazeniem:
Yerl = V-1
L b 11
Yt W (11)
Ze wzordw (3) i (11) otrzymuje si¢ liniowe réwnanie rekurencyjne:
2
yt+2=2'A'yt+l+2'B'(yt+1) +, (12)
gdzie: A=h-c; B=-S.h.

a
Stosujac MNK do rownania (12), uzyskuje si¢ oszacowania parametréow 4 i B, ana-

stepnie oszacowania parametrow:
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;a=——h (13)

Oszacowanie parametru b wyznacza si¢ ze wzoru (7), gdzie @ i ¢ sa okreslone
zaleznoscig (13).

1.4. Pozostate metody

W opracowaniu bedg uwzglednione dwie dalsze metody. Pierwsza z nich jest
metoda trzech sum opisana mi¢dzy innymi w cytowanych pracach (Stanisz, 1986;
Zurowska, 2007).

Kolejng metoda podlegajaca weryfikacji byta metoda Muchy (2005). Pierwszy
krok w tej metodzie pokrywa si¢ z metodg Tintnera, a mianowicie wprowadza
si¢ funkcje z, bedaca odwrotnoscia zmiennej y, [wzor (8)]. Nastepnie tworzy sig
funkcje¢ symetryczng i antysymetryczng dla funkcji z, . Korzystajac z wlasciwosci
tych funkcji, wyznaczono wzory okreslajace oszacowania parametrow funkcji logi-
stycznej. Dla 0sob, ktore beda chciaty wdrozy¢ proponowana metodg, istotna moze
by¢ informacja, ze we wzorze (20) pracy (Mucha, 2005) w miejsce zaleznos$ci a 1

. LA 2
powinno by¢ a ==

2. Przyktady estymaciji funkcji logistycznej

Celem artykutu jest ocena przydatnosci przyblizonych metod estymacji para-
metrow funkeji logistycznej (Hotellinga, Tintnera, trzech sum, Muchy oraz zmo-
dyfikowanej metody Hotellinga). Badania wykonano na podstawie empirycznych
szeregdw czasowych zaczerpnietych z tabeli pod tytutem ,,Gospodarstwa domowe
wyposazone w niektore przedmioty trwalego uzytkowania” zamieszczonej w kolej-
nych rocznikach statystycznych (Rocznik statystyczny Rzeczpospolitej Polskiej; lata
2006-2014). Ocena jakosci wynikow poszczegolnych metod zostanie wykonana na
podstawie wartosci miernikow zgodnosci funkcji logistycznej z danymi empirycz-
nymi: wspolczynnika zbiezno$ci oraz wspotczynnika zmiennosci.

Jako pierwsze zostanie rozpatrzone wyposazenie gospodarstw domowych
w telefony komorkowe, wyrazone w procentach — na rysunku 1 dane wyjsciowe
oznaczono jako 7K, - linia kropkowana z kotkami. Estymacje parametrow funkcji
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logistycznej wykonano nastepujacymi metodami: Hotellinga (H), zmodyfikowana
metoda Hotellinga (HZ), Tintnera (T), trzech sum (S) oraz Muchy (M) — metody
te wymieniono w kolumnie 1 tabeli 1. W celu oceny jakosci uzyskanych modeli
wyznaczono nastgpujace wielkosci: odchylenie standardowe reszt S, wspotczynnik
zmiennos$ci v oraz wspotczynnik zbieznosci @

Rysunek 1. Wyposazenie gospodarstw domowych w telefony komoérkowe [w %]
TK ,, — linia kropkowana z kétkami. Wyniki obliczen: metoda Hotellinga — fH ,, linia
przerywana, zmodyfikowana metoda Hotellinga — fHZ,, linia ciagla
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Zrbdlo: opracowanie wiasne.

Estymacje wykonano dla danych dotyczacych lat 20042013, natomiast ob-
serwacja z roku 2014 postuzyta do wyznaczenia btedu wzglednego prognozy ex
post wp. Kierujac si¢ najmniejsza wartoscig wspotczynnika zmiennosci, rozpatrzone
metody mozna uszeregowac nastepujaco: HZ, M, S, T oraz H. Kryterium warto$ci
wspotczynnika zbiezno$ci powoduje zamiang miejsc metod M 1 S. Na rysunku 1 za-
mieszczono wyniki obliczen najstabszej metody (H) — fH,, linia przerywana oraz
najlepszej metody (HZ) — fHZ, linia ciagta.
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Tabela 1. Wartosci miernikow zgodnos$ci funkcji logistycznej opisujacej wyposazenie
gospodarstw domowych w telefony komérkowe

Odchylenie Wspotezynnik | Wspotezynnik | Blad wzgledny
Lp. | Metoda . L. e
standardowe S | zmiennosciv | zbieznosci @ ex post wp

1 H 3,500 0,0453 0,03561 0,0351

2 HZ 0,531 0,0069 0,00082 0,0258

3 T 0,938 0,0121 0,00256 0,0191

4 S 0,746 0,0096 0,00090 0,0311

5 M 0,659 0,0085 0,00126 0,0214

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Na rysunku 2 zamieszczono dane dotyczace wyposazenia gospodarstw do-
mowych w automaty pralnicze (w %) — AP, — linia kropkowana z kotkami, a takze
wyniki obliczef: metodg Tintnera— f7, linia przerywana oraz metodg trzech sum

— /8, linia ciagla.

Rysunek 2. Wyposazenie gospodarstw domowych w automaty pralnicze [w %] AP, —
linia kropkowana z kotkami. Wyniki obliczen: metoda Tintnera — I, m linia przerywana,
metodg trzech sum — fS,, linia ciagla
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Zrbdlo: opracowanie wiasne.

Na podstawie wartosci wspotczynnika zbieznos$ci (kolumna 4 tabeli 2) mozna
stwierdzi¢, ze cztery metody (M, T, HZ, H) wykazuja zblizone wartos$ci (02, nato-
miast najstabiej wypada metoda S. Prowadzi ona do btednego oszacowania funkcji
logistycznej: a =-144,47, b=-3,067, ¢ = 0,015 wbrew zatozeniu [wzor (1)] @ > 0 oraz
b> 1. W rezultacie krzywa fS, przedstawiona na rysunku 2 nie wykazuje tendencji
malejacych przyrostow.
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Tabela 2. Warto$ci miernikéw zgodnosci funkcji logistycznej opisujacej wyposazenie
gospodarstw domowych w automaty pralnicze

L | Meods | ies | mmemeis | ot gt | oxpostnp
1 H 1,033 0,0124 0,0159 —-0,0022
2 HZ 0,968 0,0117 0,0140 —-0,0084
3 T 0,966 0,0116 0,0139 —-0,0050
4 S 1,288 0,0155 0,0411 —-0,0604
5 M 0,916 0,0110 0,0125 —-0,0092

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Na uwage zastuguje duza wartos$¢ bledu wzglednego ex post dla metody trzech
sum. Znajduje to potwierdzenie na rysunku 2, gdzie dane za okres 2000—2013 postu-
zyty do budowy modelu, natomiast obserwacja dla 2014 roku zostata wykorzystana
do wyznaczenia btgdu ex post.

Rysunek 3. Wyposazenie gospodarstw domowych w chtodziarki [w %] C,, — linia
kropkowana z kotkami. Wyniki obliczen: metodg trzech sum — S m linia przerywana,
zmodyfikowana metoda Hotellinga — fHZ,, linia ciagla
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Zrbdlo: opracowanie wiasne.

Jako kolejny przyktad rozpatrzono dane dotyczace wyposazenia gospodarstw
domowych w chtodziarki (w %) — na rysunku 3 oznaczono C, — linia kropkowana
z kotkami. Ponadto zamieszczono wyniki obliczen: metoda trzech sum — 3, linia
przerywana oraz zmodyfikowana metodg Hotellinga — fHZ  linia ciagta.

77
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Z danych przedstawionych w tabeli 3 wynika, ze trzy metody prowadza do
ujemnej warto$ci oszacowania parametru b (H, T oraz S). Natomiast metoda M es-
tymuje zespolong warto$¢ parametru b. Przyczyny tego zdarzenia nalezy upatrywac
w duzych amplitudach wahan wartosci liczby chtodziarek —krzywa C, narysunku 3.
Jedynie metoda HZ zapewnita poprawne wyniki uzyskanego modelu. Na podstawie
rysunku 3 stwierdza si¢ analogiczne zachowanie funkcji me jak na rysunku 2 —
rosngce przyrosty trendu.

Z tabeli 3 wynika niebezpieczenstwo, jakie niesie wycigganie wnioskéw na
podstawie wartosci wspotczynnika zmiennosci oraz wspotczynnika zbieznosci bez
uwzglednienia warto$ci oszacowanych parametrow trendu. Mianowicie na podsta-
wie wartosci v (@) mozna stwierdzi¢ rownowaznos¢ metody trzech sum oraz zmo-
dyfikowanej metody Hotellinga, co stoi w sprzeczno$ci z warto§ciami wyestymowa-
nych parametréw funkcji logistycznej (tabela 3).

Tabela 3. Wartos$ci miernikoéw zgodnosci funkcji logistycznej opisujacej wyposazenie
gospodarstw domowych w chtodziarki

L . , Wspotczynnik Wspotczynnik Blad

Wartosci oszacowania parametrow . L. L wzgledny
zmiennosci zbieznosci

Metoda ex post

a b c v (02 wp
H 98,086 -1,311 0,619 0,756 25886 —-0,0436
HZ 99,357 0,019 0,045 0,0034 0,532 -0,0468
T 98,083 -97,413 0,961 1,454 95830 —-0,0509
S 96,675 —-0,00854 —0,061 0,0037 0,618 —-0,0509
Liczba Liczba Liczba Liczba Liczba

M 98,131

zespolona zespolona zespolona zespolona zespolona

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Ostatni przyktad dotyczy wyposazenia gospodarstw domowych w samochod
osobowy, co ilustruje rysunek 4. Analogicznie jak w poprzednich przyktadach dane
za okres 2000—2013 wykorzystano do estymacji parametréw modelu, natomiast ob-
serwacja dotyczaca 2014 roku postuzyta do wyznaczenia btedu ex post. W wyniku
obliczen dla czterech metod (H, HZ, T, S) uzyskano ujemne wartosci oszacowan
parametrow, natomiast w przypadku metody M byly to warto$ci zespolone.

Rysunek 4. Wyposazenie gospodarstw domowych
w samochody osobowe [w %] S, — linia kropkowana z kotkami
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Zrédto: Rocznik statystyczny.

Obliczenia powtdrzono, zmniejszajac liczbg ostatnio uwzglednionych obserwa-
cji — kolejno odrzucano obserwacje dotyczace roku 2000, 2001 itd. Gdy uwzgled-
niono L = 10 obserwacji (lata 2004—2013), oszacowania parametrow dla wszystkich
metod przyjely wartosci dodatnie. Na rysunku 5 przedstawiono wyniki obliczen
dla liczby ostatnio uwzglednionych obserwacji L = 6 — 10 dla metody T i HZ, ktore
zapewniaty najlepsze dopasowanie modelu do danych empirycznych. Rysunek po
lewej stronie nie rozstrzyga, jaka warto$¢ L nalezy wybraé. Z rysunku po prawej
stronie jednoznacznie wynika optymalna warto$¢ L = 8.
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Rysunek 5. Warto$ci wspotezynnika zmiennosei v7; (linia ciggla z kotkami) oraz vHZ;
(linia kropkowana z plusami). Po prawej stronie: wartosci wspotczynnika zbieznosci
(¢Ti )2 (linia ciagta z kotkami) oraz (#HZ; )2 (linia kropkowana z plusami)
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vE / (6) 9\®\ /
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Zrédto: opracowanie wlasne.

W tabeli 4 zamieszczono warto$ci miernikow zgodnosci wyznaczonych dla
L = 8 ostatnich obserwacji.

Tabela 4. Wartos$ci miernikoéw zgodnosci funkcji logistycznej opisujacej wyposazenie
gospodarstw domowych w samochody osobowe

Lp. | Metoda | i vess | somnmoiets | sbtinotes 9° | expostnp
1 H 0,996 0,0120 0,0397 0,0098
2 HZ 0,565 0,00681 0,0128 0,0081
3 T 0,568 0,00684 0,0129 0,0045
4 S 1,147 0,0138 0,0693 —-0,0344
5 M 0,715 0,0086 0,0205 0,0114

Zrédto: opracowanie wlasne.

Na rysunku 6 przedstawiono wyniki obliczen wykonanych dla L = 8 obserwacji
(lata 2006—2013) dla metody T i metody HZ. Z rysunku wynika dobre dopasowanie
modeli do danych empirycznych, co przektada si¢ na mate warto$ci wspdlczyn-
nika zmiennosci: vI' = 0,00684 i vHZ = 0,00681 oraz wspdlczynnikdow zbieznosci
¢T> =0,0129, HZ> =0,0128.
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Rysunek 6. Wyposazenie gospodarstw domowych w samochody osobowe w [%] S},
— zaznaczone kétkami. Wyniki obliczen: metoda Tintnera — 7, (linia ciagla) oraz
zmodyfikowana metoda Hotellinga — fHZ,, linia kropkowana
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Zrédlo: opracowanie wiasne.

Podsumowanie

Na podstawie wartosci miernikéw zgodnos$ci funkcji logistycznej z danymi em-
pirycznymi dokonano podsumowania jako$ci poszczegolnych modeli. Mianowicie
dla kazdego przyktadu uszeregowano metody wedtug rosngcych wartosci wspot-
czynnika zbiezno$ci (wspolczynnika zmiennos$ci). Metoda stojgca na pierwszym
miejscu uzyskiwata 1 pkt, a stojagca na ostatnim — 5 pkt. Nastepnie zsumowano
poszczegodlne punkty. Uzyskano nastepujgce wyniki:

— zmodyfikowana metoda Hotellinga — 6 pkt,

— metoda Tintnera, metoda Muchy — po 12 pkt,

— metoda trzech sum — 14 pkt,

— metoda Hotellinga — 16 pkt.

Z powyzszego zestawienia wynika zdecydowana przewaga metody HZ, co zna-
lazto potwierdzenie w wynikach obliczen zamieszczonych w tabeli 3, kiedy pozosta-
te metody prowadzity do blednych rezultatow. Zmodyfikowana metoda Hotellinga
r6zni si¢ tym od metody Hotellinga, Ze pochodna w metodzie H wyraza si¢ wzorem
(4), natomiast pochodna w metodzie HZ — wzorem (11). Ta niewielka réznica we
wzorach prowadzi do istotnej roznicy jakosci obydwu metod.

W opracowaniu nie rozpatrywano metody najmniejszych kwadratow (MNK),
poniewaz ograniczono si¢ do porownania przyblizonych metod estymacji parame-
trow funkcji logistyczne;.
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SELECTED METHODS OF ESTIMATING LOGISTIC FUNCTION PARAMETERS
Abstract

In this paper the usefulness of the following approximated methods of estimating logi-
stic function parameters was examined: Hotelling’s, Tintner’s, Mucha’s, three sums method
and the modified Hotelling’s method. As examples, some home appliances popular in Poland
were considered: mobile phones, washing machines, refrigerators and cars — data for years
2000-2014. On the basis of goodness-of-fit measures with relation to the logistic function and
the empirical data (correlation method, changeability coefficient), evaluations of particular
method results were conducted.

Translated by Ewa Stefanowska
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