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tego zastrzezenia chcialbym dodaé, ze wiele (nawet wywody omawia-
nej ksigzki) wskazuje na to, iZ analiza semiotyczna nie moze dopro-
wadzié do ostatecznej odpowiedzi na filozoficzne zagadnienia typu onto-
logicznego. Aczkowiek przyczynia sie do zlikwidowania nieporozumien
oraz jalowych drog rozwigzywania problematyki filozoficznej, nie wy-
starcza juz jednak do rozwazenia mozliwosci réznych konstrukcji onto-
logicznych (por. np. R. Ingarden, Spér o istnienie §wiata, t. I, r. 2 oraz
T. Czezowski, Filozofia na rozdrozu, Warszawa 1965, s. 12—18), Tym-
bardziej zas nie jest w stanie wyjasni¢ przez pierwsze powody pewnych
standw rzeczowych. A szukanie ostatecznych racji uniesprzeczniajgcych
ontycznie rzeczywisto$é trudno wykluczyé z granic filozofii pretendu-
igcej do miana naukowe]j (w szerszym sensie.) Nawet opisana przez prof.
Czezowskiego metoda opisu analitycznego, ktéorg daloby sie potrakto-
waé jako wzbogacenie (pod pewnym wzgledem) analizy semiotyczne)
o ekstrajezykowe podejscie, nie posiada charakteru specyficznego dla fi-
lozofii (por. T. Czezowski, dz. cyt, s. 18). Nadto metoda analizy semio-
tycznej nie jest obca sposobom uprawiania nauk pozafilozoficznych.
OczywiScie, wszystkie te ,,argumenty” sa tylko glosem dyskusyjnym
sku uwadze”, bo dla rozwigzania sprawy konieczne byloby uprzednie
ustalenie kryteridw, jakie ma spelniaé filozofia pretendujgca do miana
nauki. A to juz przekracza ramy niniejszej recenziji.

Wystarczy zauwazyé na zakonczenie, ile to ciekawych i prowoku-
iacych do dyskusji (w sprawach zasadniczych dla teorii nauki i kon-
cepcji filozofil) tematoéw zostalo poruszonych przez prof. Dambska.
Niemniejszg zaleta ksigzki jest jej ogromny ladunek rzetelnych infor-
macji o pogladach klasykéw epistemologii, na tle czego wskazywano
dopiero nowe problemy. Zawarto rOwniez w studium duzo solidnej ro-
boty ustalajacej i porzgdkujacej nie tylko terminologie, lecz takze
Sprawy rzeczowe.

MIECZYSEAW LUBANSKI
PARADOKS A POZNANIE

1. Wstep. 2. Przykiady paradoksOw matematycznych. 3. Paradoks a
intucja. 4. Paradoks a rzeczywisto§é. 5. Wnioski.

Wstep
Przyjelo sie nazywaé paradoksem taks wypowiedz, ktédra w swej
tresci wydaje sie by¢ sprzeczna z powszechnie przyjetym przekonaniem.

Ta pozorna sprzecznoéé powoduje u odbiorey informacji para-

13 — Studia Phil. Christianae 5(1969)1
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doksalnej psychiczny stan niepokoju intelektualnego, stan dziwnoS$ci
w stosunku do problemu, ktérego dotyczy dany paradoks. Z klasycz-
nych przykladéw paradokséw mozna tu wymieni¢ np. paradoks istnie-
nia liczb niewymiernych, paradoksy Zenona, paradoks antypodéw itd.
We wspomnianych elementach ,niepokoju”, ,,dziwnoéci”, ktére pociaga
za sobg paradoks, widzi sie zwykle bodziec do prowadzenia intensyw-
nych badan naukowych, ktérych celem jest wySwietlenie powstaltej sy-
tuacji. Ten ,naukowy” rys paradoksu nalezy powitaé¢ z wielkim
uznaniem 1,

Historia nauki méwi nam, ze lista paradokséw bynajmniej nie jest
zakonczona. W rozwoju nauki powstajg ciggle nowe paradoksy. Dla
przykladu mozna tu wymienié¢ szeroko znane paradoksy z zakresu fi-
zyki wspolczesnej, jak np. paradoks korpuskuly i fali dla czastek ele-
mentarnych, paradoks niecigglo$ci przejécia elekironu w atomie z je-
dnego poziomu energetycznego na drugi itp. We wspoélczesnej matema- '
tyce takze spotykamy sie i to z wielka ilo§cig zbioréw o paradoksal-
nych wlasnoSciach.

Celem tego artykulu jest oméwienie kilku nowszych paradoksow
matematycznych oraz przedstawienie na ich tle pewnych wnioskéw
typu metodologiczno-filozoficznego. Zaznaczamy tu od razu, Ze ogra-
niczamy sie w rozwazanych przykladach paradokséw wylgcznie do ma-
tematyki. Takie zawezenie rozwazan pozwoli na uzyskanie co najmniej
dwu nastepujgcych pozytywoéw: 1° umozliwi dokladniejszg analize pa-
radokséw z racji ich do§é jednolitego charakteru, 2° ulatwi uzyskanie
bardziej precyzyjnych i szczegélowych wnioskOw. Oparte one bowiem
bedg na bardziej $cistych, jednolitych rozwazaniach. Wieksza ogdlno§é
twierdzenia bowiem pocigga za sobg wieksze ubédstwo treSci w po-
réwnaniu do twierdzenia bardziej szczegdélowego 2.

1 Por. np. T. Kotarbinski, Elementy teorii poznania, logiki formal-
nej i metodologii nauk, Wrocltaw—Warszawa—Krakéw 1961, 258—259.

2 Zdarzajg sie czasami tu wyjatki. O takim wyjgtku moga $wiadczyé
nastepujgce stowa: ,,Teoria kategorii” jest najmlodszym z wielkich na-
rzedzi matematyki. Nic nie §wiadczy tak silnie o jednosci matematyki
jak wlasnie ona. Stanowi ona nowy krok naprz6d w dziedzine abs-
trakeji. Istotnie, zajmuje sie ona nie relacjami miedzy elementami ja-
kiego$ ustalonego zbioru, ale relacjami miedzy przedmiotami ustalonej
,kategorii”, a nawet relacjami miedzy réinymi kategoriami. Fakt, ze
taka ogélno$¢é nie pocigga za sobg trywialno$ci ani nawet ubdstwa tej
teorii, nosi znamiona cudu.” (G. Choquet, Analiza i Bourbaki, Wiado-
mosci Matematyczne 7 (1963), 107).



[11] Z ZAGADNIEN METAFIZYKI I TEORII POZNANIA 195
2. Przyklady paradokséw matematycznych

Rozpoczniemy od rozwazan zwigzanych z pojeciem spdjnosci. Moéwigce
potocznie, zbiér jakis jest spdjny, jezeli skiada sie z jednego ,ka-
walka”, jezeli nie jest zespolem ,luZnych” cze$ci. Np. kwadrat, szes-
cian to zbiory sp6jne. Natomiast np. zbidér liczb calkowitych nie jest
spojny. Jasng jest rzeczg, ze istniejg takie zbiory spdjne, ktére prze-
stajg nimi byé¢, gdy usuniemy z nich jeden punkti. Do takich zbiordéw
nalezy np. odcinek. Usuwajac z jego wnetrza dowolny jeden punkt
rozspajamy zbidr, otrzymujac dwa roztaczne odcinki. Istniejg oczy-
wiscie zbiory jednowymiarowe, ktérych jeden punkt nigdy nie roz-
spaja. Najprostszym przykladem moze tu stuziyé zwykly okrag kola.
Trzeba usunaé¢ co najmniej dwa rézne punkty, by okrag stal sie nie-
spbjny. Gdyby jednak zapytaé, czy mozliwa jest rzeczg, aby istnial
taki zbidér spdjny, ktory by po usunieciu jednego punktu stal sie catko-
wicie niesp6jny w tym sensie, ze ,rozpadalby sie” na poszczegdlne roz-
igczne punkty, to intuicja dalaby nam raczej odpowiedZz negatywng.
Trudno bowiem wyobrazi¢ sobie wspomniang tak paradoksalng sy-
tuacje.

Okazuje sie jednak, ze przykilad takiego rodzaju zbioru istnieje. Zo-
stal on skonstruowany w r. 1921 przez B. Knastera i K. Kuratowskie-
go 3. Punktem wyjScia konstrukeji jest tzw. miotelka Cantora. Powstaje
cna przez polgczenie odcinkami prostoliniowymi punktu plaszczyzny
¢ wspoirzednych (1/2, 1/2) z punktami dobrze znanego zbioru Cantora.
Nastepnie z danego odcinka bierzemy punkty o rzednych wymiernych,
jezeli odcinek zawiera koniec ,wyjetego” przedzialu przy konstrukcji
zbioru Cantora. W przypadku przeciwnym bierzemy z odcinka punkty
¢ rzednych niewymiernych. Tak powstaje zbiér Knastera — Kuratow-
skiego. Mozna wykazaé, Ze zbiér ten jest spdjny, tj. (méwigc potocz-
nie) ,jednokawalkowy”, zarazem jednak punkt (1/2, 1/2) rozspaja go
na oddzielne izolowane punkty. Innymi stowy, zbiér Knastera—Kura-
towskiego po usunieciu punktu (1/2, 1/2) nie tylko przestaje byé zbio-
rem spOjnym, ale nie zawiera zadnego podzbioru spéjnego, majacego
wiecej niz jeden punkt. Jak widaé, punkt (1/2, 1/2) moze byé nazwany
,.eksplodujgeym”. Spéjny zbidér Knastera—Kuratowskiego, po usunie-
ciu punktu (1/2, 1/2) eksploduje ,rozsypujac sie” na poszczegélne
punkty.

Jasne jest, ze opisana sytuacja moze by¢é uwazana za paradoksalns.
Widaé to szczegdlnie wyraznie, kiedy wniknie sie nieco dokladniej
w strukture samego zbioru Knastera—Kuratowskiego. Dla intuicji dziw-

3 Zob. B. Knaster et C. Kuratowski, Sur les ensembles connexes,
Fund. Math. 2 (1921), 241.
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ne jest zaréwno to, ze omawiany tutaj zbiér jest spdjny, jak i jego
wlasno$é ,,eksplodowania” po usunieciu jednego tylko punktu (1/2, 1/2).

Zapytajmy teraz, czy linia krzywa mozna wypgelni¢ sze$cian? Po-
dobnie jak poprzednio intuicja zdaje sie nam sugerowaé, ze nie jest to
mozliwe. W jaki bowiem sposdb datoby sie co$§ tréjwymiarowego ,wy-
pelnié” czym$ jednowymiarowym tylko? W jaki sposéb czym$ co po-
siada tylko dlugo$¢ mozna ,,wypelnié” zbiér majgcy i dlugo$é i szero-
ko$é 1 wysoko§¢?

Okazuje sie jednak, Ze odpowiedZ i na to pytanie jest pozytywna.
Mozna tez poprowadzi¢ linie krzywg, aby wypelnita ona caly tréjwy-
miarowy szeScian i,

Zauwazmy, ze krzywe wypelniajace jaki§ obszar (ptaski wzglednie
przestrzenny) noszg nazwe krzywych Peany. Pierwszy bowiem przy-
klad krzywej ciaglej wypelniajgcej caly obszar plaski podal Peano
w r. 18907, Widzimy wiec, ze tego rodzaju przyklady sa znane w ma-
tematyce juz niemal 80 lat. Kiedy matematycy zapoznali sie z tym
pierwszym przykladem Peany, wywotalo to duze zainteresowanie od-
kryciem i pociagnelo za sobg wielky ilo§¢ prac po$§wieconych tej pro-
blematyce. Najwybitniejsi matematycy pracowali nad tym zagadnie-
niem. Wypada tu wymienié takie nazwiska jak Hahn, Hilbert, Moore,
Polya. Z matematykdw polskich pisal o tej problematyce prof. W.
Sierpinski.

Jako trzeci przyklad rozwazimy zbiér bedacy wspélnym brzegiem
trzech plaskich obszaréow.

Najpierw zwrdéémy uwage na to, ze zupelnie prosta i jasng sprawsg
iest istnienie zbioréw, bedacych wspblnym brzegiem dwu obszaréw
plaskich. Np. okrag kola jest wspdélnym brzegiem wnetrza kola i jego
zewnetrza, podobnie elipsa jest wspélnym brzegiem dwu plaskich obsza-
row, mianowicie wnetrza elipsy i jej zewnetrza. Przykladéw tego ro-
ozaju jest duzo i ich istnienie nie jest Zadnym problemem dla intuicji.
Sadzimy, ze tak powinno by¢ z reguly. Totez kiedy zapytamy, czy
isthiejg takie zbiory plaskie, aby kazdy ich punkt byl wsp6lnym brze-
giem trzech obszaréw, wowczas intucja (podobnie jak w przypadkach
poprzednich) wydaje sie mowié nam raczej nie. Jednakze wnikliwsze
badania wykazuja, ze jest to mozliwe.

Zarys konstrukcji omawianego obecnie zbioru wyglada nastepujgco.
Bierzemy na plaszczyZnie kolo K. Usuwamy z niego nastepnie wne-
trza dwu mniejszych kol potozonych w wnetrzu kola K. Zaléimy, zZe
odleglo§¢é dowolnego punktu zbioru powstalego z wyjSciowego kola K
przez usuniecie dwu wspomnianych kél, od kazdego z usunietych kot

4 Zob. np. A. Lelek, Zbiory, Warszawa 1966, 108—109.
- 5 G. Peano, Sur une courbe, qui remplit toute une aire plane,
Mathematische Amnalen 36 (1890), 157—160.
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oraz od zewnetrza kola K, nie przekracza liczby 1. Oznaczmy ten zbi6r
przez K,. Ponumerujmy wnetrza usunietych ké! i uwazajmy je za
obszary numer 1 oraz 2. Zewnetrze kola K nazwijmy obszarem numer
3. (Rys. 1) Poprowadzmy nastepnie z kazdego z usunietych dwu kot

oraz z zewnetrza kola K (czyli z trzech obszaréw 1, 2, 3) parami roz-
laczne ,kanaly” tak, aby odleglo§¢ kazdego punktu zbioru powstalego
z K, przez usuniecie wnetrz poprowadzonych kanaldéw (oznaczmy go
przez Ky) od dowolnego z trzech powigkszonych w opisany wyzej sposéb
cbszaréw 1, 2, 3 byla niewieksza niz 1/2. (Rys. 2) I postepujmy tak dalej
do nieskoriczonosci. Zatem zbiér K| powstaje ze zbioru K -; przez takie
poprowadzenie parami rozilgcznych kanaldw z trzech rozpatrywanych
obszaroéw, aby odlegto$¢ kazdego punktu zbioru K od wszystkich trzech
obszar6w jednocze$nie nie przekraczala liczby 1/n.

Bierzemy nastepnie cze$é wspdlng, czyli iloczyn mnogo$ciowy, skon-
struowanych zbioréw K, tj. zbiér K = K,. Z konstrukcji jest jasne,
ze zbiér K posiada zadana paradoksalng witasno$é. Kazdy jego punkt
jest Wspélnym brzegiem trzech plaskich obszardéw.

Dla informacji dodajmy, ze stosujac analogiczna konstrukcje, mozna
podobnie latwo zbudowaé zbiér bedacy wspdlnym brzegiem n plaskich
obszaréw, dla n = 4, 5, 6, ... Sytuacja paradoksalna pojawia sie juz przy
liczbie 3. Dla liezb wiekszych sprawa jest zupelnie podobna i nic isto-
tnie nowego tutaj nie pojawia sie.

Przejdziemy teraz do nastepnego przykladu do tzw. paradoksalnego
rozkladu kuli. Chodzi tu o zagadnienie nastepujgce. Niech dana bedzie
kula tréojwymiarowa Q. S. Banach i A. Tarski udowodnili w r. 1924, ze
dang kule Q moina podzielié na 5 cze§ci w taki sposob, iz sktadajgc
odpowiednio te czeSci otrzyma sie dwie peine kule tej samej wielkosci,
co kula wyjSciowa Q6, Nie trzeba nikogo przekonywaé, ze wynik

6 Zob. S. Banach et A. Tarski, Sur la decomposition des ensembles
de points en parties respectivement congruentes, Fund. Math. 6 (1924),
244—277, Scisle biorage Banach i Tarski wykazali istnienie wspomnia-
nego rozkladu kuli przy podziale jej na wieksza liczbe czeSci. Liczba
5 jest osiggnietym tu minimum przez pédzniejszych badaczy tego za-
gadnienia.



198 MATERIALY, RECENZJE, SPRAWOZDANIA [14]

Banacha i Tarskiego jest wysoce paradoksalny. Stanowi on, jak gdyby,
wyzwanie dla ,,zdrowo-rozsgdkowej’ naszej intuicji geometrycznej.

Wspomnijmy o jeszcze jednym paradoksalnym fakcie geometrycz-
nym. Jest rzecza zrozumialg i jasng, ze tuk krzywoliniowy posiada tylko
diugosé. Jesli kto$ chcialby méwié o jego polu, to trzeba by powie-
dzie¢, ze jest ono réwne zeru. Okazuje sie jednak, ze mozna podac
konstrukecje tuku, ktéry posiadalby pole dodatnie, a wigc wigksze od
zera.? Istnieje wiec tuk o dodatnim polu. Konstrukecja wspomnianego
luku jest do$é prosta. Nie bedziemy jednak tutaj jej podawaé ze wzgle-
du na charakter tego artykutu, Wystarczy nam sama wiadomo$é o ma-
jgcym miejsce paradoksalnym fakcie geometrycznym.

Zwr6¢my obecnie uwage na jeszcze jeden bardzo elementarny pa-
radoks zwigzany ze zbiorami przeliczalnymi. Zostal on podany przez
prof. W. Sierpinskiego.

Zalézmy mianowicie, ze co roku stawia si¢ 10 nowych probleméw
naukowych. Przypu$émy dalej, ze w kazdym roku rozwigzuje sie tylko
jeden z postawionych do danej chwili problemdéw. Ot6z okazuje sie,
ze mimo iz liczba nierozwiazanych zagadnien bedzie stale wzrastaé, to
iednak kazde zagadnienie zostanie w swoim czasie rozwigzane, o ile
tylko zalozymy, ze ludzkoéé bedzie istnieé nieskoneczenie diugo. Ten pa-
radoks posiada nastepujgce uzasadnienie.

Jest rzeczy jasng, ze liczba problemdéw nierozwigzanych bedzie stale
wzrastaé. Poniewaz, zgodnie z zalozeniem, w kazdym roku stawia sie
10 problemoéw, za§ rozwigzuje sie jeden ze wszystkich do danej chwili
postawionych, to po n latach liczba nierozwiazanych probleméw bedzie
wynosi¢: 10n-—n = 9n. Jezeli jednak ponumerujemy stawiane pro-
blemy i w kazdym roku bedziemy rozwigzywaé¢ zagadnienie o0 naj-
mniejszym numerze, wowczas n-ty problem zostanie rozwigzany po
n latach. Przeto w swoim czasie kazdy problem zostanie rozwigzany. 8

Nalezy zaznaczy¢, Ze podane tu przykiadowo paradoksy nie wy-
czerpuja w najmniejszej mierze listy istniejgcych paradokséw w ma-
tematyce. W wielu dzialach wspélczesnej matematyki znamy ich wiele.
Najliczniejsze bodajie sg w teorii mnogosci i topologii. Przedstawianie
ich tutaj zajeloby zbyt wiele miejsca. Nadto nie kazda sytuacja pa-
radoksalna daje sie latwo przedstawi¢ w sposéb elementarny bez ter-
minologii fachowej. ToteZz poprzestajemy na wymienionych sze$ciu
z‘biorach o wtasnosciach paradoksalnych i przechodzimy obecnie do

7 Zob. np. W. Sierpinski, Wstep do teorii mnogosci i topologii, War-
szawa 1965, 111—113.

8 Zob. W. Sierpinski, O stu prostych ale trudnych zagadnieniach
arytmetyki, Warszawa 1959, 33.
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blizszego ich zbadania pod interesujacym nas punktem widzenia meto-
dologiczno-filozoficznym. Chcemy bowiem w ten sposdb uzyskaé pewne
konkretne wnioski.

3. Paradoks a intuicja

Zapytajmy teraz, jakie uwagi nasuwajg sie na temat roli intuicji
w poznaniu, w Swietle przedstawionych wyzej paradokséw. Jakg mozna
iej przypisa¢ funkcje i znaczenie w poznaniu?

Ogélnie biorac powiemy, ze omoOwione paradoksy wskazuja na to,
iz intuicja jest zawodna. Nie mozna polega¢ w pelni na jej sugestiach.
W przypadku bowiem paradoksu pierwszego z podanych wyzej, intu-
icja jest sklonna podsuwaé myS$l, ze zbioru spdjnego nie mozna przez
vsuniecie jednego tylko punktu ,rozsypaé¢” na poszczegblne oddzielne
runkty, w przypadku drugiego paradoksu — Ze co$§ jednowymiarowego
nie moze wypelni¢ soba obszaru tréjwymiarowego, w przypadku trze-
ciego — zZe nie istnieje taki zbior, ktérego kazdy punkt bylby wsp6l-
nym brzegiem trzech obszaréw jednoczeénie, w przypadku czwartego —
ze z kuli nie mozna otrzymaé¢ dwu kul tej samej wielkoSei co kula

wyjéciowa, w przypadku pigtego — ze luk nie moze mie¢ pola do-
datniego (woéwczas bowiem przestalby byé lukiem, statby sie czym$
co posiada powierzchnie), w przypadku ostatniego — zZe gdy stawia

sie wigcej zagadnien, niz rozwiagzuje, to beds istnialy problemy, ktére
nigdy nie doczekajg sie rozwigzania. WidzieliSmy jednakze, ze sugestie
te okazaly sie bledne. To zmusza nas do ostrozno$ci przy kierowaniu
sie intuicjg i poleganiu na jej inspirujgcych funkejach. Intuicja winna
przeto byé kontrolowana i ksztalcona.

Mozna wige i nalezy kontrolowaé intuicje oraz ja ksztalci¢. Méwie-
nie o ksztalceniu intuicji i postulowanie tego posiada wiec sens. Intu-
icja jest wprawdzie cennym narzedziem heurystycznym, nie moze je-
dnak byé¢ uwazana za jeden ze sposobéw dowodzenia twierdzen. Im
bardziej intuicja zostanie wyszkolona (w danej dziedzinie wiedzy)
na bazie faktéw w oparciu o prace rozumu, tym lepsze moze nam od-
daé ustugi. Wydaje sie, ze uswiadomienie sobie dokladne tego stanu
rzeczy jest wazne. Rzutuje to na wiele rozwazann dotyczacych pro-
blematyki ogélno-filozoficznej. Zasygnalizujmy wylaniajgce sie tu pro-
blemy zwigzane z intuicjg, jak np. problem jej réznych rodzajéw oraz
ich klasyfikacji, czy tez zagadnienie sprawdzianu dla bezblednego
ujmowania intuicyjnego rzeczywistosci itp. Doj§cie do omawianej pro-
blematyki w stopniu znacznym ma miejsce dzieki zaistnieniu w nauce
zjawisk typu paradoksalnego.

 Jesli przyjrzelibySmy sie nieco dokladniej przedstawionym wyzej
raradoksom, to zauwazyliby$Smy, Ze pojawily sie one na skutek braku
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precyzji w intuicyjnym ujeciu problemu. Intuicja nie potrafila przed-
stawi¢ nam w sposOb $cisty i precyzyjny tresci takich pojeé jak zbior
spojny, tuk prosty, obszar tréjwymiarowy, ,istota” nieskonczonosci
przeliczalnej itd., nie potrafila — moéwigc nieco doktadniej — stanowi¢
wystarczajacej podstawy, na ktérej bazujgc umyst mogiby sformuto-
waé adekwatne definicje wspomnianych pojeé. Paradoksy pojawialy
sie zawsze wtedy, gdy (jak to sie pdéiniej okazalo) dosé ,,grube” intuicje
byly konfrontowane z usciS§leniami pojeciowymi. Wydaje sie, ze to
w wystarczajacy spos6b wskazuje, iZ nie mozna poprzestawaé
na sugestiach intuicyjnych przy precyzacji pojeé. Odno$nie para-
doksu np. krzywej cigglej wypeiniajgcej obszar, zauwazmy iz odkry-
cie dokonane przez G. Peano zachwialo dziewietnastowiecznymi intu-
icjami odnoszgcymi sie do pojecia krzywej. Zarazem przyczynilo sie to
cdo lepszego wyprecyzowania pojecia krzywej. Paradoks Peany wykazal,
7e nie mozna definiowa¢ krzywej jako zbioru punktéow, bedacego cig-
glym obrazem odcinka geometrycznego?®. Nalezy zatem pojecia, dane
nam najpierw w akcie pierwotnej intuicji, precyzowaé. Ta uwaga to
takze jeden z doniostych wnioskéw, plyngcych z pojawiania sie para-
doks6w. Nie mozna poprzestawaé na intuicyjnym ujmowaniu pojeé.
TI'ojecia nalezy precyzowaé i to coraz subtelniej. Uzyskuje sie woéwczas
istotny postep w nauce .

Streszczajae powiemy wiec, Ze intuicja stanowi jak gdyby wewnetrz-
ny bodziec zachecajacy do podejmowania rozwazan naukowych w pew-
nym kierunku, a takze wytycza pierwsze granice badaniu naukowemu.
Jednakze jest ona zawodna. Dlatego winna by¢ kontrolowana i ksztal-
cona przy pomocy pracy umysiu.

4. Paradoks a rzeczywisto$é

Zastandbwmy sie obecnie nad pytaniem, czy i jakie istniejg relacje
zachodzgce miedzy paradoksem a naszym poznawaniem rzeczywistosci.
Przyjmujgc za punkt wyjscia zaznaczony we wstepie fakt ,,niepokoju”
intelektualnego powodowanego przez pojawianie sie paradokséw, ktory

9 Zob. np. A. Lelek, O funkcjach Peany, Prace Matematyczne 7
(1962), 127. )

10 Na pokrewny temat roli, jakg pelni intuicja geometryczna we
wspolczesnej matematyce por. ciekawe uwagi H. Freudenthala w jego
artykule pt. ,,The role of geometrical intuition in modern mathema-
tics”, ICSU Review of World Science 6 (1964), 206—209. Artykul wspom-
niany konczy sie znamiennym zdaniem: ,Intuicje bez pojeé sa puste,
pojecia bez intuicji sg $lepe”. Jest ono, jak dobrze wiadomo, parafraza
znanego powiedzenija Kanta. '
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tym samym stanowi bodziec do infensywniejszych badan naukowych,
mozemy spodziewaé sie pozytywnego wplywu paradoksu na bardziej
adekwatne poznawanie rzeczywistosci. Zaznaczmy wyrai‘nie, e Wy-
raz ,rzeczywisto§é¢” rozumiemy tu mozliwie szeroko, a wiec oznacza
on kazdy przedmiot badan naukowych. W szczegélno$ci mozemy mé-
wi¢ o rzeczywisto$ei matematycznej, tj. o tym co jest przedmiotem
badann matematyki!l. To wlasnie znaczenie terminu ,rzeczywistosé”
mamy giéwnie na myS§li, kiedy rozwazamy problematyke paradoksoéw
wspélczesnej matematyki. Jednakze wnioski wazne beda ogdlnie, nie
tylko w odniesieniu do wyré6zinionego zakresu rzeczywisto$ci matema-
tycznej, Ma to miejsce z tej racji, ze wnioski bedg posiadaly chara-
kter ,,wezwania do ostroznosci”.

Przygladajac si¢ po kolei oméwionym paradoksom, widzimy bez
trudu, ze pierwszy z nich pozwala lepiej ujgé tre$é pojecia spédjnobci.
Jesli chceieliby$my utrzymaé nasze pierwotne intuicje, zwigzane ze
spojnoscig, to mozna by w tym paradoksie widzie¢ odpowiedZ na py-
tanie, czy topologiczne pojecie spdjnosci odpowiada adekwatnie wspom-
nianym intuicjom. Jezeli natomiast przyjelibySmy za niepodwazalng
definicje spdjnosci, wowczas trzeba by powiedzieé¢, ze intuicja nie
harmonizuje z nig catkowicie. Powstaje w ten sposéb glebszy problem
mhatury” spoéijnosci. Przez zarysowana tu kontrowersje miedzy impli-
kacjami plynacymi z definicji spéjnoséci oraz sugestiami intuicji uzy-
skujemy glebszy, lepszy, scislejszy wglad w meritum zagadnienia.

Podobnie, biorac drugi z oméwionych paradokséw, uzyskujemy dzieki
niemu bardziej dokladne wnikniecie w istote zwigzku zachodzgcego
miedzy tworami jedno- i tréjwymiarowymi (czy tez ogblnie: wielowy-
miarowymi). Okazuje sie, Ze sama rozno$é wymiaréw nie jest tu isto-
tna. Podobnie nie jest istotna sama liczba elementéw skladowych.
I w jednym i w drugim wypadku jest ich nieprzeliczalnie wiele (do-
kitadniej: continnum). Najistotniejsze wydaje sie tu byé uporzgdkowa-
nie elementéw. Przeto pojecie porzgdku byloby jednym z podstawo-
vych poje¢ matematycznych. 12

11 W powyzszym zdaniu nie wypowiadamy sie wecale na temat przed-
miotowego charakteru okre$lenia matematyki i niczego w nim nie
przesgdzamy. Jest ono tylko wygodnym skrotem dla prostszego wypo-
wiadania sie.

12 Ciekawa wydaje sie by¢ analogia z my§la Leibniza, ktéry w prze-
strzeni widziat ,,forme mnogosci”. Por. W. Tatarkiewicz, Historia filo-
zofii, t. II, Warszawa 1968, 88. Ten fakt wskazywalby zarazem na
genialng intuicje Leibniza, ktéra uzyskala potwierdzenie dopiero
pod koniec XIX wieku.
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Trzeci paradoks, ktéry moéwi o istnieniu zbioru, bedgcego wsp6l-
nym brzegiem frzech plaskich obszaréw, posiada wyraZnie ,ksztalcgcy”
charakter dla intuicji. Wskazuje na mozliwos¢ jej ,szlifowania”, ,,wy-
subtelniania”. Te samg uwage nalezy, oczywiscie, odnie$¢ i do pozo-
stalych paradokséw omoéwionych w tym artykule. Je$li idzie o sam
trzeci paradoks, to pomijamy inne interesujace wnioski, ktére on na-
suwa, ale ktére posiadajg charakter matematyczny i z tej racji nie be-
dziemy sie nimi zajmowa¢.

Czwarty z przedstawicnych wyzej paradokséow wart jest doklad-
niejszego omoéwienia. Moze bowiem budzi¢ wiele zastrzezen i niepo-
rozumien.

A wiec zauwazmy najpierw, ze Banach i Tarski udowodnili jedynie
istnienie wspomnianego paradoksalnego rozkladu kuli. Nie podali na-
tomiast efektywnego sposobu jego przeprowadzenia. Mamy zatem tylko
tzw. czysty dowdd istnienia wspomnianego paradoksalnego rozkladu
kuli. Ten problem wigze sie $cisle z zagadnieniem istnienia w mate-
matyce, z zagadnieniem dowodu w matematyce oraz z pokrewnymi za-
gadnieniami z podstaw matematyki. Pomijamy jednak te ciekawe pro-
blemy z racji charakteru tej pracy, ktéra nie idzie po linii ani samej
matematyki, ani jej podstaw.

1 teraz mozemy wnioskowaé dalej. Przypusémy wiec, ze udaloby sie
komus$ wykazaé¢, iz pelna kula w naszej przestrzeni fizycznej podlega
twierdzeniu Banacha—Tarskiego. Znaczyloby to, konsekwentnie, ze
nasza przestrzen jest tréjwymiarowa (w takim sensie, w jakim <kula
geometryczna jest tréjwymiarowa — chodzi o to, Ze nie przesadzamy,
czy zawarta jest ona w przestrzeni o wyzszym wymiarze). Gdyby na-
tomiast kto§ wykazal, ze kuli w naszej przestrzeni fizycznej nie mozna
rozlozy¢ na dwie kule we wspomniany sposéb, to to znaczyloby, iz
kula w naszej przestrzeni fizycznej nie jest tréjwymiarowa kulg w zna-
czeniu geometrycznym.

Wiemy dobrze, iz fizyka wspoliczesna sugeruje, ze ciala materialne
sg raczej ,pustkg”, anizeli czym$ ,,pelnym”, ,tréjwymiarowym”. Maja
to byé bowiem ,,male” masy czastek elementarnych umieszczone w ,,du-
zych” odleglo$ciach od siebie w ,,pustej” przestrzeni. Nie s one wiec
(tak sie przynajmniej wydaje) tréjwymiarowymi obszarami w znacze-
niu geometrycznym. Totez nie nalezy oczekiwa¢, iz paradoks Banacha—
Tarskiego pozwoli nam kiedy$ z jednej kulki zlota otrzymaé dwie kulki
zlote tej samej wielkosci. Przeciwnie, wiedzac jaka jest ,natura” kuli
geometrycznej oraz kuli materialnej (powiedzmy: zlotej), nalezy wnio-
skowaé, ze nie jest to w ogodle mozliwe.

Zwroémy uwage tutaj na to, ze omawiany paradoksalny rozklad
kuli jest wnioskiemm wyprowadzonym przy uzyciu tzw. pewnika wy-
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boru. P. J. Cohen udowodnil przed pieciu laty niezaleznos$¢ pewnika
wyboru od pozostalych pewnikéw teorii mnogosci 2.

Paradoks pigty stawia przed nami problem adekwatnego ujecia zna-
czenia terminu luk. Wskazuje on, podobnie jak paradoks pierwszy
w odniesieniu do pojecia spdjrosci; na powstala mozliwo§é precyzii
W pojeciowym ujeciu terminu tuk. Przez powstalg, dzieki paradoksowi,
kontrowersje miedzy implikacjami pitynacymi z definicji tuku oraz
ujeciem intuicyjnym uzyskujemy lepszy wglad w tre$¢ omawianego
rojecia oraz mozno$¢ wysubtelnienia naszej intuicji geometrycznej.

Cstatni z omoOwionych paradokséw wskazuje na odmienno$é ,na-
tury” nieskonczonos$ci w poréwnaniu do skonczonosci. Mowi nam takze
o0 braku analogii (pod omawianym w paradoksie wzgledem) miedzy
nieskoneczonoscia a skonczonoscig,

5. Whnioski

Dokonajmy teraz kroétkiego podsumowania przeprowadzonych roz-
wazan. Jak widzieliSmy dwie giéwne sprawy zjawiajg sie tutaj. Pierw-
sza z nich dotyczy zwigzku zachodzacego miedzy intuicjg a poznaniem
dyskursywnym, druga za$§ to problem adekwatnego poznawania rzeczy-
wistosei. Z powyzszego widaé, ze pojawianie sie paradoksdéw stanowi
doskonaly punkt wyjscia do cennych spostrzezen odnoszgcych sie do
omawianych zagadnien.

Rozpatrujac zwigzek miedzy poznaniem dyskursywnym a intuicja
mozna dojé¢ do sformulowania nastepujacego wniosku: Intuicja to cen-
ne narzedzie heurystyczne. Nie moze jednak ona rosci¢ pretensji, by
stanowi¢ metode dowodu jakiejkolwiek tezy. Dowodzié musimy droga
dyskursywna. Intuicja nadto moze i powinna byé ksztalcona. Dobrze
wyksztalcona, subtelna intuicja jest bardzo pozgzdang wlasnoscia w pra-
¢y naukowej. Wytycza ona bowiem woéwczas wlasciwg droge postepo-
wania. Pozwala tym samym i§% we wlasciwym kierunku, nie blgkac sie
po manowcach mysli. Intuicja niewyksztalcona warunku tego nie po-
trafi speinié. Ksztalcenie intuicji, og6lnie moéwigc, przebiega w spo-
s6b klasyczny dzieki pojawianiu sie sytuacji paradoksalnych.

Dalszy wniosek, jaki tu sie nasuwa, odnosi sie do precyzji pojeé.
Dzieki pojawianiu sie paradoksdéw otwiera sie przed nami droga dojécia
do coraz bardziej adekwatnego ujecia definicyjnego pojeé¢ pierwotnie
danych nam tylko intuicyjnie.

13 P, J. Cohen, The independence of the continuum hypothesis,
Proceedings of the National Academy of Sciences of the USA, 50 (1963),
1143—1148, 51(1964), 105—110. Por. takze J. Mikusinski, O twierdzeniu
Zorna, Wiadomos$ci Matematyczne 9(1967), 227—228,
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Dwa te podstawowe wnioski prowadza, z kolei, do dalszych. Naj-
pierw wiec mozemy widzie¢ tutaj wezwanie do ostroznosci. I to w zna-
czeniu jak najbardziej ogblnym. Nalezy strzec sie przed ziludng ,,0czy-
wistoseig”, ktora po wnikliwszym zbadaniu weale nie wydaje sie tak
bardzo ,oczywista”. Sadzimy, Ze przedstawione powyzej paradoksy
usprawiedliwiaja w pelni ten wniosek. Np. ostatni z paradokséw w tej
pracy zreferowanych zaleca ostroznos¢ przy postugiwaniu sie analogia,
kiedy przechodzimy od wielkosci skoniczonych do nieskonczonych. Nie
walno jest tej analogii suponowaé, nalezy jej dowiesé, by modc logicz-
nie poprawnie nig sie postugiwadé.

Wydaje sie, ze warto jest mocno podkreslié ostatni wniosek, bedacy
zachetg do ostroznosci. Nigdy ostroznos$ci nie jest za wiele. Ladnym
przyktadem moze tu stuzyé rozwazanie J. R. Searle o strukturze wy-
powiedzi typu: (a) ,,Tulius = Tulius” i (b) ,,Tulius = Cicero”. Zgodnie
7 obiegowym przekonaniem wypowiedz typu (a) wydaje sie byé ana-
lityczna. Bedzie ona prawdziwa przy kazdym podstawieniu symboli
w miejsce wyrazu ,,Tulius”. Natomiast wypowiedZz typu (b) rézni sie
istotnie od wypowiedzi typu (a). Otdoz okazuje sie, ze tak nie jest.
Obie wypowiedzi sa analityczne. Ich prawdziwo§¢ wynika z przyje-
tych regul jezykowych 4 )

A drugi wniosek, to stwierdzenie zachodzenia dialektycznego zwigzku
miedzy intuicja a poznaniem intelektualnym. Praktyka naukowa wska-
zuje, Ze rozwOj wiedzy ludzkiej nastepuje przez wzajemne $cieranie
sie intuicji oraz ujeé intelektualnych. I jeden i drugi czynnik jest
potrzebny. Kazdy na swoim miejscu. Przez styk zaréwno intuicji, jak
i umystu z rzeczywisto$ciag i przez zachodzgey miedzy nimi dialektyczny
zwigzek mozemy docieraé do coraz lepszego, pelniejszego, bardziej
adekwatnego poznawania rzeczywistosci. Ona jest i przedmiotem badan
naukowych i ostateczng instancja rozstrzygajaca o prawdziwoéci na-
szego poznania.

Naczalnyj kurs fitosofii, Izdanie wtoroje dorabotannoje, Izdatelstwo
,»Mysl”, Moskwa 1968.

Praca pt. ,,Naczalnyj kurs filosofii” stanowi uzupelnione wydanie
,»Elementarnego kursu filozofii” marksistowsko-leninowskiej. W pod-
tytule zaznaczono, ze podrecznik jest przeznaczony dla stuchaczy pod-
staw marksizmu i leninizmu. Jest to praca zbiorowa, napisana przez
czterech filozoféw radzieckich. Sklada sie z przedmcwy, 13 rozdzia-
16w i zakoficzenia. Przedmowe i zakohczenie oraz rozdzialy I, II, V,

14 J R. Searle, Imiona wtasne, w: Logika i jezyk, Warszawa 1967,
523—525.



