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tego zastrzeżenia chciałbym  dodać, że w ie le  (naw et w yw od y  om aw ia­
nej książki) w skazuje na to, iż analiza sem iotyczna nie m oże dopro­
w adzić do ostatecznej odpow iedzi na filozoficzne zagadnienia typu onto- 
logicznego. A czkow iek  przyczynia się do zlikw idow ania nieporozum ień  
oraz jałow ych dróg rozw iązyw ania problem atyki filozoficznej, nie w y ­
starcza już jednak do rozw ażenia m ożliw ości różnych konstrukcji onto- 
logicznych (por. np. R. Ingarden, Spór o istn ien ie św iata, t. I, r. 2 oraz 
T. C zeżowski, F ilozofia na rozdrożu, W arszawa 1965, s. 12— 18). Tym - 
bardziej zaś n ie jest w  stan ie w yjaśn ić przez p ierw sze pow ody pew nych  
stanów  rzeczowych. A szukanie ostatecznych racji uniesprzeczniających  
ontycznie rzeczyw istość trudno w ykluczyć z granic filozofii pretendu­
jącej do miana naukow ej (w  szerszym  sensie.) N aw et opisana przez prof. 
C zeżow skiego m etoda opisu analitycznego, którą dałoby się potrakto­
w ać jako w zbogacenie (pod pew nym  w zględem ) analizy sem iotycznej 
o ekstrajęzykow e podejście, n ie  posiada charakteru specyficznego dla f i ­
lozofii (por. T. C zeżowski, dz. cyt, s. 18). Nadto m etoda analizy sem io­
tycznej n ie jest obca sposobom  upraw iania nauk pozafilozoficznych. 
O czyw iście, w szystk ie  te „argum enty” są tylko głosem  dyskusyjnym  
„ku uw adze”, bo dla rozw iązania spraw y konieczne byłoby uprzednie 
ustalenie kryteriów , jakie ma spełniać filozofia pretendująca do miana 
nauki. A to już przekracza ram y nin iejszej recenzji.

W ystarczy zauw ażyć na zakończenie, ile  to ciekaw ych  i prow oku­
jących do dyskusji (w  spraw ach zasadniczych dla teorii nauki i kon­
cepcji filozofii) tem atów  zostało poruszonych przez prof. Dąmbską. 
N iem niejszą zaletą książk i jest jej ogromny ładunek  rzetelnych infor­
m acji o poglądach k lasyków  epistem ologii, na tle  czego w skazyw ano  
dopiero now e problem y. Zawarto rów nież w  studium  dużo solidnej ro­
boty ustalającej i porządkującej nie ty lko  term inologię, lecz także 
spraw y rzeczowe.
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PARADO K S A POZNANIE

1. W stęp. 2. P rzyk łady paradoksów  m atem atycznych. 3. Paradoks a 
intucja. 4. Paradoks a rzeczyw istość. 5. W nioski.

Wstęp

Przyjęło się nazyw ać paradoksem  taką w ypow iedź, która w  swej 
treści w ydaje się być sprzeczna z pow szechnie przyjętym  przekonaniem . 
Ta pozorna sprzeczność pow oduje u o dbiorcy in form acji para-
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doksalnej psychiczny stan niepokoju in telektualnego, stan dziw ności 
w  stosunku do problem u, którego dotyczy dany paradoks. Z k lasycz­
nych przykładów  paradoksów  m ożna tu w ym ien ić np. paradoks is tn ie ­
nia liczb n iew ym iernych, paradoksy Zenona, paradoks antypodów  itd. 
We w spom nianych elem entach „niepokoju”, „dziw ności”, które pociąga  
za sobą paradoks, w idzi się zw ykle bodziec do prow adzenia in ten syw ­
nych badań naukow ych, których celem  jest w y św ietlen ie  pow stałej sy ­
tuacji. Ten „naukow y” rys paradoksu należy pow itać z w ielk im  
uznaniem  ].

H istoria nauki m ów i nam, że lista paradoksów  bynajm niej nie jest 
zakończona. W rozw oju nauki pow stają ciągle now e paradoksy. Dla 
przykładu można tu w ym ien ić szeroko znane paradoksy z zakresu f i ­
zyki w spółczesnej, jak np. paradoks korpuskuły i  fa li dla cząstek e le ­
m entarnych, paradoks nieciągłości przejścia elektronu w  atom ie z je ­
dnego poziom u energetycznego na drugi itp. We w spółczesnej m atem a­
tyce także spotykam y się i to z w ielką  ilością  zbiorów  o paradoksal­
nych w łasnościach.

C elem  tego artykułu  jest om ów ienie kilku now szych paradoksów  
m atem atycznych oraz przedstaw ienie na ich  tle  pew nych w niosków  
typu m etodologiczno-filozoficznego. Zaznaczam y tu od razu, że ogra­
niczam y się w  rozw ażanych przykładach paradoksów  w yłączn ie do m a­
tem atyki. Takie zaw ężenie rozważań pozw oli na uzyskanie co najmniej· 
dwu następujących pozytyw ów : 1° um ożliw i dokładniejszą analizę pa­
radoksów  z racji ich dość jednolitego charakteru, 2° u łatw i uzyskanie  
bardziej precyzyjnych i szczegółow ych w niosków . Oparte one bow iem  
będą na bardziej ścisłych , jednolitych  rozw ażaniach. W iększa ogólność 
tw ierdzenia bow iem  pociąga za sobą w iększe ubóstw o treści w  po­
rów naniu do tw ierdzenia bardziej szczegó łow ego2.

1 Por. np. T. K otarbiński, E lem enty teorii poznania, logiki form al­
nej i m etodologii nauk, W rocław—W arszawa—K raków  1961, 258—259.

2 Zdarzają się  czasam i tu w yjątk i. O takim  w yjątku  m ogą św iadczyć  
następujące słow a: „Teoria kategorii” jest najm łodszym  z w ielk ich  na­
rzędzi m atem atyki. N ic n ie  św iadczy tak siln ie o jedności m atem atyki 
jak w łaśn ie  ona. Stanow i ona now y krok naprzód w  dziedzinę abs­
trakcji. Istotn ie, zajm uje się ona n ie relacjam i m iędzy elem entam i ja­
k iegoś ustalonego zbioru, ale relacjam i m iędzy przedm iotam i ustalonej 
„kategorii”, a naw et relacjam i m iędzy różnym i kategoriam i. Fakt, że 
taka ogólność n ie  pociąga za sobą tryw ia ln ości ani naw et ubóstw a tej 
teorii, nosi znam iona cudu.” (G. Choquet, A naliza i Bourbaki, W ia do ­
mości M a tem a tyczn e  7 (1963), 107).



2. Przykłady paradoksów  m atem atycznych

Rozpoczniem y od rozważań zw iązanych z pojęciem  spójności. Mówiąc 
potocznie, zbiór jakiś jest spójny, jeżeli składa się z jednego „ka­
w ałk a”, jeżeli nie jest zespołem  „luźnych” części. Np. kw adrat, sześ­
cian to zbiory spójne. N atom iast np. zbiór liczb całkow itych  nie jest 
spójny. Jasną jest rzeczą, że istnieją takie zbiory spójne, które prze­
stają nim i być, gdy usuniem y z nich jeden punkt. Do takich zbiorów  
należy np. odcinek. U suw ając z jego w nętrza dow olny jeden punkt 
rozspajam y zbiór, otrzym ując dwa rozłączne odcinki. Istn ieją  oczy­
w iście  zbiory jednow ym iarow e, których jeden punkt n igdy nie roz- 
spaja. N ajprostszym  przykładem  może tu służyć zw yk ły  okrąg koła. 
Trzeba usunąć co najm niej dwa różne punkty, by okrąg stał się n ie ­
spójny. G dyby jednak zapytać, czy m ożliw ą jest rzeczą, aby istn iał 
taki zbiór spójny, który by po usunięciu jednego punktu stał się całko­
w ic ie  n iespójny w  tym  sensie, że „rozpadałby się” na poszczególne roz­
łączne punkty, to in tu icja  dałaby nam  raczej odpow iedź negatyw ną. 
Trudno bow iem  w yobrazić sobie w spom nianą tak paradoksalną sy ­
tuację.

Okazuje się jednak, że przykład takiego rodzaju zbioru istn ieje. Zo­
sta ł on skonstruow any w  r. 1921 przez B. K nastefa i K. K uratow skie- 
go 3. Punktem  w yjścia  konstrukcji jest tzw. m iotełka Cantora. P ow staje  
ona przez połączenie odcinkam i prostolin iow ym i punktu płaszczyzny  
с w spółrzędnych (1/2, 1/2) z punktam i dobrze znanego zbioru Cantora. 
N astępnie z danego odcinka b ierzem y punkty o rzędnych w ym iernych, 
jeżeli odcinek zaw iera koniec „w yjętego” przedziału przy konstrukcji 
zbioru Cantora. W przypadku przeciw nym  bierzem y z odcinka punkty  
o rzędnych n iew ym iernych. Tak pow staje zbiór K nastera — K uratow - 
skiego. Można w ykazać, że zbiór ten jest spójny, tj. (m ówiąc potocz­
nie) „jednokaw ałkow y”, zarazem  jednak punkt (1/2, 1/2) rozspaja go 
na oddzielne izolow ane punkty. Innym i słow y, zbiór K nastera—K ura- 
tow skiego po usunięciu  punktu (1/2, 1/2) nie ty lko  przestaje być zbio­
rem  spójnym , ale n ie  zaw iera żadnego podzbioru spójnego, m ającego  
w ięcej niż jeden punkt. Jak w idać, punkt (1/2, 1/2) m oże być nazw any  
„eksplodującym ”. Spójny zbiór K nastera—K uratow skiego, po usunię­
ciu punktu (1/2, 1/2) eksploduje „rozsypując się” na poszczególne  
punkty.

Jasne jest, że opisana sytuacja może być uw ażana za paradoksalną. 
W idać to szczególnie w yraźnie, k iedy w niknie się nieco dokładniej 
w  strukturę sam ego zbioru K nastera—K uratowskiego. D la in tu icji dziw -

3 Zob. B. K naster et C. KuratowsKi, Sur les ensem bles connexes, 
Fund. Math. 2 (1921), 241.



ne jest zarów no to, że om aw iany tutaj zbiór jest spójny, jak i jego  
w łasność „eksplodow ania” po usunięciu  jednego tylko punktu (1/2, 1/2).

Z apytajm y teraz, czy lin ią krzyw ą można w ygełn ić  sześcian? P o­
dobnie jak poprzednio in tu icja  zdaje się nam sugerow ać, że n ie jest to 
m ożliw e. W jaki bow iem  sposób dałoby się coś trójw ym iarow ego „w y­
pełn ić” czym ś jednow ym iarow ym  tylko? W jaki sposób czym ś co po­
siada tylko długość można „w ypełn ić” zbiór m ający i długość i szero­
kość i w ysokość?

Okazuje się jednak, że odpow iedź i na to pytanie jest pozytywna. 
Można też poprowadzić lin ię krzywą, aby w yp ełn iła  ona cały trójw y­
m iarow y sześcian 4.

Zauważm y, że krzyw e w ypełn iające jakiś obszar (płaski w zględnie  
przestrzenny) noszą nazw ę krzyw ych Peany. P ierw szy  bow iem  przy­
kład krzyw ej ciągłej w ypełn iającej cały obszar płaski podał Peano  
w  r. 1890 ’. W idzim y w ięc, że tego rodzaju przykłady są znane w  m a­
tem atyce już n iem al 80 lat. K iedy m atem atycy zapoznali się z tym  
pierw szym  przykładem  Peany, w yw ołało  to duże zainteresow anie od­
kryciem  i pociągnęło za sobą w ielk ą  ilość prac pośw ięconych tej pro­
blem atyce. N ajw yb itn iejsi m atem atycy pracow ali nad tym  zagadnie­
niem . W ypada tu w ym ien ić takie nazw iska jak Hahn, H ilbert, Moore, 
Polya. Z m atem atyków  polskich pisał o tej problem atyce prof. W. 
Sierpiński.

Jako trzeci przykład rozw ażm y zbiór będący w spólnym  brzegiem  
trzech płaskich obszarów.

N ajpierw  zw róćm y uw agę na to, że zupełnie prostą i jasną sprawą  
jest istn ien ie zbiorów, będących w spólnym  brzegiem  dw u obszarów  
płaskich. Np. okrąg koła jest w spólnym  brzegiem  w nętrza koła i jego  
zew nętrza, podobnie elipsa jest w spólnym  brzegiem  dwu płaskich obsza­
rów, m ianow icie w nętrza elipsy  i jej zew nętrza. P rzykładów  tego ro­
dzaju jest dużo i ich istn ien ie  nie jest żadnym  problem em  dla intuicji. 
Sądzim y, że tak pow inno być z reguły. Toteż k iedy zapytam y, czy 
istn ieją  takie zbiory p łaskie, aby każdy ich punkt był w spólnym  brze­
giem  trzech obszarów, w ów czas intucja (podobnie jak w  przypadkach  
poprzednich) w ydaje się m ów ić nam  raczej nie. Jednakże w nikliw sze  
badania w ykazują, że jest to  m ożliw e.

Zarys konstrukcji om aw ianego obecnie zbioru w ygląda następująco. 
B ierzem y na p łaszczyźnie koło K. U suw am y z n iego następnie w n ę­
trza dw u m niejszych kół położonych w  w nętrzu koła K. Załóżmy, że 
odległość dow olnego punktu zbioru pow stałego z w yjściow ego  koła К 
przez usunięcie dw u w spom nianych kół, od każdego z usuniętych kół

4 Zob. np. A. L elek, Zbiory, W arszawa 1966, 108— 109.
5 G. Peano, Sur une courbe, qui rem plit toute une aire plane, 

M athem atische A nnalen  36 (1890), 157—160.



oraz od zew nętrza kola K, nie przekracza liczby 1. O znaczm y ten  zbiór 
przez K 1# Ponum erujm y w nętrza usuniętych kół i uw ażajm y je za 
obszary num er 1 oraz 2. Z ew nętrze koła К nazw ijm y obszarem  num er 
3. (Rys. 1) Poprow adźm y następnie z każdego z usuniętych dwu kół

oraz z zew nętrza koła К (czyli z  trzech obszarów 1, 2, 3) param i roz­
łączne „kanały” tak, aby odległość każdego punktu zbioru pow stałego  
z K i przez usunięcie w nętrz poprow adzonych kanałów  (oznaczm y go 
przez K2) od dow olnego z trzech pow iększonych w  opisany w yżej sposób 
obszarów  1, 2, 3 była n iew iększa niż 1/2. (Rys. 2) I postępujm y tak dalej 
do nieskończoności. Zatem  zbiór K n pow staje ze zbioru K n-j przez takie  
poprow adzenie param i rozłącznych kanałów  z trzech rozpatryw anych  
obszarów, aby odległość każdego punktu zbioru K n od w szystk ich  trzech  
obszarów jednocześnie nie przekraczała liczby l/n .

Bierzem y następnie część w spólną, czyli iloczyn  m nogościow y, skon­
struow anych zbiorów  K n, tj. zbiór К  =  K n. Z konstrukcji jest jasne, 
że zbiór K n posiada żądaną paradoksalną w łasność. K ażdy jego punkt 
je s t w spólnym  brzegiem  trzech p łaskich obszarów.

D la inform acji dodajm y, że stosując analogiczną konstrukcję, można  
podobnie łatw o zbudow ać zbiór będący w spólnym  brzegiem  n płaskich  
obszarów, dla n =  4, 5, 6, ... Sytuacja paradoksalna pojaw ia się już przy  
liczb ie  3. Dla liczb w iększych  spraw a jest zupełn ie podobna i nic is to ­
tn ie now ego tutaj n ie pojaw ia się.

Przejdziem y teraz do następnego przykładu do tzw . paradoksalnego  
rozkładu kuli. Chodzi tu o zagadnienie następujące. N iech  dana będzie 
kula trójw ym iarow a Q. S. Banach i A. Tarski udow odnili w  r. 1924, że
daną ku lę Q m ożna podzielić na 5 części w  taki sposób, iż składając
odpow iednio te  części otrzym a się dw ie pełne ku le tej sam ej w ielkości,
co kula w yjściow a Q 6. N ie trzeba nikogo przekonyw ać, że w ynik

6 Zob. S. B anach et A. Tarski, Sur la decom position des ensem bles 
de points en parties respectivem ent congruentes, Fund. Math.  6 (1924), 
244— 277. Ś ciś le  biorąc Banach i Tarski w ykazali istn ien ie w spom nia­
nego rozkładu kuli przy podziale jej na w iększą liczbę części. Liczba
5 jest osiągniętym  tu m inim um  przez późniejszych badaczy tego za­
gadnienia.



Banacha i Tarskiego jest w ysoce paradoksalny. S tanow i on, jak gdyby, 
w yzw anie dla „zdrow o-rozsądkow ej” naszej in tu icji geom etrycznej.

W spom nijm y o jeszcze jednym  paradoksalnym  fakcie geom etrycz­
nym. Jest rzeczą zrozum iałą i jasną, że luk k rzyw olin iow y posiada tylko  
długość. Jeśli k toś chciałby m ów ić o jego polu, to trzeba by pow ie­
dzieć, że jest ono rów ne zeru. O kazuje się jednak, że m ożna podać 
konstrukcję łuku, który posiadałby pole dodatnie, a w ięc w iększe od 
zera .7 Istn ieje  w ięc  łuk o dodatnim  polu. K onstrukcja w spom nianego  
łuku jest dość prosta. N ie będziem y jednak tutaj jej podaw ać ze w zglę­
du na charakter tego artykułu. W ystarczy nam  sam a w iadom ość o m a­
jącym  m iejsce paradoksalnym  fakcie geom etrycznym .

Zw róćm y obecnie uw agę na jeszcze jeden bardzo elem entarny pa­
radoks zw iązany ze zbioram i przeliczalnym i. Został on podany przez 
prof. W. Sierpińskiego.

Z ałóżm y m ianow icie, że co roku staw ia się  10 now ych problem ów  
naukow ych. P rzypuśćm y dalej, że w  każdym  roku rozw iązuje się tylko  
jeden z postaw ionych  do danej ch w ili problem ów. Otóż okazuje się, 
że m imo iż liczba nierozw iązanych zagadnień będzie sta le  w zrastać, to  
jednak każde zagadnienie zostanie w  sw oim  czasie rozw iązane, o ile  
tylko założym y, że ludzkość będzie istn ieć n ieskończen ie długo. Ten pa­
radoks posiada następu jące uzasadnienie.

Jest rzeczą jasną, że liczba problem ów  nierozw iązanych będzie sta le  
w zrastać. P oniew aż, zgodnie z założeniem , w  każdym  roku staw ia się  
10 problem ów , zaś rozw iązuje się jeden ze w szystk ich  do danej chw ili 
postaw ionych, to po n latach liczba n ierozw iązanych problem ów  będzie 
w ynosić: 10η — n =  9n. Jeżeli jednak ponum erujem y staw iane pro­
blem y i w  każdym  roku będziem y rozw iązyw ać zagadnienie o n aj­
m niejszym  num erze, w ów czas n -ty  problem  zostanie rozw iązany po 
n latach. P rzeto w  sw oim  czasie każdy problem  zostanie rozw iązan y .8

N ależy zaznaczyć, że podane tu przykładow o paradoksy n ie w y­
czerpują w  najm niejszej m ierze lis ty  istn iejących  paradoksów  w  m a­
tem atyce. W w ielu  działach w spółczesnej m atem atyki znam y ich w iele . 
N ajliczn iejsze bodajże są w  teorii m nogości i  topologii. Przedstaw ian ie  
ich tutaj zajęłoby zbyt w ie le  m iejsca. Nadto n ie  każda sytuacja pa­
radoksalna daje się ła tw o przedstaw ić w  sposób elem entarny bez ter­
m inologii fachow ej. Toteż poprzestajem y na w ym ien ionych  sześciu  
zbiorach o w łasnościach  paradoksalnych i przechodzim y obecnie do

7 Zob. np. W. Sierpiński, W stęp do teorii m nogości i topologii, W ar­
szaw a 1965, 111— 113.

8 Zob. W. S ierpiński, O stu prostych ale trudnych zagadnieniach  
arytm etyki, W arszaw a 1959, 33.



bliższego ich zbadania pod interesującym  nas punktem  w idzen ia  m eto- 
dologiczno-fflozoficznym . Chcem y bow iem  w  ten sposób uzyskać pew ne  
konkretne w nioski.

3. Paradoks a intuicja

Z apytajm y teraz, jak ie  uw agi nasuw ają się na tem at roli in tu icji 
w  poznaniu, w  św ietle  przedstaw ionych w yżej paradoksów . Jaką można 
jej przypisać funkcję i znaczenie w  poznaniu?

O gólnie biorąc pow iem y, że  om ów ione paradoksy w skazują na to, 
iż intuicja jest zawodna. N ie m ożna polegać w  p ełn i na jej sugestiach. 
W przypadku bow iem  paradoksu p ierw szego z podanych w yżej, in tu ­
icja jest skłonna podsuw ać m yśl, że zbioru spójnego n ie m ożna przez 
usunięcie jednego ty lko punktu „rozsypać” na poszczególne oddzielne  
punkty, w  przypadku drugiego paradoksu — że coś jednow ym iarow ego  
n ie  m oże w ypełn ić  sobą obszaru trójw ym iarow ego, w  przypadku trze­
ciego — że n ie istn ieje  taki zbiór, którego każdy punkt byłby w spól­
nym  brzegiem  trzech obszarów  jednocześnie, w  przypadku czw artego — 
że z kuli n ie m ożna otrzym ać dwu kul tej sam ej w ielkości co kula  
w yjściow a, w  przypadku piątego — że łuk nie m oże m ieć pola do­
datniego (w ów czas bow iem  przestałby być lukiem , stałby się czym ś 
co posiada pow ierzchnię), w  przypadku ostatniego — że gdy staw ia  
się  w ięcej zagadnień, niż rozw iązuje, to będą istn ia ły  problem y, które 
nigdy n ie  doczekają się rozw iązania. W idzieliśm y jednakże, że su gestie  
te  okazały się błędne. To zm usza nas do ostrożności przy kierow aniu  
się  intu icją i poleganiu na jej inspirujących funkcjach. Intuicja w inna  
przeto być kontrolow ana i kształcona.

Można w ięc i należy kontrolow ać intu icję oraz ją kształcić. M ów ie­
n ie  o kształceniu  in tu icji i postu low anie tego posiada w ięc sens. Intu­
icja jest w praw dzie cennym  narzędziem  heurystycznym , n ie  m oże je ­
dnak być uw ażana za jeden ze sposobów  dow odzenia tw ierdzeń. Im  
bardziej in tu icja  zostanie w yszkolona (w  danej dziedzin ie w iedzy) 
na bazie fak tów  w  oparciu o pracę rozumu, tym  lepsze m oże nam  od­
dać usługi. W ydaje się, że uśw iadom ienie sobie dokładne tego stanu  
rzeczy jest w ażne. R zutuje to na w ie le  rozważań dotyczących pro­
b lem atyk i ogólno-filozoficznej. Z asygnalizujm y w yłan iające się  tu pro­
blem y zw iązane z intu icją, jak np. problem  jej różnych rodzajów  oraz 
ich k lasyfikacji, czy też zagadnienie spraw dzianu dla bezbłędnego  
ujm ow ania intuicyjnego rzeczyw istości itp. D ojście do om aw ianej pro­
blem atyki w  stopniu znacznym  m a m iejsce dzięki zaistn ien iu  w  nauce  
zjaw isk typu paradoksalnego.

Jeśli przyjrzelibyśm y się nieco dokładniej przedstaw ionym  w yżej 
paradoksom , to zauw ażylibyśm y, że pojaw iły  się one na skutek braku



precyzji w  in tu icyjnym  ujęciu problem u. Intuicja n ie potrafiła  przed­
staw ić nam  w  sposób ścisły  i precyzyjny treści takich pojęć jak zbiór 
spójny, łuk prosty, obszar trójw ym iarow y, „istota” nieskończoności 
przeliczalnej itd., n ie potrafiła  — m ów iąc nieco dokładniej — stanow ić  
w ystarczającej podstaw y, na której bazując um ysł m ógłby sform uło­
w ać adekw atne defin icje w spom nianych pojęć. P aradoksy pojaw iały  
się zaw sze w tedy, gdy (jak to się później okazało) dość „grube” in tu icje  
były  konfrontow ane z uściślen iam i pojęciow ym i. W ydaje się, że to  
w  w ystarczający sposób w skazuje, iż n ie m ożna poprzestawać 
na sugestiach  in tu icyjnych  przy precyzacji pojęć. O dnośnie para­
doksu np. krzyw ej ciągłej w ypełn iającej obszar, zauw ażm y iż odkry­
c ie  dokonane przez G. Peano zachw iało dziew iętnastow iecznym i in tu ­
icjam i odnoszącym i się do pojęcia krzyw ej. Zarazem  przyczyniło się to  
do lepszego w yprecyzow ania  pojęcia krzyw ej. Paradoks P eany w ykazał, 
że n ie  m ożna defin iow ać krzyw ej jako zbioru punktów , będącego c ią­
głym  obrazem odcinka geom etryczn ego9. N ależy zatem  pojęcia, dane 
nam  najpierw  w  akcie pierw otnej intu icji, precyzow ać. Ta uwaga to 
także jeden z doniosłych  w niosków , p łynących  z pojaw iania  się para­
doksów. Nie m ożna poprzestaw ać na in tu icyjnym  ujm ow aniu pojęć. 
Pojęcia należy precyzow ać i to coraz subtelniej. U zysk uje się w ów czas 
istotny  postęp w  nauce ,0.

S treszczając pow iem y w ięc, że intuicja stanow i jak gdyby w ew nętrz­
ny bodziec zachęcający do podejm ow ania rozw ażań naukow ych w  p ew ­
nym  kierunku, a także w ytycza  p ierw sze granice badaniu naukowem u. 
Jednakże jest ona zawodna. D latego w inna być kontrolow ana i k szta ł­
cona przy pom ocy pracy um ysłu.

4. Paradoks a rzeczyw istość

Z astanów m y się obecnie nad pytaniem , czy i jakie istn ieją  relacje  
zachodzące m iędzy paradoksem  a naszym  poznaw aniem  rzeczyw istości. 
Przyjm ując za punkt w yjśc ia  zaznaczony w e w stęp ie  fak t „niepokoju” 
in telektualnego pow odow anego przez pojaw ian ie się paradoksów , który

9 Zob. np. A. L elek, O funkcjach P eany, Prace M atem atyczn e  7 
(1962), 127.

10 Na pokrew ny tem at roli, jaką pełni in tu icja  geom etryczna w e  
w spółczesnej m atem atyce por. c iekaw e uw agi H. Freudenthala w  jego  
artykule pt. „The role of geom etrical intu ition  in m odern m athem a­
tics”, ICSTJ R e v ie w  o{ W orld  Science  6 (1964), 206—209. A rtykuł w spom ­
niany kończy się znam iennym  zdaniem : „Intuicje bez pojęć są puste, 
pojęcia bez in tu icji są ślepe”. Jest ono, jak dobrze w iadom o, parafrazą  
znanego pow iedzenia Kanta.



tym  sam ym  stanow i bodziec do in tensyw n iejszych  badań naukow ych, 
m ożem y spodziew ać się pozytyw nego w p ływ u  paradoksu na bardziej 
adekw atne poznaw anie rzeczyw istości. Zaznaczm y w yraźn ie, że w y ­
raz „rzeczyw istość” rozum iem y tu m ożliw ie szeroko, a  w ięc  oznacza  
on każdy przedm iot badań naukow ych. W szczególności m ożem y m ó­
w ić o rzeczyw istości m atem atycznej, tj. o tym  co jest przedm iotem  
badań m a tem a ty k i11. To w łaśn ie  znaczenie term inu „rzeczyw istość” 
m am y g łów nie na m yśli, k iedy  rozw ażam y problem atykę paradoksów  
w spółczesnej m atem atyki. Jednakże w niosk i w ażne będą ogólnie, n ie  
tylko w  odniesien iu  do w yróżnionego zakresu rzeczyw istości m atem a­
tycznej, Ma to m iejsce  z tej racji, że w niosk i będą posiadały  chara­
kter „w ezw ania do ostrożności”.

Przyglądając się po k o lei om ów ionym  paradoksom , w idzim y bez 
trudu, że p ierw szy z nich pozw ala lep iej ująć treść pojęcia spójności. 
Jeśli chcielibyśm y utrzym ać nasze p ierw otne intu icje, zw iązane ze  
spójnością, to m ożna by  w  tym  paradoksie w idzieć odpow iedź na py­
tanie, czy topologiczne pojęcie spójności odpow iada adekw atn ie w spom ­
nianym  intuicjom . Jeżeli natom iast przyjęlibyśm y za n iepodw ażalną  
defin icję spójności, w ów czas trzeba by pow iedzieć, że in tu icja  n ie  
harm onizuje z nią całkow icie. P ow staje w  ten  sposób g łębszy problem  
„natury” spójności. Przez zarysow aną tu kontrow ersję m iędzy im pli­
kacjam i p łynącym i z defin icji spójności oraz sugestiam i in tu icji uzy­
skujem y głębszy, lepszy, ściślejszy  w gląd w  m eritum  zagadnienia.

Ppdobnie, biorąc drugi z om ów ionych paradoksów , uzyskujem y dzięki 
niem u bardziej dokładne w n ikn ięcie  w  istotę zw iązku zachodzącego  
m iędzy tw oram i jedno- i trójw ym iarow ym i (czy też ogólnie: w ie low y­
m iarowym i). Okazuje się, że sam a różność w ym iarów  nie jest tu isto ­
tna. Podobnie n ie jest istotna sam a liczba elem entów  składow ych. 
I w  jednym  i w  drugim  w ypadku jest ich n iep rzeliczaln ie w ie le  (do­
kładniej: continnum ). N ajistotn iejsze w ydaje się tu być uporządkow a­
n ie elem entów . P rzeto pojęcie porządku byłoby jednym  z podstaw o­
w ych  pojęć m atem atyczn ych .12

11 W pow yższym  zdaniu n ie  w ypow iadam y się w ca le  na tem at przed­
m iotow ego charakteru określenia m atem atyki i niczego w  nim  nie  
przesądzam y. Jest ono tylko w ygodnym  skrótem  dla prostszego w yp o­
w iadania się.

12 C iekawa w ydaje się być analogia z m yślą L eibniza, który w  prze­
strzeni w idział „form ę m nogości”. Por. W. T atarkiew icz, H istoria filo ­
zofii, t. II, W arszawa 1968, 88. Ten fakt w skazyw ałby zarazem  na 
genialną in tu icję L eibniza, która uzyskała potw ierdzen ie dopiero 
pod koniec X IX  w ieku.



Trzeci paradoks, który m ów i o istn ien iu  zbioru, będącego w sp ó l­
nym  brzegiem  trzech płaskich  obszarów, posiada w yraźn ie „kształcący” 
charakter dla in tu icji. W skazuje na m ożliw ość jej „szlifow ania”, „w y- 
subteln ian ia”. Tę sam ą uw agę należy, oczyw iście, odnieść i do pozo­
sta łych  paradoksów  om ów ionych w  tym  artykule. Jeśli idzie o sam  
trzeci paradoks, to pom ijam y inne in teresu jące w nioski, które on na­
suw a, ale które posiadają charakter m atem atyczny i z tej racji n ie  b ę­
dziem y się  nim i zajm ować.

C zw arty z przedstaw ionych w yżej paradoksów  w art jest dokład­
niejszego om ów ienia. M oże bow iem  budzić w ie le  zastrzeżeń i n iepo­
rozum ień.

A  w ięc zauw ażm y najpierw , że Banach i Tarski udow odnili jedynie  
istn ien ie  w spom nianego paradoksalnego rozkładu kuli. N ie  podali na­
tom iast efek tyw nego  sposobu jego przeprow adzenia. M am y zatem  tylko  
tzw . czysty  dow ód istn ien ia  w spom nianego paradoksalnego rozkładu  
kuli. Ten problem  w iąże się ściśle  z zagadnieniem  istn ien ia  w  m ate­
m atyce, z zagadnieniem  dowodu w  m atem atyce oraz z pokrew nym i za­
gadnieniam i z podstaw  m atem atyki. Pom ijam y jednak te  c iekaw e pro­
b lem y z racji charakteru tej pracy, która n ie idzie po lin ii ani sam ej 
m atem atyki, ani jej podstaw .

I teraz m ożem y w nioskow ać dalej. Przypuśćm y w ięc, że udałoby się 
kom uś w ykazać, iż pełna kula w  naszej przestrzeni fizycznej podlega  
tw ierdzeniu  B anacha— Tarskiego. Znaczyłoby to, konsekw entnie, że 
nasza przestrzeń jest trójw ym iarow a (w  takim  sensie, w  jakim  -kula 
geom etryczna jest trójw ym iarow a — chodzi o to, że n ie  przesądzam y, 
czy zaw arta jest ona w  przestrzeni o w yższym  w ym iarze). Gdyby na­
tom iast ktoś w ykazał, że kuli w  naszej przestrzeni fizycznej n ie można  
rozłożyć na dw ie k u le w e  w spom niany sposób, to to znaczyłoby, iż 
kula w  naszej przestrzeni fizycznej n ie jest trójw ym iarow ą kulą w  zna­
czeniu geom etrycznym .

W iem y dobrze, iż fizyka w spółczesna sugeruje, że ciała m aterialne  
są raczej „pustką”, an iżeli czym ś „pełnym ”, „trójw ym iarow ym ”. Mają 
to być bow iem  „m ałe” m asy cząstek elem entarnych um ieszczone w  „du­
żych” odległościach od sieb ie w  „pustej” przestrzeni. N ie są one w ięc  
(tak się przynajm niej w ydaje) trójw ym iarow ym i obszaram i w  znacze­
niu geom etrycznym . Toteż nie n ależy oczekiw ać, iż paradoks Banacha— 
Tarskiego pozw oli nam  k iedyś z jednej kulki złota otrzym ać dw ie kulki 
złote tej sam ej w ielkości. P rzeciw nie, w iedząc jaka jest „natura” kuli 
geom etrycznej oraz kuli m aterialnej (pow iedzm y: złotej), należy w n io­
skow ać, że nie jest to w  ogóle m ożliw e.

Z w róćm y uw agę tutaj na to, że om aw iany paradoksalny rozkład  
kuli jest w niosk iem  w yprow adzonym  przy użyciu tzw. pew nika w y ­



boru. P. J. Cohen udow odnił przed pięciu  la ty  n iezależność pew nika  
w yboru od pozostałych pew ników  teorii m n o g o śc i13.

Paradoks p iąty staw ia  przed nam i problem  adekw atnego ujęcia zna­
czenia term inu łuk. W skazuje on, podobnie jak paradoks p ierw szy  
w  odniesien iu  do pojęcia spójności, na pow stałą m ożliw ość precyzji 
w pojęciow ym  ujęciu term inu łuk. Przez pow stałą, dzięki paradoksow i, 
kontrow ersję m iędzy im plikacjam i płynącym i z d efin icji łuku oraz 
ujęciem  in tu icyjnym  uzyskujem y lepszy w gląd w  treść om aw ianego  
pojęcia oraz m ożność w ysub teln ien ia  naszej in tu icji geom etrycznej.

O statni z om ów ionych paradoksów  w skazuje na odm ienność „na­
tu ry” n ieskończoności w  porów naniu do skończoności. M ówi nam  także 
o braku analogii (pod om aw ianym  w  paradoksie w zględem ) m iędzy  
nieskończonością a skończonością.

5. W nioski

D okonajm y teraz krótkiego podsum ow ania przeprow adzonych roz­
w ażań. Jak w id zieliśm y dw ie g łów n e spraw y zjaw iają się tutaj. P ierw ­
sza z nich dotyczy zw iązku zachodzącego m iędzy in tu icją  a poznaniem  
dyskursyw nym , druga zaś to problem  adekw atnego poznaw ania rzeczy­
w istości. Z pow yższego w idać, że pojaw ianie się paradoksów  stanow i 
doskonały punkt w yjścia  do cennych spostrzeżeń odnoszących się do 
om aw ianych  zagadnień.

Rozpatrując zw iązek m iędzy poznaniem  dyskursyw nym  a intuicją  
m ożna dojść do sform ułow ania następującego w niosku: Intuicja to cen ­
n e narzędzie heurystyczne. N ie m oże jednak ona rościć pretensji, by  
stan ow ić m etodę dowodu jak iejkolw iek  tezy. D ow odzić m u sim y drogą 
dyskursyw ną. Intuicja nadto m oże i pow inna być kształcona. Dobrze 
w ykształcona, subtelna in tu icja  jest bardzo pożądaną w łasnością w  pra­
cy  naukow ej. W ytycza ona bow iem  w ów czas w łaściw ą drogę postępo­
w ania. Pozw ala tym  sam ym  iść w e w łaściw ym  kierunku, n ie  błąkać się  
po m anow cach m yśli. Intuicja n iew ykształcona w arunku tego n ie  po­
trafi spełnić. K ształcenie in tu icji, ogólnie m ów iąc, przebiega w  spo­
só b  k lasyczny dzięki pojaw ianiu  się  sytuacji paradoksalnych.

D alszy w niosek, jaki tu się nasuw a, odnosi się do precyzji pojęć. 
D zięk i pojaw ianiu  się paradoksów  otw iera się przed nam i droga dojścia 
do coraz bardziej adekw atnego ujęcia defin icyjnego pojęć pierw otnie  
danych nam  tylko intuicyjn ie.

13 P. J. Cohen, T he independence of the continuum  hypothesis, 
Proceedings of the National A cad em y  of Sciences of the USA,  50 (1963), 
3143— 1148, 51(1964), 105— 110. Por. także J. M ikusiński, O tw ierdzeniu  
Z orna, Wiadomości M a tem a tyczn e  9(1967), 227—228.



D wa te podstaw ow e w niosk i prowadzą, z kolei, do dalszych. N aj­
p ierw  w ięc m ożem y w idzieć tutaj w ezw anie do ostrożności. I to w  zna­
czeniu jak najbardziej ogólnym . N ależy strzec się przed złudną „oczy­
w istośc ią”, która po w n ik liw szym  zbadaniu w ca le  nie w ydaje się tak  
bardzo „oczyw ista”. Sądzim y, że przedstaw ione pow yżej paradoksy  
uspraw iedliw iają  w  pełni ten  w niosek. Np. ostatn i z paradoksów  w  tej 
pracy zreferow anych  zaleca ostrożność przy posługiw aniu  się analogią, 
kiedy przechodzim y od w ielkości skończonych do nieskończonych. N ie  
w qlno jest tej analogii suponow ać, należy jej dow ieść, by móc logicz­
n ie  popraw nie nią się posługiw ać.

W ydaje się, że w arto jest m ocno podkreślić ostatn i w niosek , będący  
zachętą do ostrożności. N igdy ostrożności n ie  jest za w iele. Ładnym  
przykładem  m oże tu służyć rozw ażanie J. R. Searle o strukturze w y ­
pow iedzi typu: (a) „Tulius =  T ulius” i (b) „Tulius =  Cicero”. Zgodnie 
z obiegow ym  przekonaniem  w ypow iedź typu (a) w ydaje się być ana­
lityczna. B ędzie ona praw dziw a przy każdym  podstaw ieniu  sym boli 
w  m iejsce w yrazu „T ulius”. N atom iast w ypow iedź typu (b) różni się  
isto tn ie  od w ypow iedzi typu (a). Otóż okazuje się, że tak nie jest. 
Obie w ypow iedzi są analityczne. Ich praw dziw ość w ynika z p rzyję­
tych reguł językow ych  14.

A drugi w niosek , to stw ierdzen ie zachodzenia d ia lektycznego zw iązku  
m iędzy intuicją a poznaniem  intelektualnym . Praktyka naukow a w sk a­
zuje, że rozwój w iedzy  ludzkiej następuje przez w zajem ne ścieranie  
się in tu icji oraz ujęć in telektualnych . I jeden i drugi czynnik jest 
potrzebny. K ażdy na sw oim  m iejscu. Przez styk  zarów no in tu icji, jak  
i um ysłu z rzeczyw istością  i przez zachodzący m iędzy n im i d ialektyczny  
zw iązek m ożem y docierać do coraz lepszego, pełn iejszego, bardziej 
adekw atnego poznaw ania rzeczyw istości. Ona jest i przedm iotem  badań 
naukow ych i ostateczną instancją rozstrzygającą o praw dziw ości na­
szego poznania.

N acza ln y j kurs fi łosofii ,  Izdanie w toroje dorabotannoje, Izdatelstw o  
„M ysi”, M oskw a 1968.

Praca pt. „N aczalnyj kurs fiło so fii” stanow i uzupełnione w ydanie  
„E lem entarnego kursu filozo fii” m arksistow sko-len in ow sk iej. W pod­
tytu le  zaznaczono, że podręcznik jest przeznaczony dla słuchaczy pod­
staw  m arksizm u i leninizm u. Jest to praca zbiorow a, napisana przez 
czterech filozofów  radzieckich. Składa się z przedm ow y, 13 rozdzia­
łów  i zakończenia. Przedm ow ę i zakończenie oraz rozdziały I, II, V,

14 J. R. Searle, Im iona w łasne, w: Logika i język, W arszawa 1967,. 
523— 525.


