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1. Wprowadzenie

Wiedza bywa porzadkowana na rdzne sposoby. A takze
w rozmaitych znaczeniach. Np. mozna porzadkowaé pewne
wycinki wiedzy, mozna to czyni¢ z calymi kompleksami nauk
itd. Mozna rowniez porzadkowaé¢ wiedze wediug takiej czy
innej zasady, np. wedlug schematu ewolucjonistycznego. Wy-
daje sie, ze za jeden ze sposobow porzadkowania wiedzy, i to
spos6b interesujacy, nalezy uzna¢ przyjecie za podstawe we
wspomnianych zabiegach pojecia dwoisto$ci. Pojecie to juz
dawno wprawdzie zanotowala historia nauki. Nie mozna jed~
nak powiedzie¢, by sie ono zestarzalo i stalo nieaktualne.
Przeciwnie, dzisiaj przezywa ono swoéj pelny rozkwit.

Pojecie dwoistosci moze stanowi¢ jednak nie tylko podstawe
systematyzacji wiedzy, moze ono takze bardzo dobrze pelni¢
funkcje heurystyczng. Pozwala ono bowiem doszukiwaé sie
dwoistoSci w operacjach dokonywanych w nauce, w wyraze-
niach wystepujacych w nauce, a nawet w calych teoriach
naukowych. Historia nauki zna réznego rodzaju ,dopatrywa-
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nia sie” dwoistoéci. Dostarcza jednoczesnie licznych argumen-
tow za celowoscig takiego postepowania oraz za jego naukowa
plodnoscig. Wymienione wyzej racje przemawiaja za podje-
ciem problematyki zwigzanej z dwoisto$ciag w nauce.

Celem tego artykulu jest przedstawienie bogactwa proble-
matyki zwigzanej z pojeciem dwoistosci w naukach formal-
nych. Stuzy¢ to bedzie nastepnie do rozpatrywaniu analo-
gicznej problematyki w naukach realnych, w szczegélnosci
w fizyce, oraz w filozofii.

Obecna, pierwsza czes¢ artykulu, ogranicza sie¢ do przed-
stawienia réznych poje¢ dwoistosci wystepujacych w logice.
W charakterze prostych zastosowan omoéwiona bedzie dwoi-
stos¢ w cybernatyce oraz w topologii ogélnej. Druga czesé
artykulu zajmie sie ex professo zagadnieniem dwoistosci
w matematyce.

2. Algebra Boole’a

Przypomnimy tutaj najpierw okreslenie algebry Boole’a
wraz z podaniem jej aksjomatyki. Nastepnie oméwimy poje-
cie dwoistosci w algebrze Boole’a. Wreszcie wskazemy na
proste zastosowanie przedstawionych poje¢ w cybernetyce.

2.1. Aksjomatyka algebry Boole’a

Zbior B, zlozony z elementdw x, y, z, ... oraz dwu wyroz-
nionych elementéw 0 oraz 1, lgcznie z trzema dzialaniami
okreslonymi i wykonalnymi w zbiorze B! a oznaczanymi

przez —, ., +, nazywa sie algebrg Boole’a, jezeli spelnione sg
nastepujgce aksjomaty:
1-+) 0+x=x (1) lex=x
2+) 1+x=1 (2°) 0.-x=20
(3-+) Xx+—x=1 39 X—x=20
1 Dzialanie — jest jednoargumentowe, dzialania + i . sa dwuar-

gumentowe.
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4+) X+tx=x (4) X*X =X
(BG+) x+ty=y+x 5) xy=y+x
(6+) x+(xy)=x 6) x+(x+y)=x
(7+) X+ (y+tzy)=x+y) tz

(1) X.(yrz)=(x-y)z

{8+) X+ (yz)=xt+ty(x+2

(8) X (ytz=xy +(x-2

Jest rzeczg zrozumiala, ze —, +, +, oznaczajg jakie§ ope-
racje na elementach zbioru B. Nie nalezy sadzié¢, ze s to dzia-
tania arytmetyczne, badZz algebraiczne. Sens wspomnianych
operacji okreflony jest przez wyzej podane aksjomaty. Mozna
podaé rozne modele, rézne interpretacje algebry Boole’a. Mo-
wimy mianowicie, ze zbidr zlozony z jakichs elementow ai, as,
ag, ... wraz z dwoma wyroznionymi elementami bq i by oraz trze-
ma konkretnymi operacjami, okreslonymi i wykonalnymi
w zbiorze Z, a oznaczanymi przez 0;, 0, 03, jest modelem
algebry Boole’a, jezeli po zastgpieniu elementéw x, y, z,-**
przez elementy ay, as, ag,***, elementow 0 i 1 przez by i by
oraz dzialan —, +, » przez operacje o0y, 0y, 03 aksjomaty alge-
bry Boole’a stajg si¢ wszystkie zdaniami prawdziwymi. Zna-
ne sg powszechnie nastepujgce interpretacje algebry Boole’a:
klasyczny rachunek zdan, algebra zbioréw, tzw. algebra sieci
przekaznikowych dwubiegunowych 2.

Prosty, lecz interesujacy, jest przypadek tzw. dwuelemen-
towej algebry Boole’a. Mamy z nig do czynienia wodweczas,

gdy zbior B sklada sie tylko z elementéw 0 oraz 1, zas ope-
racje —, -+, + sg okre§lone identycznie, jak funktory negacji,

2 Co do aksjomatyki algebry Boole’a por. A. Mostowski, Logika
matematyczna, Warszawa — Wrocltaw 1948, 103 oraz A. Grzegorczyk,
Zarys logiki matematycznej, Warszawa 1961, 186. O interpretacji ,.elek-
trycznej” zob. np. A. W. Mostowski, Algebry Boole’a i ich zastosowania,
Warszawa 1964, Wspoélczesnie algebra Roole’a jest dzialem matema-
tyki bardzo obszernym i waznym. Zob. np. R. Sikorski, Boolean Alge-
bras, Berlin — Goettingern — Heidelberg 1960.
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alternatywy i koniunkeji 3. Tutaj 0 jest odpowiednikiem zda-
nia falszywego, za§ 1 — zdania prawdziwego.

Homomorfizmem algebry Boole’a B; w algebre Boole’a
B, nazywamy kazde przeksztalcenie h zbioru B; w zbiér By,
ktore zachowuje operacje algebr B; i B,. Moéwimy, za§, ze
przeksztalcenie h zachowuje operacje, jezeli obraz w By
danej operacji dokonanej w Bj jest réwny wynikowi odpo-
wiadajgcej jej operacji w By, dokonanej na elementach przy-
porzagdkowanych elementom wyjsciowym przez przeksztal-
cenie h. Wzorem mozna to wyrazi¢ nastepujgco:

h [ol(x1,..., x;)] = o?[h(x1), ..., h(x;)]

gdzie 0! oraz o? oznaczaja odpowiednio operacje w algebrze
B; i algebrze By, za$ ,,i” méwi nam iluargumentowane sg po-
wyzsze operacje. Jasne jest, ze muszg one posiadaé¢ tyle samo
argumentow.

Jezeli odwzorowanie h jest odwzorowaniem B; na caly
zbiér Bj, to méwimy, ze h jest homomorfizmem B; na Bs.
Tego rodzaju homomorfizm przyjeto sie nazywa¢ takze epi-
morfizmem. Homomorfizm algebry Boole’a w siebie nazywa
sie endomorfizmem.

Jezeli odwzorowanie h, wystepujace w okresleniu homo-
morfizmu, jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym
miedzy wszystkimi elementami zbioru B; i wszystkimi ele-
mentami zbioru By, to mowimy, ze h jest izomorfizmem,
Jezeli h jest tylko odwzorowaniem réznowarto§ciowym mie-
dzy zbiorami B; i By, to zwiemy je monomorfizmem. Wida¢
stad, ze izomorfizm moze by¢ okreslony jako przeksztalcenie,
ktére jest zarazem epimorfizmem i monomorfizmem. Oczy-
wiscie, przy okresleniu izomorfizmu, jak i monomorfizmu,
zakladamy, ze odwzorowanie h jest homomorfizmem, a nie do-
wolnym przeksztalceniem spelniajgcym wlasnos¢ roznowar-
tosciowosci. Musi wiec mie¢ miejsce tzw. zachowanie operacji.
-

3 Zob. np. H. Rasiowa, Wstep do matematyki wspodiczesnej, War-
szawa 1968, 257.
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2.2. Dwoisto$¢ w algebrze Boole’a

Aksjomaty algebry Boole’a zostaly celowo podane w takiej
postaci, ktéra pozwoli latwo sformulowaé ,dwoistosé” alge-
bry. Co przez to sie rozumie? Otéz chodzi o rzecz nastepu-
jaca. Jezeli w aksjomatach algebry Boole’a zastgpilibysmy
symbole 0 oraz 1 i dzialania + oraz » wzajemnie przez siebie,
wowezas kazdy aksjomat oznaczony jakas liczba ze zna-
kiem + przeszediby na aksjomat oznaczony tg samg liczba
ze znakiem + i odwrotnie. Wynika wiec stad dalej, ze z kazdego
twierdzenia algebry Boole’a mozna automatycznie otrzymaé
drugie twierdzenie tej algebry (jak sie moéwi ,,dwoiste”
wzgledem pierwszego) zastepujac symbole 0 oraz 1 i ope-
racje + oraz + wzajemnie przez siebie. Opisany wlasnie przed
chwilg fakt nosi nazwe zasady dwoistosci w algebrze Boole’a.

Podamy teraz kilka przykiadéw stosowania zasady dwoi-
stosci. Dowodzi sie, ze w algebrze Boole’a zachodzg naste-
pujace twierdzenia:

—(xy)=—x+ —y, X=Xy +x—y
Dwoistymi do nich twierdzeniami beda wyrazenia:

—Extyy=—x'—y, x=x*ty- x+-—y:-
Zauwazmy, ze wzory umieszczone w pierwszej kolumnie sg
waznymi twierdzeniami algebry Boole’a noszacymi nazwe
wzoréw de Morgana‘. Ich odpowiedniki wystepujg takze
w logice, a wiec i w rachunku zdan i w rachunku kwanty-
fikatoréw.

Podobnie do wyrazenia

—Ey)=—E-y) (—x+—y)
wyrazenie dwoiste bedzie miato postaé
—x Y =—E+ty) +(—x—y)-

Przykladow tego rodzaju mozna podawaé duzo i to w spo-
s6b bardzo latwy. Zasada postepowania jest jasna.

Z powiedzianego widzimy, ze w algebrze Boole’a mozna
moéwi¢ o wyrazeniach dwoistych. Kazde tego rodzaju wyra-

4 Co do samej nazwy praw por. T. Kotarbinski, Wyktady z dziejow
logiki, £.0dz 1957, 103 i 67.

9 — Studia Phil. Christianae 5(1969)2
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zenie jest dwoiste wzgledem jemu odpowiadajgcemu. Krétko
moéwigc sg one dwoiste wzgledem siebie wzajemnie. Ale nie
tylko to wynika z zasady dwoistosci. Mozna takze moéwi¢
o operacjach dwoistnych wzgledem siebie. Konkretyzujac,
operacje + oraz - sg dwoiste wzgledem siebie. Operacja —
moze by¢ uwazana za dwoista wzgledem siebie samej. I jeszcze
jedno. Elementy 0 oraz 1 takze moga by¢ rozpatrywane jako
dwoiste wzgledem siebie. Reasumujgc powiemy, ze zasada
dwoisto$ci odnosnie do algebry Boole’a pozwala moéwié o ele-
mentach dwoistych, o eperacjach dwoistych i o wyrazeniach
dwoistych. Przeto wyraz ,,dwoisto$¢” nie jest wyrazem jed-
noznacznym.

Zauwazmy jeszcze rzecz nastepujacg. Mianowicie z defini-
cji homomorfizmu wynika, ze przeksztalca on wyrazenia, ope-
racje i elementy wzajemnie dwoiste na obiekty tego samego
rodzaju, pozostajgce nadal dwoistymi wzajemnie. W tym sen-
sie mozna moéwié, ze dwoisto$¢ jest niezmiennikiem homor-
fizmu.

Przejdzmy obecnie do prostszych zastosowan przedstawio-
nych wyzej poje¢ w cybernetyce.

2.3. Zastosowanie do cybernetyki

W cybernetyce mozna moéwié o dwu zasadach dwoistosci.
Pierwsza z nich odnosi sie do tzw. ukladéw pro-i retrospek-
tywnych. Druga — do informacji i zasilenia.

Rozwazmy najpierw pierwsza zasade dwoistosei. W tym
celu przypomnijmy pewne okres§lenia. Moéwimy, ze uklad
wzglednie odosobniony jest ukladem prospektywnym (kroétko:
uktadem PRO), jezeli kazda reakcja dowolnego wyjscia jest
wyznaczona przez wczesniejsze i terazniejsze bodZce wszyst-
kich wej$¢. Zwiemy to krétko determinizmem lokalnym. Moé-
wimy, ze uklad wzglednie odosobniony jest ukiladem retro-
spektywnym (krotko: ukladem RETRO), jezeli dowolny bo-

dziec na wejsciu jest wyznaczony przez teraZniejsze lub przy-
szle reakcje wszystkich wyjs¢. Zwiemy to krétko paradeter-
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minizmem lokalnym 5. Okazuje sie, ze teorie ukladow wzgled-
nie odoscbnionych prospektywnych i retrospektywnych mozna
zbudowa¢ w sposob dwoisty.

Dwoistos¢ wspomniang otrzymamy ustalajge nastepujgcg
odpowiedniosé:

wejscie — wyjscie, bodziec — reakeja, determinizm lokal-
ny — paradeterminizm lokalny.

Woéwecezas uklady PRO i RETRO bedg dwoiste wzgledem
siebie.

Formalny przeklad wyrazen z jednego ukladu w wyrazenia
drugiego ukiladu moze byé¢ wiec dokonywany przy pomocy
nastepujgcego ,,stownika”:

wyrazenia przekladane wynik przekladu

wejscie ; wyjscie

wyjscie wejscie

bodziec reakcja

reakcja bodziec

determinizm lokalny paradeterminizm lokalny
paradeterminizm lokalny determinizm lokalny
PRO RETRO

RETRO PRO

Przejdzmy obecnie do drugiej zasady dwoistosci. Jak juz
bylo wspomniane odnosi sie ona do informacji i zasilenia.
Wiadomo dobrze, ze uklady wzglednie odosobnione wystepu-
jace w realnych warunkach zawierajg dwa podstawowe ele-
menty, ktére zwiemy informacjg i zasileniem. Mozna wiec
konsekwentnie méwi¢ o wejsciach i wyjsciach informacyjnych
oraz o wejSciach i wyjsciach zasileniowych. Pozwala to odréz-
nia¢ dwa podstawowe rodzaje ukladéw: transformatory infor-
macji 1 transformatory zasilen. Transformatorem informacji
nazywamy uklad prospektywny posiadajacy co najmniej jedno

5 Zob. H, Greniewski i M. Kempisty, Cybernetyka z lotu ptaka,
Ksigzka i Wiedza, 1963, 21.
§ Tamze 24.



132 M. LUBANSKI [8]

zewnetrzne wejScie zasileniowe, co najmniej jedno wejscie
informacyjne i wyjécia zewnetrzne tylko informacyjne. Za$
transformator zasilen to taki uklad prospektywny, ktéry po-
siada co najmniej jedno wejscie zasileniowe zewmnetrzne, co
najmniej jedno wejscie informacyjne i wyjscia zewnetrzne
tylko zasileniowe 7. Jest rzecza widoczng, iz zastepujac wejscia
i wyjscia informacyjne wzajemnie przez wejscia i wyjscia za-
sileniowe, otrzymamy z transformatora informacji transfor-
mator zasilen i odwrotnie. Wystepuje tu wigec wspomniana
dwoistos¢ miedzy informacjg i zasileniem. Wida¢ wyraznie, ze
schemat ,dopatrywania sie” dwoistosci miedzy informacjg
i zasilaniem jest izomorficzny z oméwionym schematem dwoi-
stosci w algebrze Boole’a. To pozwala na formalne ujecie
dwoistosci.

Aby wskazaé na plodnos¢ naukowa zasady dwoistosci w cy-
bernetyce, przypomnijmy, ze jesli zbudowalibysSmy ogélng teo-
rie transportu, to teorig dwoistg bylaby do niej ogdlna teoria
igeznosci. Podobnie w stosunku do ogélnej teorii magazynu
dwoistg bylaby ogoélna teoria pamieci®. Mozna takze mowié
o wzajemnej dwoisto$ci miedzy tzw. obserwowaniem i reali-
zowaniem. Obserwowanie byloby tu odpowiednikiem infor-
macji, za§ realizowanie odpowiednikiem zasilenia. Ciekawe
jest, ze istniejg uklady dwoiste wzgledem siebie samych. Zwie-
my je samodwoistymi®. Tego typu uklady sg i filozoficznie
interesujgce.

3. Logika

Termin ,,Jogika” jest wieloznaczny. W tym artykule bedzie-
my wspomniany termin rozumie¢ jako rachunek logiczny obej-
mujagcy dwie podstawowe teorie: logike zdan (oczywiscie ma-
my na mysli logike dwuwartosciowg) i logike kwantyfikato-
réw.

7 Tamze 54.
8 Tamze, 60.
$ Tamze, 77.
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3.1. Dwoisto$¢ w logice zdan

Poniewaz rachunek zdan mozna uwazaé za interpretacje
algebry Boole’a, przeto pojecie dwoistosci z algebry daje sie
automatycznie przenies¢ do logiki zdan. Jest wiec sensowne
moéwienie o wyrazeniach dwoistych. A zasada dwoistosci umoz-
liwia otrzymywanie z danych tautologii, tautologii wzgledem
nich dwoistych. : ‘

Wygodng rzecza jest poslugiwanie sie w logice zdan naste-
pujacym prostym twierdzeniem o dwoistosci. Daje sie ono
sformultowaé nastepujaco:

Jezelil— w; > wy, to | wi->wi

Jezelil— w;=w,, to + wi=wg,
Tutaj wskaznik d u gory litery W oznacza wyrazenia dwoiste
do wyrazenia W, za§ — jest znakiem implikacji, za§ == zna-
kiem réwnowaznosci.

Powyzsze twierdzenie o dwoistosci pozwala np. z tautologii

pa—>p —(p+a=(—p'—q, p(@tr)=(p.qtp.1)

otrzymaé tautologie

p—~p+q —(p-q)=(—p+—q),
ptg-r=(p+aq-(+r).

Gdy idzie o dwoistosé funktoréw, to umawiamy sie nazy-
wa¢ funktor n-argumentowany f dwoistym wzgledem funktora
n-argumentowego g, jezeli tautologig jest nastepujgca réwno-
wazno$é:

f(a'lr az, ces ’ an) = _g(_aly —ag,***, '—an)'

Jak latwo sprawdzi¢, z funktoréw jednoargumentowych
dwoistym wzgledem samego siebie jest tylko funktor negacji.
Wsrod 16 funktoréw dwuargumentowych wystepuje 10 par
funktoréw dwoistych, w tym 4 pary funktoréw dwoistych
wzgledem siebie samych. Ze znanych dobrze funktoréw dwu-
argumentowych alternatywa jest dwoista wzgledem koniunk-
cji, jednoczesne zaprzeczenie Lukasiewicza jest dwoiste wzgle-
dem dyzjunkcji Sheffera.
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3.2. Dwoistos¢ w logice kwantyfikatorow

Powiemy, ze tautologie rachunku kwantyfikatoréw sg dwo-
iste, jezeli zamieniajac duzy kwantyfikator i funktor koniunk-
cji przez maly kwantyfikator i funktor alternatywy wzajem-
nie przez siebie, otrzymamy z jednej tautologii — druga.

Przykladami wspomnianego zabiegu ,,dwoisto$ci” moga
shluzyé prawa de Morgana dla logiki kwantyfikatorow oraz
tzw. tautologie dotyczace rozdzielnosci. Oto one:

P = [Lo0] = V- deo)
F [ Ye0] 2= A doo]
- Q[¢>(x> -q:oo] - L/(\ 4’00] . [{(\4‘0‘)]
- Yeompon =[] [

Bez trudu widaé, ze postepujgc w opisany sposéb z jednej
tautologii otrzymujemy drugg i odwrotnie.

Tautologie sa specjalnego rodzaju wyrazeniami sensow-
nymi logiki kwantyfikatorow. Zatem wolno jest méwi¢ o dwo-
istosci wyrazen rachunku kwantyfikatoréw. Nietrudno jest
zauwazy¢, ze dwoisto§¢ ma miejsce takze miedzy samymi
kwantyfikatorami, duzy i maty kwantyfikator sg wzgledem
siebie dwoiste. Nie budzi za$ najmniejszej watpliwosci powie-
dzenie, ze negacja jest dwoista wzgledem samej siebie, za$
alternatywa i koniunkcja sg dwoiste miedzy sobg.

Logika zdan moze by¢ uwazana za szczegbdlny przypadek
logiki kwantyfikatoréow. Stad to wszystko, co sie odnositlo do
pojecia dwoistosci w rachunku zdan bedzie stuszne i mutatis
mutandis dla rachunku kwantyfikatorow. W tym ostatnim jed-
nak rachunku logicznym mamy do czynienia z wystepowa-
niem tego rodzaju dwoistosci, o ktérej nie ma mowy w logice
zdah. Chodzi mianowicie o dwoisto$é wsrod tautologii zawie-
rajgcych kwantyfikatory. Ta ostatnia dwoisto$¢ jest niezbedna
przy bogatszych teoriach, np. w topologii ogdlnej, o czym
bedziemy moéwi¢ za chwile.
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3.3. Zastosowanie do topologii ogdlnej

W celu przedstawienia wspomnianege zastosowania przypo-
minamy najpierw definicje przestrzeni topologicznej.

Méwimy mianowicie, ze zbiér P jest przestrzenig topolo-
giczng, jezeli wyrézniona jest w nim klasa podzbioréw (zwa-
nych zbiorami otwartymi), ktéra spelnia nastepujgce trzy
warunki:

1° Zbiér pusty i cala przestrzen sa zbiorami otwartymi.

2° Cze$¢é wspdlna dwu (a wiec skonczonej liczby) zbioréw
otwartych jest zbiorem otwartym.

3°Suma dowolnie wielu zbioréw otwartych jest zbiorem
otwartym.

Przyjmuje sie nastepujace okreslenie: Zbior X, ktoérego
uzupelnienie do calej przestrzeni P jest zbiorem otwartym,
nazywamy zbiorem domknietym. Z tej definicji oraz z warun-
kéw 1°, 2°, 3° na podstawie praw de Morgana otrzymujemy
warunki postaci: '

1) Zbior pusty i cala przestrzen sa zbiorami domknietymi.

2) Suma dwu (a wiec skonczonej liczby) zbiorow domknie-
tych jest zbiorem domknigtym.

3) Cze$é wspdlna dowolnie wielu zbiorow domknietych jest
zbiorem domknietym.

Widzimy wiec, ze kazde twierdzenie otrzymane z warunkow
1°, 2°, 3° posiada swoj ,,dwoisty” odpowiednik w twierdzeniu,
otrzymanym na podstawie warunkow 1), 2), 3). Nerwem prze-
kladu sg tu prawa de Morgana. Formalnie biorge otrzymuje-
my z jednego typu twierdzenia twierdzenie dwoiste wzgledem
niego przez zastgpienie zbioréw otwartych i domknietych
wzajemnie przez siebie oraz operacji brania czesci wspélne]
i brania sumy takze wzajemhie przez siebie. Zwro6émy uwage,
ze odpowiednikiem tezy gloszacej, ze suma dowolnej ilosci
zbioréw otwartych jest zbiorem otwartym jest teza gloszaca,
ze czesé wspoOlna dowolnej ilosci zbioréw domknietych' jest
zbiorem domknigtym. Natomiast nie jest prawda, ze suma
dowolne]j liczby zbioréw domknietych jest zbiorem domknie-
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tym, ani Ze cze$¢ wspdlna dowolnej liczby zbioréw otwartych
jest zbiorem otwartym. Latwo mozna podaé przyklady takich
ukladéw zbioréw, aby suma nieskonczenie wielu zbiorow
domknietych nie byla zbiorem domknietym oraz czgs¢ wsp6l-
na nieskonczenie wielu zbioréw otwartych nie byla zbiorem
otwartym 10,

Omoéwiona wyzej sytuacja, zachodzagca w topologii ogolnej,
nosi wlasnie nazwe dwoistosci topologii. Mozna tutaj, podobnie
jak w poprzednio rozpatrywanych przypadkach, moéwi¢ za-
réwno o dwoistosci wyrazen, twierdzen, operacji, pojeé. Dwo-
istymi wiec bylyby pojecia zbioru domknietego i zbioru
otwartego, dwoistymi bylyby wiec operacje brania sumy zbio-
réw i brania czesci wspolnej, dwoistymi bylyby odpowiednio
warunki 1°, 2°, 3° w stosunku do warunkéow 1), 2), 3). Tu
mielibySmy do czynienia z dwoisto$cig tez.

Nalezy zaznaczyé, ze dwoistos¢ w topologii ogélnej nie ogra-
nicza sie do uwag wyzej podanych. Mozna méwi¢ o dwoistosci
przy klasyfikacji Borela. W tym wypadku bowiem istniejg
dwie postaci klasyfikacji borelowskiej, w oparciu o zbiory
otwarte i w oparciu o zbiory domkniete. Nie wchodzimy jed-
nak w to zagadnienie z racji czysto technicznych. Sygnalizujgc
je chcemy jedynie wskazaé na dalsze mozliwe tu stosowanie
zasady dwoistosci. Sgdzimy, ze zamieszczone w tym artykule
przyklady dostatecznie wyraznie wskazaly na sens i waznosé
pojecia dwoistosci.

4. Podsumowanie

Z przedstawionych uwag nasuwajg sie nastepujgce wnioski.
Po pierwsze widzimy, ze pojecie dwoistosci jest pojeciem
wieloznacznym. Mozna je odnosi¢ i do wyrazeh danej dzie-
dziny wiedzy i do operacji tam wykonywanych, jak i do pojeé
wzglednie przedmiotéw w niej wystepujacych. Oprocz tego

10 Zob. np. K. Kuratowski, Wstep do teorii mnogo$ci i topologii,
Warszawa 1962 oraz R. Engelking, Zarys topologii ogblnej, Warszawa
1968.
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rodzaju obiektéw dwoistych jest sensowne mowienie o zasadzie
dwoistosci, ktéra obowigzuje w danej dziedzinie wiedzy. Za-
sada dwoistosci jak gdyby laczy wymienione rodzaje obiek-
tow dwoistych w pewng harmonijng calo$é. To lgczenie daje
pewien kompleks wyrazen Sci§le ze sobg powigzanych.

Po drugie nalezy powiedzie¢, ze zasada dwoistosci jest nau-
kowo wartosciowa. Dzieki niej uzyskujemy ekonomie wy-
sitku. Mozemy bowiem z jednej grupy twierdzen otrzymywa¢c
niemal automatycznie drugg grupe twierdzen. Ale nie tylko
ekonomia usprawiedliwia waznosé zasady dwoistosci. Kieru-
jac sie tg zasadg jako tezg heurystyczng, wnikamy glebiej
w strukture danej teorii naukowej. Mozemy odkryé¢ ciekawe
fakty. A to jest bardzo wazne i z punktu widzenia czysto nau-
kowego, jak i metodologicznego oraz filozoficznego.

W naturalny sposdéb powstaje tutaj pytanie jaki jest zwig-
zek pojecia dwoistosci z pojeciem symetrii. To ostatnie jest
waznym pojeciem przyrodoznawstwa (i nie tylko przyrodo-
znawstwa). Ciekawe wydaje sie zbadanie blizsze tego proble-
mu. Syfgnalizujac to zagadnienie chcieliémy jeszcze w jeden
spos6b wskazaé na liczne powigzania problematyki dwoistosei
z naukowo waznymi pojeciami i teoriami oraz wypunktowa¢é
jej range i naukows i filozoficzng. .

Zur Dualititsproblematik der formalen Wissenschafien, I

Der Artikel beschaftigt sich mit dem Begriff der Dualitit in Boo-
le’schen Algebra und Logik und mit seiner Anwendungen in Kyber-
netik und Allgeméinen Topologie. Der zweite Teil des Artikels die
Dualitdt in Mathematik durcharbeiten wird.

Die Axiomen der Boole’schen Algebra man kann wie nachstehend
verzeichnen:

(1+) 0+x=x
(1) lex=Xx
2+) 1+x=1
2.) 0.x=10
(B+) X t—x=1

(3.) Xe—x=10
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4+) X+xX=X

(4.) XeX =X

(5+) x+y=y+x

5.) Xey =yeX

6+) X+ (Xey)=Xx

(6.) Xe(x+y)=x

(7+) x+t(ytz=x+ty +tz

(7.) Xe(yoz)=(X+y) oz

8+) X+t (yez)=xx+ty)elx+2)

(8.) Xe(y+2z)=x.y) +(x+2)
Hier — die einstellige und +, . die mehrstellige Operationen be-

deuten. Diese Operationen flir die Elemente x, y, z, « « « der Boo-
le’schen Algebra definiert sind. 0 und 1 die ausgezeichnete Elemente
der Algebra sind.

Wenn man in Axiomen der Boole’schen Algebra die Symbole 0 und
1 und die Operationen + und . verwechselt, dann jeder Axiom wel-
cher mit einer Zahl mit dem Zeichen + versehen ist, in den Axiom
mit dieser Zahl aber mit dem Zeichen . libergehen wird. Das bedeutet,
dass aus jedem Theorem auch ein Theorem entsteht, wenn man im
ersten die Symbole 0 und 1 und die Operationen + und « verwechselt.
Dieses Faktum das sogenannte Dualitdtsprinzip der Boole’schen Alge-
bra heisst. Man kann also in Boole’schen Algebra von den dualen
Ausdriicken, Operationen und Elemente sprechen.

Dieser Sprachgebrauch eine Verwendung in der Kybernetik besitzt.
Namlich die Theorie der sogenannten PRO und RETRO — Systeme
dual ist. Zu diesem Zweck geniigt die Ubersetzung: Eingang — Ausgang,
Rezeptor — Effektor, Lokaldeterminismus — Lokalparadeterminismus,
annehmen. Dije zweite Dualitdt den Platz zwischen Information und
Regelung nehmt.

Ahnlich zur Dualitdt in der Boole’schen Algebra, moégen wir iiber
die Dualitdt in Aussagen — und Pradikatenlogik sprechen. Hier kann
man auch die duale logische Ausdriicke. Funktoren und Operatoren
unterscheiden.

Benutzt man die von de Morgan Gesetze, so kann man die Theorie
der topologischen R&ume in zwei dualen Formen treiben. Die eine
Form von dem Begriff der offenen, die zweite von dem der abgeschlos-
senen Mengen geht aus. Die Axiomatik der topologischen Rdume ist
wie folgende: 1° Die leere Menge und der ganze Raum sind offene
Mengen, 2° Der Durchschnitt zwei offenen Mengen ist eine offene
Menge, 3° Die Summe der geliebig vielen offenen Mengen ist eine
offene Menge. Man muss achten, dass die duale Form zum Theorem:
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Die Summe der geliebig vielen offenen Mengen ist eine offene Menge,
die folgende Gestalt: Der Durchschnitt der geliebig vielen abgeschlos-
senen Mengen ist eine abgeschlossene Menge, hat.

Man kann also in der Boole’schen Algebra und Logik sowohl iiber
dem Dualitdatsprinzip, als auch liber die dualen Ausdriicken, Opera-
tionen und Objekte sprechen.



