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1. Uwagi wstepne

Od dawna juz istnieje kontrowersja na temat relacji zacho-
dzgcych miedzy logikg a matematyks. Gdy idzie o zakresowe
ujmowanie problemu, to w tym sporze mozna wyrdzni¢, bio-
rac rzecz historycznie, trzy stanowiska. Pierwsze glosi, ze lo-
gika i matematyka sg réznymi naukami, jednak posiadaja one
cze$¢ wspdlng niepusts, tzn. istniejg takie elementy, ktére na-
lezy jednocze$nie zaliczy¢ i do logiki i do matematyki. Drugie
uwaza, ze matematyka jest czescig logiki, trzecie natomiast
twierdzi przeciwnie, ze logika jest fragmentem matematyki.
Opisana rozbieznos¢ stanowisk zwicksza sie jeszcze gdy
uwzglednimy poglad, ktéry utozsamia logike i’ matematyke,
uwazajgc je za jednag i te sama nauke

1 Zwolennikiem tego rodzaju pogladu jest np. B. Russell. Zob. jego
Wstep do filozofii matematyki, Warszawa 1958 oraz argumentacje, ma-
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Jednakze pomimo istnienia wspomnianej przed chwilg kon-
trowersji odnoszgcej sie¢ do zwigzku, jaki ma miejsce miedzy
logikg a matematyka, podchodzae do lej problematyki od stro-
ny faktycznej, nalezy stwierdzié¢, ze odréznia sie i logike i ma-
tematyke jako nauki rézne (przynajmniej w znaczeniu prak—
tyki naukowej), nie przesadzajac wecale o tym co wchodzi
w sklad ich czeéci wspdlnej. Z tego wzgledu nie bedzie pozba-
wione sensu wyroznianie wsrod nauk formalnych logiki oraz
matematyki. Taka przeciez terminologie stosuje sie powszech-
nie. Wolno wigc skorzysta¢ z istniejacego zwyczaju jezykowe-
go, nie opowiadajgc sie tym samym za jednym z wymienionych
stanowisk, nie wchodzge wiec w rozwazania dotyczgce , istoty”
logiki i matematyki. Nie jest bowiem to potrzebne dla celéw,
ktore przyswiecajg tej pracy.

Pierwsza czes$¢ artykulu ? sygnalizowala istote problematyki
zwiazanej z pojeciem dwoistosci w logice. Obecna, czes¢ dru-
ga, zarysuje podstawowe elementy zagadnienia dwoistosci
‘w matematyce. Zwrocona bedzie tu uwaga gloéwnie na algebre
abstrakcyjng, na geometrie rzutowa oraz na analize funkcjo-
nalng. Zostaly wybrane te dzialy matematyki ze wzgledu na
ich do$¢ znaczng réznorodno$é oraz z racji na ich prostote z lo--
gicznego punktu widzenia.

2. Dwoisto§¢ w algebrze absirakeyjnej -

W algebrze mozna odrézni¢ jej dzialy klasyczne oraz nowo--
czesne, Wsréd nowoczesnych dzialéow algebry rozwija sic obec-
nie bardzo tzw. algebra abstrakcyjna.? Badane sg w niej twory

jaca przemawiaé za stusznoscig gloszonej przez niego tezy, zawartg na
stronach 284—285.

2 Z problematyki dwoisto$ci w naukach formalnych, I, Studiec Phil.
Christ., 5 (1968), Nr 2, 125—139.

. 3 Por. np. A. G. Kurosz, Multioperatornyje kolca i algebry, Uspiechi
matematiczeskich nauk, 24 (1969), wyp. 1, 3—15 oraz P. M. Cohn, Uni-
wersalnaja algebra, Moskwa 1968.
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zwane algebrami. Lgcznie z nimi wystepuje tam takze pojecie
kategorii. Ono wydaje sie by¢ fundamentalne dla wspodtcze-
snej matematyki. Totez przypomnimy je tutaj i na jego tle .
przedstawimy problematyke dwoistosci. Przedtem jednak po-
Swiecimy kilka chwil uwagi sprawie terminologicznej odno-
szacej sie do rozumienia zwrotéw: , zbidér” oraz ,klasa”.

2.1. Klasy i zbiory

Przed stu laty zaczely sie ukazywa¢ prace G. Cantora, ktore
zapoczatkowaly nowy dzial mdtematykl teorie mnogosci. Wy-
stepujgce tam pojecie zbioru bylo ujmowane poczatkowo w spo-
sob intuicyjny. Doprowadzilo to jednak do antynomii. Totez
powstaly wysitki badaczy, aby $cile sprecyzowaé pojecie |
zbioru tak, by pojawianie sie¢ antynomii stalo sie niemozliwe.
Jedng z drog, ktore prowadzity do tego celu, stalo sie zaksjo-
matyzowanie teorii mnogosci. Pierwszg aksjomatyke wspom-
nianej teorii podat E. Zermelo na poczatku obecnego stulecia.
Wspolczesnie jesteSmy Swiadkami istnienia wielu réznych sy-
stemow aksjomatycznych teorii mnogo$ci. Do tej pory nie moz-
na powiedzie¢, by sprawa znalezienia najdoskonalszej postaci
dla aksjomatyki teorii mnogosci byla juz zakonczona. Wsrod
wspomnianych wielu réznych uktadéw aksjomatéw, z intere-
sujgcego nas punktu widzenia, nalezy wyrézni¢ dwie podsta-
wowe grupy. Do jedne] zaliczyé wypada aksjomatyke typu
Zermelo-Fraenkla, do drugiej za$ — aksjomatyke typu Goedla-
-Bernaysa. Pierwsza ze wspomnianych aksjomatyk postuguje
sie jako pojeciami pierwotnymi pojeciem ,,zbioru” i pojeciem
»przynalezno$ci elementu do zbioru”. W aksjomatykach dru-
giego rodzaju w miejsce pojecia »Zbioru” uzywa sig¢ szerszego
pojecia ,klasy”. Jesli wiec przyjmiemy drugi schemat aksjo-.
matyki teorii mnogo$ci, to w ramach jednolitej teorii nalezy
odréznia¢ zbiory od klas.

Wyrazajgc sie pogladowo powiemy, ze ,klasa” jest to dowol-
ny zesp6l jakichkolwiek przedmiotow. Przedmioty, ktore
wchodzg w sklad danej klasy zwiemy jej elementami. ,Zbio-
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rem’’ natomiast nazywa¢ bedziemy takg klase, ktéra jest ele-
mentem jakiej§ innej klasy. A zatem, jezeli A jest klasg, to
powiemy, ze jest ona zbiorem wtedy i tylko, gdy istnieje taka
klasa B, ze klasa A jest jej elementem. Przeto, zgodnie z przy-
jetg terminologia, kazdy zbiér jest klasg, nie kazda natomiast
klasa jest zbiorem. Np. klasa wszystkich zbioréw nie jest zbio-
rem. Wynika to z rozumowania, ktére prowadzi do antynomii
Russella ¢ Wychodzac z pojecia klasy mozna okre§li¢é pewne
nowe pojecia i operacje na klasach. Np. pojecie klasy pustej,
pojecie klasy pelnej, operacje sumowania klas, operacje brania
przeciecia klas itp. W oparciu o przyjete aksjomaty mozna np.
wykazaé, ze klasa pelna nie jest zbiorem. -

Na podstawie powiedzianego wyzej odroznia¢ wiec bedziemy
klasy od zbioréw. Jest to wygodne i wilasciwe dla uwypukle-
nia pewnych typéw kategorii. W literaturze matematycznej,
gdzie wazne sg rozwazania charakteru logicznego oraz struktu-
ry logicznej wystepujacych poje¢ i konstrukcji, tego rodzaju
terminologia jest stosowana coraz powszechniej. Nie jest to
kwestia jedynie wygody terminologicznej. Bez zadnej prze-
sady mozna powiedzief, ze rozwijajagce sie badania w zakresie
algebry abstrakcyjnej, szczegélnie pojawienie sie teorii kate-
gorii, zmusilo niejako badaczy do odrézniania klas (jako poje-
cia szerszego) od zbioréw.s

2.2. Definicja kategorii

Kategoria jest to pewien twoér zlozony z ,,obiektéw” oraz
,,morfizmow”’, ktére mogg by¢ ,mnozone”. Zatem kategoria
sktada sie z dwojakiego rodzaju przedmiotéw. Jedne sg zwane
obiektami, drugie -— morfizmami. Nadto w kategorii ma miej-
sce pewnego rodzaju operacja zachodzgca miedzy ostatnimi wy-

4 Zob. np. P. M. Cohn, Uniwersalnaja algebra, Moskwa 1868, 15.

5 Zob. np. S. Mac Lane, Gomologija, Moskwa 1966, 40—41 a takze
G. Choquet, Analiza i Bourbaki, Wiadomoéci Matematyczne 7 (1963—
1964), 107—108. :
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mienionymi przedmiotami, ktéra jest krétko nazywana mno-
zeniem. Dzialanie to ma spelnia¢ pewne proste warunki, ktére
zwiemy aksjomatami teorii kategorii.

Po tym intuicyjnym wyjasnieniu pojecia kategoru przejdzmy
obecnie do $cistej definicji.

Powiemy wiec, ze klasa obiekfow A, B C, ..., lgcznie z

(1) rodzing parami rozlgcznych zbioréw Hom (A, B), przy
czym kazdej parze obiektéw A, B odpowiada dokladnie jeden
zbiér Hom (A, B),

(2) funkcjg okreslong dla kazdych trzech obiektéow A, B, C,
ktora elementom a ¢ Hom (A, B) oraz b ¢ Hom (B, C) przypo-
rzadkowuje element ba ¢ Hom (A, C),

(3) funkcjg przyporzadkowujacg kazdemu obiektowi A ele-
ment 15 ¢ Hom (A, A),
jest kategoria, jezeli spelnione sg nastepujgce dwa aksjomaty:

(A1) Aksjomat jednosci: jesli a ¢ Hom (A, B), to aly = a =
= 1pa,

(A2) Aksjomat tacznoscei: jézeli a ¢ Hom (A, B) oraz b ¢ Hom
(B, C) i ¢ £ Hom (C, D), to ¢ (ba} = (cb)a. \

Klase zlozong z obiektow A, B, C, ... oznaczamy zwykle
literg K, za$ elementy a, b, c, ... zwiemy morfizmami. Mamy
wiec do czynienia z kategorig K, zlozong z obiektéw A, B,
C, ... oraz morfizmoéw a, b, c, .... Jezeli klasa obiektow kate-

gorii K jest zbiorem to kategorie te zwiemy malg 6.

Wprowadzmy jeszcze pewne proste pojecia oraz niektore
terminy przydatne w dalszej czesci tej pracy.

Jezeli mamy dang kategorie K, to klase wszystkich jej
obiektow oznaczamy przez ObK, za$ klase wszystkich jej
morfizméw — przez HomK. Jezeli a ¢ Hom (A, B), to bedziemy
pisa¢ takze a: A—B i moéwi¢ bedziemy, ze morfizm a jest skie-
rowany od A do B. W tym przypadku zwaé¢ bedziemy rowniez
obiekt A dmedzmq, za$ obiekt B — przeciwdziedzing mor-
fizmu a.

¢ Por. S. Lang, Algebra, Moskwa 1968, 30—44, S. Mac Lane, Gomo-
logija, Moskwa 1966, 40—41, P M. Cohn, Uniwersalnaja algebra, Mo-
skwa 1968, 49—51.

.

4 — Studia Phil. Christianae 6/1970/2
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Morfizm k nazywamy jedno$cig kategorii K, jezeli ka = a,
zawsze gdy tylko iloczyn ka jest okreslony, oraz jezeli bk = b,
zawsze gdy tylko iloczyn bk jest okre§lony. Jest zrozumiale,
ze morfizm 1, jest jednoscig kategorii K. Ale i odwrotnie.
Jezeli k jest jednoscig kategorii K, to wéwezas k: A—A dla
pewnego obiektu A kategorii K. Przeto k = kly = 15."To ozna-
cza, ze kazda jedno$¢ kategorii K pocigga postac 1, dla pew-
nego jednoznacznie okreslonego obiektu A. Innymi slowy ma
miejsce odpowiednio$¢ wzajemnie jednoznaczna miedzy obiek-
tami kategorii K a klasg jej morfizmow, bedgcych jednosciami.
Konsekwentnie wiec kategoria K jest okre§lona catkowicie
przez klase wszystkich swoich morfizmow.

Klase L nazywamy podkategorig kategorii K, jezeli L skila-
da sie z takich podklas klas ObK oraz HomK (oznaczonych
przez ObL oraz HomL), ze spelnione sg nastepujgce warunki:

(Ly) Jezeli A € ObL, to 15 € HomL.

(Lo) Jezeli a, b € HomL oraz iloczyn ab jest okre$lony w ka-
tegorii K, to ab ¢ HomlL.

. (Lig) Jezeli a ¢ HomL oraz a: A—B, to A, B ¢ ObL.

Stowami mozna to wyrazi¢ mniej wiecej nastepujgco: Wa-
runek (L;) méwi, ze klasy ObL oraz HomL sg wybrane ,do-
brze”. Znaczy to, iz przynalezno$ci elementu A do podklasy
ObK odpowiada przynaleznosé¢ elementu 1, do podklasy HomK
i odwrotnie. Warunek (Ljy) moéwi, iz dzialanie mnozenia na
morfizmach wzietych z HomL nie wyprowadza poza te klase.
Klasa HomL jest wiec, jak to sie méwi, zamknieta ze wzgledu
na operacje mnozenia morfizméw. Warunek ostatni orzeka,
ze morfizm wziety z klasy HomL dziala na elementach, ktére
nalezg do ODbL.

Niech dane bedg dwie kategorie K oraz K’. Odwzorowanie
wzajemnie jednoznaczne a—a, miedzy klasami HomK oraz
HomK’ nazywa¢ bedziemy izomorfizmem kategorii K na ka-
tegorie K’, jezeli iloczyn ab jest okreslony wtedy i tylko, gdy
jest okreslony iloczyn a’b’ przy czym ma byé spelmony waru-
nek: (ab) = a’b’.

Odwzorowanie wzajemne jednoznaczne a—a’ miedzy klasami
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HomkK, oraz HomK’ nazywa¢ bedziemy antyizomorfizmem, je-
zeli iloczyn ab jest okreslony wtedy i tylko, gdy jest okre-
$lony iloczyn b’a’, przy czym spelniony jest warunek (ab) =
=b’a’.”"

2.3. Przykltady kategorii

Podamy obecnie, dla ilustracji, kilka prostych przykladow
kategorii.

1) Kategoria zbioréw. Obiektami sg t uwszystkie zbiory, na-
tomiast morfizmami — wszystkie przeksztalcenia jednego
zbioru w drugi. ,,Mnozenie” morfizmoéw rozumie si¢ tu jako
branie superpozycji przeksztalcen. Jednoscig jest odwzoro-
wanie tozsamosciowe. Latwo sprawdzi¢, ze wszystkie warunki
wymagane dla kategorii zostang w ten sposéb spelnione. Aksjo-
maty kategorii, przy tak rozumianych operacjach, stajg sie
zdaniami prawdziwymi. Przeto mamy do czynienia z kategoria.

2) Kategoria grup. W tym przypadku obiektami sg wszyst-
kie grupy, zar6wno abelowe, jak i nieabelowe. Natomiast mor-
fizmami sg wszystkie homomorfizmy jednej grupy w druga.
Podobnie, jak w poprzednim przyktadzie, tatwo jest sprawdzié,
ze przy tak wzietej klasie obiektéw oraz morfizméw mieé be-
dziemy do czynienia z kategoria.

3) Kategoria przestrzeni topologicznych. Za obiekty uwa-
zamy wszystkie przestrzenie topologiczne. Morfizmami za$ sg
wszystkie przeksztalcenia ciggle jednej przestrzeni w druga.
Poniewaz superpozycja dwéch funkcji ciagglych jest funkcejg
ciggly, przeto widzimy, ze wymienione obiekty oraz morfizmy
spelniajg warunki wymagane dla kategorii. Jednoscig kategorii
jest oczywiScie przeksztalcenie tozsamo$ciowe dowolnego
obiektu (tj. dowolnej przestrzeni topologicznej) na siebie.

4) Kategoria grup przemiennych. Obiektami sg tu wszyst-

7 Por. np. P. M. Cohn, op, cit., 50—51 a takze S. Mac Lane, op.
cit., 44. '
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kie grupy abelowe. Morfizmami za$§ — homomorfizmy grup
abelowych w siebie.

5) Kategoria zbioréw uporzadkowanych. Tutaj obiektami
sg zbiory uporzadkowane, morfizmami za§ — homomorfizmy
monotoniczne. Przypominamy tu, ze jezeli mamy dane dwa
zbiory uporzadkowane A oraz B, to przeksztalcenie f: A — B
nazywa sie homomorfizmem monotonicznym wtedy i tylko,
gdy zachowuje ono relacje porzadku, tzn. jesli element x po-
przedza element y w, zbiorzeA, .to woéwczas obraz elementu x
przy przeksztalceniu f poprzedza obraz elementu y przy prze-
ksztatceniu f. :

Obecnie przejdziemy do omoéwienia zagadnienia dwoistosci
w teorii kategorii.

2.4. Dwoisto$¢ w teorii kategorii

Niech dana bedzie jakas kategoria K. Rozwazmy dowolng
teze T kategorii K. Przypu$émy, ze w tezie T dokonamy na-
stepujgcych przeksztalcen. Iloczyn ab zamieniamy na iloczyn
ba zamieniajgc jednocze$nie dziedzine i przeciwdziedzine da-
nych morfizméw oraz kierunek morfizmu na przeciwny. Tak
postepujemy ze wszystkimi morfizmami. Woéweczas tak otrzy-
mang teze T& nazywamy tezg dwoistg wzgledem tezy T.

Bez trudu mozna spostrzec, ze wyrazenie dwoiste do aksjo-
matu teorii kategorii przechodzi znowu w aksjomat kategorii.
Wynika stad, ze mozna moéwi¢ o dwoistosci dowodu w teorii
kategorii. Przeto rozumowanie dwoiste do danego stanowi za-
razem dowod dla tezy dwoistej do danej. Chodzi tu, oczywi-
$cie, o rozumowania oparte wylgcznie na aksjomatach kate-
gorii. W przeciwnym przypadku nie zawsze wyrazenie dwoiste
do tezy musi byé teza, co jest zrozumiale.

Jezeli mamy dang kategorie K, to mozna zbudowa¢ kate-
gorie dwoistg wzgledem danej. Postepuje sie tu nastepujgco:

Kategorie dwoistg do danej ka‘gegorii K oznacza¢ bedziemy
przez K&. Za obiekty kategorii K& uwaza¢ bedziemy pewne
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obiekty A& znajdujace sie w odpowiedniosci wzajemnie jedno-
znacznej z obiektami A kategorii K. Notujemy to tak:
A%«——A. Za morfizmy kategorii K& weZmiemy klase ele-
mentéow a¥ znajdujacych sie w odpowiedniosci wzajemnie jed-
noznacznej z morfizmami a kategorii K. Zapisujemy to:
a&<«——>a. Zakladamy ponadto, ze warunek a&: A&>B& zacho-
dzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi warunek a: B—>A, oraz
iloczyn a& b& jest okre$lony wtedy i tylko wtedy gdy okreslo-
ny jest iloczyn ba, przy czym ma miejsce rowniez a&h& . =
= (ba)&. Woéwczas K& jest, jak latwo sprawdzié¢, kategorig.
Nazywamy jg kategorig dwoistg wzgledem kategorii K.

Rozwazmy teraz kategorie K. I wezmy pod uwage jaka$ jej
teze T. Niech T& oznacza teze dwoistg do danej kategorii K.
Wowezas tezg dwoistg do tezy T& w kategorii K& bedzie, co
jest widoczne, teza T.

W ten sposéb mowié mozemy w teorii kategorii o operacjach
dwoistych, o twierdzeniach dwoistych oraz o kategoriach dwo-
istych. Dwoisto$¢ ma wiec miejsce w zakresie samej kategorii
oraz miedzy nimi. Mozna by wiec, konsekwentnie, rozwaza¢
klasy wyrazen i operacji dwoistych wewnatrz pewnej ustalo-
nej kategorii, jak réwniez rozwazaé¢ klase wszystkich kategorii
wzgledem siebie dwoistych.

Zauwazmy jeszcze, ze postugujac sie pojeciem antyizomor-
fizmu, nalezy powiedzie¢, ze ma on miejsce miedzy katego-
riami K oraz K&. Zatem kategoria K& jest antyizomorficzna
z kategorig K. Ogélnie zachodzi zwigzek nastepujgcy: Katego-
ria K’ jest antyizomorficzna z kategorig K wtedy i tylko wte-
dy, gdy kategoria K’ jest izoformiczna z dwoistg kategorig
K& s, :

Ta ostatnia uwaga pozwala krotko okreslic kategorie dwo-
istag wzgledem danej kategorii K. Wystarczy mianowicie po-
wiedzie¢, ze K& sklada sie z morfizméw kategorii K z tym
tylko, iz mnozenie ich jest okreslone wzorem: a&b = ba wtedy
i tylko gdy jest okreslona strona prawa powyzszej roéwnosci.

=

¢ Por. np. S. Mac Lane, op. cit,, 43—44 oraz P. M. Cohn, op. cit., 52.
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O klasie obiektéw mozna tu nie wspomina¢, gdyz, jak to bylo
zaznaczone wyzej (§ 2.2.), kategoria jest okreslona przez klase
wszystkich swoich morfizmoéw.

Mozna, oczywiscie, moéwi¢ takze o kategoriach dwoistych
wzgledem siebie samych. Kategorie K nazywa¢ bedziemy dwo-
istg wzgledem siebie samej jezeli jest ona izomorficzna z ka-
tegorig dwoistg wzgledem niej. Notujemy to: K = K&. Jako
przyklad kategorii dwoistej wzgledem siebie samej mozna wy-
mieni¢ kategorie wszystkich zbioréw omoéwiona wyzej w po-
przednim paragrafie.

3. Dwoisto$¢ w geometrii rzutowej

Przestrzen euklidesowa n-wymiarowa jest to zbiér punktow,
bedacych: ukladami uporzadkowanymi n liczb rzeczywistych
(X1,...,Xp), przy czym odlegloé¢é miedzy dwoma takimi punk-
tami jest okre$lona znanym wzorem jak pierwiastek kwadra-
towy z sumy kwadratéw réinic wspoélrzednych. Natomiast
punktem przestrzeni rzutowej n-wymiarowej jest ukiad upo-
rzgdkowany zlozony z n + 1 liczb rzeczywistych (x,, %), ..., Xp)
jednocze$nie nie bedacych zerami. Nadto utozsamia sie ze sobg
uklady proporcjonalne. Punkt posiadajacy zerowg wspdirzedng
réwna liczbie zero nazywa sie punktem niewlasciwym prze-
strzeni rzutowej. Jak wiadomo mozZe on by¢ utozsamiony
z kierunkiem pewnej prostej. Jezeli do zwyklej prostej eukli-
desowe]j dolgczymy odpowiadajacy jej punkt niewlasciwy
(punkt w nieskonczonosci), to otrzymamy tzw. prostg rzutows.
Jezeli w opisany sposéb uzupelnimy przestrzen euklidesowsg
n-wymiarowa punktami niewlasciwymi, to otrzymamy prze-
strzen rzutowa n-wymiarows. Oznacza¢ ja bedziemy P,.
W szczegblnosci przez Py oznaczamy plaszczyzne rzutows;
a zatem jest to przestrzen dwuwymiarowa powstala z plasz-
czyzny euklidesowej przez dolaczenie do niej punktéw nie-
wilasciwych, czyli punktéw w nieskonczonosci. Moéwige obra-
zowo plaszczyzna rzutowa sklada sie z plaszczyzny euklide-
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sowej, do ktoérej dodano jeszcze jedng prostag w nieskonczo-
noéci, tzw. prostg niewlasciwa.

Zgodnie z tzw. programem z Erlangen F. Kleina (1872) przez
geometrie danej przestrzeni rozumiemy teorie niezmiennikéw
pewnej grupy przeksztalcen. Jest zrozumiale, ze im obszer-
niejsza jest klasa przeksztalcen, tym wezsza jest klasa ich
niezmiennikéw. I otdz przez geometrie przestrzeni P, rozu-
miemy teorie niezmiennikéw odwzorowan rzutowych. Zwiemy
ja krotko geometrig rzutows. W szczegdlnosci mozemy mowié
o geometrii plaszczyzny rzutowej Ps.

Rozwazmy forme liniowg postaci: ax, + ajx; + ... + apgx, =
= O. Tutaj a,, ay, ..., a, s ustalonymi liczbami, zas$ x, x; ...,
X, to wspblrzedne zmiennego punktu w przestrzeni P,. Pamie-
tamy, ze zawsze mamy tu do czynienia z réwnoscig w sensie
proporcjonalnosei, tj. utozsamiamy uklady liczb do siebie pro-
porcjonalnych. Uktad liczb a,, aj, ..., a, mozna interpretowac
dwojako, mianowicie badz jako zwykly punkt w przestrzeni P,,
badz jako pewng hiperplaszczyzne n-l1 wymiarowg przestrzeni
rzutowej Py. Opisany przed chwilg punkt oraz odpowiadajaca
mu hiperplaszezyzne nazywamy tworami dwoistymi przestrzeni
rzutowej n-wymiarowej P,. Jezeli w podanym wyzej réwnaniu
liniowym ustalimy wspélczynniki oznaczane literg a ze wskaz-
nikami, to powyzsza forma liniowa oznacza te punkty prze-
strzeni P,, ktére lezg na pewnej hiperplaszczyznie. Jezeli na-
tomiast w powyzszej formie ustalimy elementy oznaczane
literg x ze wskaznikami, to réwnanie rozwazane przedstawia
zbior wszystkich hiperplaszczyzn przestrzeni rzutowej, prze-
chodzacych przez dany punkt (%,, %), ..., X,) przestrzeni rzu-
towej. W ten sposob otrzymujemy dwie interpretacje jednego
i tego samego zwigzku analitycznego. Méwigc prosciej, jeden
i ten sam wzér liniowy mozna interpretowaé¢ badz jako pewng
hiperplaszczyzne, badz jako pewien punkt przestrzeni P,.
Twory te zwiemy dwoistymi wzgledem siebie. Zarazem do
wyrazenia ,,punkt lezgcy na hiperplaszezyznie” dwoistym wy-
razeniem okazuje sie by¢ wyrazenie ,hiperplaszczyzna prze-
chodzi przez dany punkt”.
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Niech teraz T oznacza jakie§ twierdzenie geometrii rzuto-
wej sformulowane w postaci wzoru algebraicznego. Twierdze-
niu temu mozna nada¢ dwie rézne interpretacje postugujgc sie
sposchem opisanym przed chwilag. A zatem stownik przekladu
jest tu nastepujgcy. Wyrazeniu ,,punkt przestrzeni rzutowej
n-wymiarowej” odpowiada wyrazenie ,hiperplaszczyzna (n-1)-
-wymiarowa przestrzeni rzutowej n-wymiarowej” za$ wyra-
zeniu ,,punkt lezy na hiperplaszczyznie” — wyrazenie ,hiper-
plaszcezyzna przechodzi przez punkt”. Na tym wlasnie polega
istota dwoistosci w przestrzeni P,. Oczywiscie, gdyby w twier-
dzeniu T wystepowaly jeszcze inne pojecia géometryczne
oprécz tworéw wymienionych wyzej, to przed dokonaniem
przektadu nalezaloby wpierw znaleié ich odpowiedniki dwo-
iste. 9.

Zasadg dwoistosci odnosnie do geometrii rzutowej nazywamy
teze orzekajgca, ze prawdziwo$é dowolnego twierdzenia geo-
metrii przestrzeni P, implikuje prawdziwosé twierdzenia wzgle-
dem niego dwoistego. W tym sformulowaniu wyraznie wi-
dzimy metateoretyczny charakter zasady dwoistoéci. Zasada
dwoistosci jest tezg o geometrii rzutowej.

Obecnie przejdziemy do przedstawienia na przyktadzie dwu
twierdzen z geometrii plaszczyzny rzutowej istoty dwoistosci.
Przyklady te pozwolg dobrze zilustrowaé¢ my$l zasady dwoisto-
$ci i jej sens. Podane bowiem wyzej rozwazania dla przestrzeni
n-wymiarowej moga nie by¢ zbyt intuicyjne. Totez przyjrze-
nie sie ich realizacjom w przypadku dwuwymiarowym winno
pomoée wybitnie i naszej wyobraZni przestrzennej.

Zauwazmy tylko przedtem, ze w przypadku przestrzeni P,
mozna méwi¢ i o tworach dwoistych 1 o operacjach dwoistych
i o twierdzeniach dwoistych. :

¢ Por. np. K. Borsuk, Geometria analityczna wielowymiarowa, War-
szawa 19642 281—284.
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3.1. Twierdzenie Pascala

Niech S bedzie okregiem kota. Niech f oznacza dowolne
przeksztalcenie rzutowe przestrzeni P, na siebie. Wéwezas
f(S) nazywamy stozkowg zupelng. Jest to wiec obraz rzutowy
okregu kota.

Oznaczmy stozkowg zupeilna (S) kréotko przez K.

- Wezmy teraz na stozkowej zupelej K sze§¢ réznych punk-
tow aj, ag, as, ag, az ag. Punkty te nazywaé bedziemy wierz-
chotkami szesciokata wpisanego w stozkowg K. Przez L;
oznaczamy prostg 1gczgcg a; z wierzchotkiem a4 1 (jezelii = 6,
to przyjmujemy i + 1 = 1). Proste te nazywamy bokami sze-
- $ciokgta. Boki: L; i Ly oraz Ly i Ls a takze Lg i Lg zwiemy
bokami przeciwleglymi danego szesciokata.

Zachodzi nastepujgce twierdzenie Pascala:

Trzy punkty przeciecia par bokéw przeciwleglych sze§cio-
kata wpisanego w stozkows lezg na jednej prostej (tzw. pro-
stej Pascala) 0.

Twierdzeniu temu mozna przyporzagdkowaé twierdzenie
dwoiste, zwane twierdzeniem Brianchona. Z zasady dwoistosci
wynika, ze musi ono by¢ prawdziwe, o ile tylko prawdziwe:
jest twierdzenie Pascala. I odwrotnie. Je$li udowodnimy
twierdzenie Brianchona, to tym samym mie¢ bedziemy dowod
twierdzenia Pascala. Dwa te twierdzenia sg bowiem wzajem-
nie do siebie-dwoiste. Widzimy wiec, ze zasada dwoistosci, sta-
nowigca sama w sobie interesujgcg teze, moze stuzy¢ do uprasz-
czania budowy teorii, pozwalajac na ekonomie wysiltku.

Przechodzimy obecnie do sformulowania twierdzenia dwo-
istego wzgledem twierdzenia Pascala. g

3.2. Twierdzenie Brianchona

Jak pamietamy w twierdzeniu Pascala byla mowa o szescio-
kacie wpisanym w stozkowsa zupelng oraz o przecinaniu sie

1 Zob. K. Borsuk, op. cit., 289.
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par bokow przeciwleglych w punktach, ktére leza na jednej
prostej.

W celu otrzymania twierdzenia dwoistego nalezy dokonat
odpowiedniego przekiadu, zastepujgc dane twory, operacje,
wyrazenia przez ich dwoiste odpowiedniki.

Zamiast sze§ciokgta wpisanego w stozkowg bierzemy szescio-
kgt opisany na stozkowej. Niech teraz Lj, Ls, Ls, L4, Ls, Ls
bedg stycznymi do danej stozkowe] zupelnej K. Pamigtamy, zZe
przez styczng do dane] stozkowej K rozumiemy taka prosts,
lezgcg w plaszezyznie rzutowej Py, ktéra posiada za stozkows
doktadnie jeden punkt wspélny, zwany punktem stycznosci.
Przez b; oznaczamy punkt przeciecia boku L; z bokiem L; + ;.
Punkty by, bs, bs, bs, bs, bg nazywamy wierzcholkami sze$cio-
kata opisanego na danej stozkowej K. W ten sposéb otrzymu-
jemy trzy proste wyznaczone przez przeciwlegle wierzcholki,
tj. przez wierzcholki by 1 by, by 1 bs, bs i bg. Oznaczamy te pro-
ste By, Bg, Bs. Zgodnie z zasada dwoisto$ci proste By, By, Bs
przecinajg sie w jednym punkcie. I to jest wlasnie tres¢ twier-
dzenia Brianchona. Twierdzenie to mozna slowami wypowie-
dzie¢ nastepujacy:

Trzy proste, laczace pary przeciwleglych wierzchotkéow sze-
$cioboku opisanego na stozkowej, przecinajg sie w jednym
punkcie 11, ‘

Nie jest rzeczg trudng sprawdzi¢, ze dokonany przekiad jest
przekladem dwoistym. Korzystano tu z faktéw mowiacych, ze
tfworem dwoistym do danej stozkowej zupelne] jest zbiér
stycznych do pewnej innej stozkowej, ze wierzcholkom sze$cio-
kata wpisanego w stozkowa odpowiadajg styczne stanowiace
szesciobok opisany na stozkowej (innej), ze parom bokow prze-
ciwleglych odpowiadaja pary wierzcholkow przeciwleglych,
ze trzem punktom lezgcym na jednej prostej odpowiada prze-
cinanie sig¢ trzech prostych w jednym punkcie 2.

11 Tamze, 293.
12 Por. np. K. Borsuk, op. cit., 292—293.
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4. Dwoisto$§¢ w analizie funkcjonalnej

Pojecie przestrzeni liniowej (zwanej takze przestrzenig wek-
torowa) jest podstawowe dla analizy funkcjonalnej. Z tego
wzgledu przypomnimy je tutaj najpierw.

Niech C bedzie ciatem liczb rzeczywistych badZz zespolonych.
Zbior niepusty E nazywamy przestrzenia liniows, jezeli w zbio-
rze tym sg okreSlone dwa dziatania, mianowicie dodawanie
. clementow zbioru E oraz mnozenie ich przez liczby z ciata C,
przy czym dziatania te nie wyprowadzajg poza zbiér E i spel-
nione sg nastepujgce proste warunki:

]

X1 + X9 = X9 + Xy, (X1 T x9) + x3 ='x1 + (%9 + x3),
X + x; = x + Xy pocigga za sobg x; = x, _

a (x1 + x3) = axy + axo, (a; + ag) x = a;x + asx,
(ajas)x = ay(asx), 1x = x.

We wzorach powyzszych a, aj, a2 oznaczajg elementy ciala C,
za$ x, Xj, X9 — elementy zbioru E. Wyrazenie ax nazywamy
iloczynem liczby a przez element x. Z zalozenia ax jest ele-
mentem zbioru E.

Jezeli C jest cialem liczb rzeczywistych, to przestrzeh linio-
wa E zwiemy przestrzenig liniowg rzeczywists. Jezeli nato-
miast C jest ciatem liczb zespolonych, to przestrzen E zwiemy
przestrzenig liniowg zespolong.

Nietrudno jest zauwazyé¢, ze powyzszg definicje mozna sfor-
mutowaé nastepujgco:

Przestrzenig liniowg (rzeczywistg wzglednie zespolensg) na-
zywamy zbior E, w ktérym sg okreSlone” dwa dziatania: do-
dawanie elementéw zbioru E oraz mnozenie tych elementéw
przez liczby (rzeczywiste wzglednie zespolone), przy czym
spetnione winny by¢ nastepujgce warunki:

1° zbiér E jest grupa abelowg ze wzgledu na dzialanie do-
dawania, '

2° dzialanie mnozenia nie wyprowadza poza zbioér E,
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3° iloczyn jednosci przez dowolny element zbioru E jest
réwny temu elementowi,

4° dzialanie mnozenia elementow przez liczby jest taczne,
przemienne i rozdzielne (ze wzgledu na liczby i elementy
zbioru E) w stosunku do dzialania dodawania.

Jako presty przyklad przestrzeni liniowej mozna podac
zbiér wszystkich funkeji okreslonych na dowolnym zbiorze
a przyjmujgcych wartosci liczbowe. Dodawanie funkcji i mno-
zenie ich przez liczbe okreSla sie w zwykly sposob jak dla
funkeji o wartosciach liczbowych zmiennej liczbowej.

Innymi przykladami przestrzeni liniowych moga stuzyé:
zbiér liezb rzeczywistych oraz zbiér liczb zespolonych.

Przedstawimy obecnie pewne proste pojecia definiowane dla
przestrzeni liniowych, ktére prowadzg do dwoistosci w zakresie
analizy funkcjonalnej. '

4.1. Liniowa niezalezno$é¢ i pelno$¢ ukladu wektorow

Niech dana bedzie przestrzen liniowa E. Niech x; be-
dzie elementem przestrzeni E, za$ a; elementem ciata C (dla
i=1,2, ..., k). Wyrazenie postaci u = a;x; + ...+ ayX; na-
zywamy liniowa kombinacjg elementéw (zwanych punktami
badz wektorami) x; o wspoélczynnikach a;. Jezeli wszystkie
wspotezynniki a; danej kombinacji liniowej wektorow prze-
strzeni E sg rowne zeru, to takg kombinacje zwiemy trywialng.
W’ wypadku przeciwnym zwiemy nietrywialng 18.

Uktad wektoréow x; (i=1, 2, ..., k) nazywa sie ukladem
liniowo niezaleznym jezeli wszystkie jego niefrywialne kom-
binacje liniowe sg rézne od zera. Inaczej méwigc, uktad wek-
toréw jest liniowo niezalezny, jezeli ze znikania kombinacji
liniowej wynika znikanie wszystkich jej wspolczynnikow. Je-

13 Zob. np. A. Alexandrowicz, Analiza funkcjonalna, Warszawa 1969,
51—52 oraz I. M. Glazman, Ju. I. Lubicz, Koniecznomiernyj liniejnyj
analiz, Moskwa 1969, 12. !
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zeli wektory x; nie sg liniowo niezaleznymi, to nazywamy je
liniowo zaleznymi.

Otoczka liniowg ukladu wektoréw X nazywamy zbiér wszyst-
kich kombinacji liniowych wektoréw ukiadu X. Otoczke ukla-
du X oznacza sie przez L(X). Poduklad X, ukladu X nazywa
sie pelny, jezeli kazdy wektor uktadu X jest kombinacjg liniows
wektorow podukltadu X,, czyli gdy ukiad X jest zawarty w li-
niowej otoczce podukladu X,.

Zachodzg nastepujace twierdzenia:

(1) Kazdy poduklad liniowo niezaleznego ukladu wektorow
jest liniowo niezalezny.

(2) Kazdy poduklad zawierajgcy uktad pelny wektorow jest
pelnym ukladem wektorow.

Twierdzenie (1) mozna przeredagowaé do postaci:

(1) Kazdy poduklad zawierajacy si¢ w liniowo niezaleznym
ukladzie jest liniowo niezalezny.

Jezeli teraz w tym zmienionym sformulowaniu twierdzenia
(1) zastgpimy wyrazenie ,zawierajgcy sie” przez wyrazenie
»zawierajacy” oraz wyrazenie ,liniowo niezalezny uklad”
przez wyrazenie ,uklad pelny wektoréw”, to wowczas twier-
dzenie (1) przejdzie w twierdzenie (2). Ten fakt wyrazamy
moéwigce, ze twierdzenia (1) oraz (2) sg wzgledem siebie dwoiste.
Nadto i podane wyzej wyrazenia w cudzystowach mozna uwa-
za¢ za dwoiste wzgledem siebie 4. .

Z powiedzianego wida¢, ze struktura formalna obu twier-
dzen jest identyczna. Mozna je zapisa¢ w jednej symbolicznej
postaci, przy czym kazide ze wspomnianych twierdzen moze
by¢ traktowane jako podstawienie jednego i tego samego sche-
matu. Nie jest to jednak zwykle tylko podstawienie. Posiada
ona bowiem ceche ,,wzajemnos$ci” miedzy elementami podsta-
wianymi.

# Por. I. M. Glazman, Ju. I. Lubicz, Koniecznomiernyj liniejnyj ana-
liz, Moskwa 1969, 13—14.
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4.2. Baza ukladu wektoréw

Niech dany bedzie uklad wektorow xi, Xo, ..., Xy przestrze-
ni E. Mowimy ze uklad ten stanowi baze przestrzeni E, jezeli
kazdy element przesirzeni E daje sie w jeden tylko sposob
przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wektorow x;
(i=12,...,k), tj. dla kazdego x E zachodzi wzér: x = a;x; +
4 asxg + ...+ ayxy, przy czym przedstawienie o jest jedno
tylko.

Zachodzg nastepujace twierdzenia:

(3) Na to, aby uklad wektoréow byt bazg przestrzeni potrzeba
i wystarcza, zeby on ukladem liniowo niezaleznym i zarazem
maksymalnym, tj. by nie zawieral si¢ w zadnym podukiadzie
liniowo niezaleznym.

(4) Na to, aby ukiad wektoréw byl bazg przestrzeni potrzeba
i wystarcza, zeby byl on ukladem pelnym i zarazem minimal-
nym, tj. by nie zawieral zadnego podukladu pelnego.

Bez trudu zauwazamy dwoisto$¢ twierdzen (3) oraz (4). Wy-
starczy zastgpi¢ wzajemnie wyrazenia ,,ukiad liniowo nieza-
lezny”, ,,uklad maksymalny”, ,zawiera¢ sie” przez wyrazenia
»uktad pelny”, ,,uklad minimalny”, ,zawiera¢” aby z pierw-
szego z tych twierdzen otrzymac¢ drugie i odwrotnie.

Zwrétmy uwage na to, Ze baze przestrzeni mozna jeszcze
okresli¢ jako uklad wektorow posiadajgcych dwie cechy: linio-
wg niezalezno$é oraz pelnosé. Stad, oraz z wyzej powiedzia-
nego, wynika, ze pojecie bazy jest dwoiste wzgledem siebie
samego. ,

Uwaga, podana na koncu poprzedniego paragrafu, moze by¢
takze i w tym miejscu powtérzona. Zezwala jednakze ona na
male uzupelnienie przez wypunktowanie faktu istnienia poje¢
dwoistych wzgledem siebie samych.

4.3. Podprzestrzenie maksymalne i minimalne

Przypusémy ze dana jest przestrzen E. Przez A oznaczmy
klase zlozona z podprzestrzeni przestrzeni E. Niech A; bedzie
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elementem klasy A. Oznaczamy przez W pewng wlasnosé,
ktora przystuguje wszystkim elementom klasy A.

Powiemy, ze przestrzen A; jest maksymalna ze wzgledu na
wlasnoé¢ W, jezeli nie zawiera si¢ ona w zadnej innej prze-
strzeni z klasy A. Przestrzen A, nazywamy minimalng ze
wzgledu na wlasnos¢é W, jezeli nie zawiera opa zadnej innej
przestrzeni z klasy A.

Jezeli przestrzen A; zawiera kazdg przestrzen z rodziny A,
to nazywamy ja najwiekszg przestrzenig ze wzgledu na wita-
sno$¢ W. Je$li przestrzen A; jest zawarta w kazdej przestrzeni
klasy A, to zwiemy ja najmniejszg przestrzenig ze wzgledu na
wlasno$¢ W.

Prawdziwe sg nastepujgce twierdzenia:

Na to, aby przestrzen maksymalna A; byla na]w1eksza prze-
strzenig potrzeba i wystarcza aby byla Jedynq minimalng prze-
strzenig.

Na to, aby przestrzen minimalna A; byla najmniejsza prze-
strzenig potrzeba i wystarcz aaby byla jedyng mmlmalna prze-
strzenig.

Jest widoczne, ze podane tu pojecia réznych rodzajéw prze-
strzeni sg dwoiste. Takze dwa twierdzenia wyzej nieco zacy-
towane sg wzgledem siebie dwoiste 15.

Warto moze przypomnieé, ze w klasie przestrzeni A zawsze
istnieje przestrzen maksymalna oraz minimalna. Natomiast
przestrzenie najwieksza oraz najmniejsza nie zawsze muszg
istnieé. '

Jezeli w klasie A istnieje przestrzen najwieksza, to jest ona
jednoczesnie i maksymalna. Podobnie, jezeli w klasie A ist-
nieje przestrzen najmniejsza, to jest ona minimalna. Nie jest
jednak odwrotnie, jak o tym pouczajg nas powyzsze twierdze-
nia. Klasa przestrzeni A moze posiada¢ wiele przestrzeni ma-
ksymalnych i wiele przestrzeni minimalnych. Zadna z prze-
strzeni maksymalnych nie bedzie woéwczas najwiekszg prze-
strzenig ani zadna z minimalnych, nie bedzie przestrzenig naj-
mniejszg.

5 Tamze, 25.
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4.4, Dopelnienie ortogonalne podprzestrzeni

Niech dana bedzie przestrzen liniowa E. Przez E’ oznaczamy
przestrzen z nig sprzezong tj. przestrzen zlozong z funkcjona-
16w liniowych 18 okreslonych na E. _

Wektor x przestrzeni E oraz funkcjonal f okre$lony na E na-
zywaja sie wzajemnie ortogonalnymi, jezeli f(x) = O.

Niech B bedzie podprzestrzenig przestrzeni E. Dopelnieniem
ortogonalnym podprzestrzeni B nazywamy zbiér wszystkich
tych funkcjonatow f nalezgcych do E’, ktore sg ortogonalne do
kazdego wektora podprzestrzeni B. Analogicznie, w sposéb
dwoisty, okresla sie dopelnienie ortogonalne podprzestrzeni
B’ zawartej w E’.

Otrzymujemy w ten sposéb pare poje¢ dwoistych. Jest wi-
doczne, ze dopelnienie ortogonalne dowolnej podprzestrzeni
(E wzglednie E’) jest najwigkszg podprzestrzenig (odpowied-
nio w E’ wzglednie w E) ortogonalng do danej podprzestrzeni.
Dwoisto$¢ dopelnienia ortogonalnego w omawianym przypadku
plynie stad, ze wektor oraz funkcjonal spelniajg warunek orto-
gonalno$ci w sposob dwoisty. Jezeli zachodzi réwnos¢ f(x) = O,
to i wektor jest ortogonalny do funkcjonatu oraz funkcjonat
jest ortogonalny do wektora 1. :

Mozna mowié takze o ortogonalnosci podprzestrzeni (odpo-
wiednio z E oraz z E’). Mianowicie, niech B bedzie podprze--
strzenig E, za§ B’ — podprzestrzeniag E’. Powiemy, ze B oraz
B’ sg wzgledem siebie ortogonalne, jezeli dla kazdego x € B oraz
dla kazdego f € B’ zachodzi wzor f(x) = O, czyli gdy x oraz f sg
wzajemnie ortogonalne. W ten sposéb uzyskujemy dalsze po-
jecie dwoiste, mianowicie® ortogonalno$¢ dwu podprzestrzeni
(z podprzestrzeni wzgledem siebie sprzezonych).

16 Funkcjonalem nazywamy odwzorowanie, okre$lone na przestrzeni
liniowej, przyjmujace wartos$ci liczbowe. Funkcjonal f nazywa sie Ii-
niowym, jezeli spelnione sa nastepujgce dwa warunki: £(xq + xg) =
= f(x1) + £(x9) 1 f(ax) = af(x).

7 Por. I. M. Glazman, Ju. I. Lubicz, op. cit., 52.
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5. Uwagi koncowe

Przygladajac sie podanym w tym artykule pojeciom oraz
twierdzeniom, ktére odnosza sie do problematyki dwoistosci,
mozna zauwazy¢ przynajmniej nastepujgce rzeczy. A wiec, po
pierwsze, stwierdzamy réznorodnos¢ sytuacji, do ktérych daje
sig¢ odnosi¢ pojecie dwoistosci. Dwoiste bywaja obiekty, aksjo-
maty, operacje; twierdzenia, pojecia. Wszystko to moze by¢
zaliczone do dwoistosci rozumianej jako wewnetrzna wilasnogé
majgca miejsce w teorii matematycznej.- Ale to nie jest wszyst-
ko, bowiem zupelnie uzasadnioné jest spojrzenie na wspom-
niane pojecie jako na wiasno$¢ samej teorii, zatem jako na
wilasno$¢ metateoretyczng. Pojawialby sie wiec w ten sposéb
postulat spojrzenia na problematyke zwigzang z dwoistoscia
z punktu widzenia metateoretycznego. Tak jak méwi o te-
oriach niesprzecznych, rozstrzygalnych, kategorycznych itp.,
podobnie wydaje sie by¢ wilasciwe zapoczgtkowanie mowienia
o teorii dwoistej. Jest to jednak temat odpowiedni do oddziel-
‘nego ujecia i opracowania. W tym miejscu daje on sie tylko
zasygnalizowac.

Dalsza sprawa, jaka tu sie nasuwa, to problem zbadania
w sposéb mozliwie wyczerpujagcy a zarazem ogélny, cechy
»wzajemno$ci”, z ktérg ma sie do czynienia w przypadku
dwoistosci (por. np. § 4.1). Scisle ujecie tej cechy pozwoli do-
trze¢ do ,,istoty” dwoistosei.

Wszystko, co bylo do tej pory powiedziane, upowaznia do
wyrazenia przeswiadczenia, iz pojecie dwoisto$ci posiada cha-
rakter pojecia analogicznego. Podkreslenie tej sprawy wydaje
sie byé¢, z. filozoficznego punktu widzenia, wazne i ciekawe.
I, zapewne, nie tylko z filozoficznego punktu widzenia.

Zur Dualitéitssprob’Iematik in den formalen Wissenschaften (II)

Der Artikel betrachtet die fundamentalen Elemente der Dualitéts-
problematik in der Mathematik. Insbesondere gilt unsere Aufmerksam-

* 5 — Studia Phil. Christianae 6/1970/2
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keit der universalen Algebra, projektiven Geometrie und. Funktional-
analysis.

Im Bereiche der universalen Algebra diskutiert man die Dualitdt
der Axiome und Thesen; hier wird auch der Begriff der dualen Kate-
gorie gegeben. Es bezeichne K eine gegebene Kategorie. Die duale Ka-
tegorie K& definiert man wie folgt. Die Objekte der Kategorie K& sind
Objekte A&, welche sich in ein-eindeutiger Relation mit den Objekten A
der Kategorie K befinden. Dieses schreiben wir in der Form: A& A,
Analog, die Morphismen der Kategorie K& sind die Elemente a¥%, welche
sich in 1—1 Relation mit der Morphismen a der Kategorie K befinden.
Dieses schreiben wir so: a& a. Man setzt noch voraug, dass die Bedin-
gung a: A—sB dann und nur dann gilt, wenn die Bedingung a: B—A
gilt, und ausserdem ist die Multiplikation a& b& definiert dann und nur
dann, wenn die Multiplikation ba definiert ist und gleichzeitig die For-
mel: a& b& = (ba)® gilt. In der Kategorientheorie kann man auch liber
die dualen Operationen sprechen. '

Im Bereiche der projektiven Geometrie illustriert man die Duali-
tatsproblematik an zwei Beispielen, n&mlich an dem Satz von Pascal
und an dem Satz von Brianchon. An jener Stelle unterstreicht man
auch den metatheoretischen Aspekt des Begriffes der Dualitat.

Im Bereiche der Funktionanalysis operiert man mit verschiedenen
Begriffen wie: linear unabhangiges Vektorsystem, Vollstdndigkeit eines
Vektorsystems, Basis eines Vektorsystems, maximaler und minimaler
Unterraum, orthogonaes Komplement eines Unterraumes. Diese Be-
griffe sind in einem linearen Raum definiert und sind Beispiele fiir die
Dualitdt. Eine Menge heisst ein linerarer Raum, wenn in ihr zwei
Operationen definiert sind, ndmlich: die Addition der Elemente der
Menge E und die Multiplikation der Elemente von E mit reellen (oder
komplexen) Zahlen so, dasg die nachstehenden Bedingungen erfiillt
sind: 1° E ist eine additive abelsche Gruppe, 2° Die Mutliplikation
fihrt nicht aus E heraus, 3° Das Produkt des Einselementes mit einem
beliebigen Element der Menge E ist gleich diesem Elemente, 4° Die
Multiplikation der Elemente mit den Zahlen ist assoziativ, kommuta-
tiv und distributiv (beziiglich der Zahlen und Elemente der Menge E)
hinsichtlich der Addition. Man bemerkt, dass die formale Struktur der
dualen Satze dieselbe ist. Die Sdtze sind Exemplifizierungen eines und
diesselbes Schemates unter der Voraussetzung der ,,Wechselbedin-~
gung”. ) '

Es scheint, dass die Erforschung der ,,Wechselbedingung” im allge-
meinen Falle den Ubergang zu dem ,,Wesen” der Dualitdt erlaubt.

Die Dualitdt scheint mindestens zwei Aspekte zu besitzen: erstens
einen inneren, der die Objekte der Theorie betrifft, zweitens, einen



[23] ~ z PROBLEMATYKI DWOISTOSCI 67

externen, metatheoretischen, der sich auf die Eigenschaften der Theo-
rie bezieht. Man kann meinen, dass die genauere Ausarbeitung dieser
Problematik nicht ohne Ziel sein wird. Also sollte es dort um die ,,du-
ale” Betrachtung der Dualitidtsproblematik gehen.

All diese Bemerkungen erlauben uns zu der Schlussfolgerung zu
gelangen, dass wir im Falle der Dualitdt mit dem Begriff des analo-
gen Charakters zusammentreffen werden. Das ist wahrscheinlich inte-
ressant flir die Wissenschaft als auch fir die Philosophie.



