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I. Teoria zbiorów uporządkowanych jest w ykładana jako 
dział teorii mnogości lub jako fragm ent nieelem entarnego ra­
chunku logicznego zbiorów i relacji. Zostanie tu  wykazane, że 
elem entarną (czyli pierwszego rzędu) teorią zbiorów uporząd­
kowanych jest sylogistyka arystotelesowa 2.

II. Rozwiązania proponujem y wprowadzać w czterech eta­
pach. N ajpierw  (pod 1) zdefiniować elem entarne rachunki

1 W niniejszym  artykule zostały w ykorzystane między innym i: (1) ak- 
sjom atyka sylogistyki podana (na s. 124) w  A. Mostowski, Logika m a­
tematyczna, W arszawa—W rocław, 1948; (2) w ystępujące w  tym  samym 
podręczniku (rozdz. XIII) pojęcie przedm iotów  o danej bazie; (3) m eto­
dy morfologicznego definiow ania rachunków  zaw arte w H. Rasiowa and 
R. Sikorski, The M athematics of M etamathematics, W arszawa, 1963; (4) 
pojęcie konkatenacji w prow adzone aksjom atycznie (na s. 24—25) w  A. 
Tarski, Pojęcie praw dy w  językach  nauk dedukcyjnych, W arszawa, 1933;
(5) aksjom atyczna metodologia nauk  dedukcyjnych A lfreda Tarskiego;
(6) m etody posługiwania się strukturalno-opisow ym  m etajęzykiem  w y­
łożone w  R. M. M artin, T ruth  and Denotation, Chicago, 1958.

2 M amy tu  n a  m yśli sylogistykę bez negacji nazwotwórczej, zaw ie­
ra jącą  praw a kw adratu  logicznego, konw ersji i niezawodne tryby sylo- 
gistyczne.



w  sposób w tym  sensie czysto form alny, że w  oderw aniu od 
znaczeń, które ew entualnie są kojarzone z pierw otnym i w yra­
zami właściwymi tych rachunków  i bez ustalania zakresu 
zmienności znaków zmiennych. Następnie, w ydaje się celowym, 
z jednej strony (pod 2) określić w  języku zermelowskiej teorii 
mnogości pojęcie system u porządkowego, a z drugiej (pod 3) — 
pojęcie m odelu semantycznego, by w końcu (pod 4) wykazać, 
że właśnie system y porządkowe są modelami sem antycznym i 
określonych na wstępie rachunków .

1. E lem entarne rachunki t  i t*

Rachunki τ i τ* zostaną tu  określone w  oparciu o szereg 
definicji pomocniczych.

Df. 1 W m etajęzyku, k tórym  się obecnie posłużymy, n ozna­
cza u —n jest pierwszym , a u jest drugim  elem entem  w jednej 
z następujących par: („ ix”, „x” ), („igrek” , „y” ), („zet”, „z” ), 
(„A s”, „A” ), („Ós”, „O” ), („Is”, „ I” ), („Es”, „E” ),
(„neg”, („коп”, „ Л ” ), („im p”, („ekw ”, „ =  ” ),
(„ id”, „ =  ” ), („sig”, „Σ ” ), („p i”, „ П ” ), („Cn”, operacja lo­
gicznej konsekw encji), ( „ ^ ”, konkatenacja), („ake”,
(,rn l”, „(” ), („np”, „)” )

Df. 2 V =  ( ^  Z)W i.2(Z), gdzie Wi(Z) =  ΐχεΖ,
W2(Z) s  (Π νεΖ) [(v~akc)EZ], W i-2(Z) =  (Wi(Z)AW 2(Z)], 
ar(/~iX) φ(Χ) =  (П Х ) [cp(X)->asX], Klasa V będzie później 
(pod 3) interpretow ana jako klasa znaków zmiennych. Będzie­
m y również odtąd używali jako skrótów: igrek dla ix ^ a k c , zet 
dla ix^'akcr'akc

Df. 3 P  =  (As, Es, Is, Os}.
Df. 4 F  =  (im p, ekw, kon).
Df. 5 Q =  (sig, pi).
Df. 6 S =  (V, F, Q, (As, id, neg, nl, np}}.
Df. 7 S* =  (V, F, Q, P, (id , neg, nl, np}}.

Rodziny zbiorów S i S* możemy nazywać słownikami. A po­
niew aż sum a wszystkich elem entów rodziny S zaw iera się w su ­
mie w szystkich elem entów rodziny S*, o słowniku S* mówimy, 
że jest rozszerzeniem  słownika S.



Df. 8 Φ =  (ftZ ) W i-5(Z), gdzie:
Wi(Z) s  (Па,ЬгУ) [(a^id^bJeZ],
W2(Z) =  (Па,ЬеУ) [(AiTa~b)eZ],
Ws(Z) =  (ΠαεΖ) [(n eg ^ n l^ a^ n p ^ Z ],
W*(Z) =  ( I I oeF) (Πα,βεΖ) [(η1 '·'α~ηρ ''ρ ''η1 ''β ''ηρ )εΖ ], 
Ws(Z) =  (ПагУ) ( I l f eQ)

(ΠαεΖ) [(ni f a np ni a  ηρ)εΖ],
W i-5(Z) s  [Wi(Z) ... Ws(Z)].

Df. 9 Φ* =  ( λ Ζ) [Wi (Z) /4W 2*(Z)/4W 3(Z)/4W 4(Z)/\W e(Z)],
gdzie W2*(Z) =  (П а, ЬгУ) (n g sP ) [(g a b)eZ], a pozostałe wa­
runk i jak  w  Df. 8. Zbiory Ф i Ф* możemy nazywać klasam i 
form uł. A ponieważ Ф zawiera się w Ф*, o klasie Ф* mówimy, 
że jest rozszerzeniëm  zbioru Ф.

Df. 10 L =  (S/I>).
Df. 11 L* =  (SVl>*).

Obie pary  L i L* możemy nazywać językami. A ponieważ S* 
jest rozszerzeniem S oraz Ф* jest rozszerzeniem Ф, o języku L* 
mówimy, że jest rozszerzeniem języka L.

Df. 12 В =  {A s~ix~ix , n l^ A s^ ix ^ ig re k ^ k o n ^ A s ^ ig re k ^  
ix ~ n p ~ im p ~ ix 'H d^igrek , nl ' 'A s '' ig rek-^zet'4 
k o n ^ A s^ ix ^ ig re k ^ n p ^ im p ^ A s^ ix ^ z e t} .

Df. 13 D =  ( I s ^ ix ^ ig re k ^ e k w ^ n l^ s ig ^ e t^ n p ^ n l^ A s ^ e t ·^  
ix ^ k o n ^ A s^ z e fS g re k ^ n p , E s ^ ix ^ ig re k ^  
e k w ^ n e g ^ n l^ Is ^ x ^ ig re k ^ n p , O s ^ ix ^ ig re k ^  
e k w ^ n e g ^ n l^ A s^ ix ^ ig re k ^ n p ) .

Klasę D zamierzamy przy tym  rozumieć i stosować tylko jako 
zbiór odpowiednich tautologii logicznych skróconych według 
założonej zasady skracania:

n l^ s ig ^ c ^ p ^ n l^ A s ^ c ^ a ^ k o n ^ A s ^ c  ''b '^ n p ''p rzez  Is '^ a '4 
b, neg ~ nl '"'sig '"'c '"'np ' 'n i ' 'A s ' ' c ' ' a ' 'k o n ''A s ' '  с ' 'b ' 'n p

przez E s^ a ^ b , n e g '-'  n l^ A s ^ a ^ b ^ n p  przez O s^ a ^ b , dla 
wszelkich a, b, ceV.

Df. 14 τ =  (L, Cn, B).
Df. 15 T =  CnB.



Df. 16 τ* =  (L*, Cn, B u D ) ,
Df. 17 T* =  C n(B ^D ).
Trójki uporządkowane τ i τ* nazywam y rachunkam i lub te­

oriam i sformalizowanymi, a zbiory T i T* — klasam i tw ierdzeń 
tych teorii. Ponieważ B C B u D , a stąd C nB C C n(B uD ), czyli 
TCT*, o teorii τ* mówimy, że jest rozszerzeniem teorii τ. Roz­
szerzenie to zresztą jest nieistotne, tzn. Φ πΤ * =  T.

D efinicje Df. 14 — Df. 17 określają rachunki istniejące 
w  sposób abstrakcyjny. W postaci konkretnej mogą być przy­
toczone jedynie ich fragm enty. Oto, dla ilustracji, przykładowy 
fragm ent zbioru T* rachunku τ*:

B I. Axx.
B2. (А х у л  Ayx)->x =  y.
B3. (A yz/\A xy)->A xz.
D l. Ixy =  (Σζ) (Azx Azy).
D2. Exy =  ~ (Ixy ).
D3. Оху =  ~(A xy).
T l. (Α ζχΛ Azy)->Ixy, T leC n{D l).
T2. Axy—*Jxy, T2eCn{Tl, BI}.
T3. A xy-> ~(E xy), Τ3εΟη{Τ2, D2}.
T4 Е х у ^ О х у , Τ4εΟη{Τ2, D2, D3}.
T5. ~(Ixy)->-Oxy, Τ5εΟη{Τ4, D2}.
Τ6. (AzyA Α χ"'ζ)-^Α χ "у, Τ6εΟη{Β3)
Т7. (АгуЛ Α χ  ' ζ λ Α χ  "х)->(Ах " 'х л А х ' у), Τ7εΟη{Τ6}.
Т8. (A zyA (^x" ) (Ах "z А Α χ " χ )) -^ (Σ χ ')  (Ах'"хА А х'"у), 

Τ8εΟη{Τ7).

T9. (AzyЛ Izx)->Ixy, Τ9εΟη{Τ8, D l) .
TIO. Ixy  s  lyx , Τ10εΟη{Τ9, B l) .
T i l .  Exy =  Eyx, Τ11εΟη{Τ10, D2}.
T12. A x y ^ Iy x , Τ12εΟη{Τ2, TIO).
T13. Exy—vOyx, Τ13εΟη{Τ4, T l i ) .
T14. (Ayz Λ Oxz)->Oxy, Τ14εΟη(Β3 ,D3).
Τ15. (OzyAA zx)-*Oxy, Τ15εΟη(Β3, D3).
T16. (EzyΛ ίχζ)—̂Oxy, Τ16εΟη(Τ9, D2, D3).
T17. (Eyz AAxz)->Exy, T17eCn{T9, D2).



T18. (EzyA Axz)->Oxy, Tl8eCn{T16, T2}. 
T19. (Eyzл Axz)->Oxy, T19tCn{T18, T li} . 
T20. (EyzA lxz)^-O xy, T20eCn{T16, T li} . 
T21. (Е г у л Axz)—>-Exy, T21tCn(T17, T li} . 
T22. (Izya Azx)->-Ixy, T22eCn{T21, D2}. 
T23. (AyzAEzx)->-Exy, Τ23εϋη{Τ17, T li} . 
T24. (Iyz a A z x ) —>-Ixy, T24fCn{T22, T10}. 
T25,-(Eyz Alzx)-*Oxy, T25eCn{T20, T10}. 
T26. (A yzΛ Exz)—>-Exy, T26sCn{T23, T li} . 
T27. (AzyΛ Ixz)—э-Ixy, T27fCn{T9, T10}. 
T28. (EzyAIzx)—>-Oxy, Τ28ε(Ιη{Τ16, T10}. 
T29. (Azyл Axz)—>-Ixy, Τ29εΟη{Β3, T2}. 
T30. (A yzA E xz)^O xy, T30tCn{T26, T4}.

, T31. (EzyΛ Azx)->Oxy, T3DCn{T28, T2}. 
T32. (Ayz A Azx)->-Ixy, T32eCn{T29, T10}. 
T33. (AyzAEzx)->Oxy, T33sCn{T30, T li} . 
T34. (EyzAAzx)->Oxy, T34fCn{T25, T2}.

2. System y porządkowe

Pojęcie system u porządkowego zostanie tu  wprowadzone 
w  oparciu o szereg definicji pomocniczych.

Df. 18 Rodzinę w szystkich zbiorów, których istnienie jest 
zagw arantow ane na gruncie zermelowskiej teorii mnogości 
przez istnienie zbioru U, nazywamy rodziną zbiorów na ba­
zie U i oznaczamy symbolem Zu. (W takim  razie np. U fZU( 
2υεΖυ, υ ηεΖυ, Χ<=:22υ^ Χ εΖ υ , U ^ 2 ut'Zu;- itd).

Df. 19 SystRelu =  {(X, R ): ΧεΖυ a X ^ A a R c X 2}.
Zbiór SystRelu nazywam y klasą systemów relacyjnych na 

bazie U z jedną relacją dwuczłonową. Jeżeli przy tym  
(X, R)fSystR elu, to pierw szy elem ent tej pary, X, nazyw am y, 
uniw ersum  system u relacyjnego. Przykładam i system ów rela- 
cyjnych określonych w Df. 19 są chociażby te oto pary :

SI. (Xi, R i^ S y stR e lu i, gdy baźą Ui jest zbiór wszystkich 
liczb rzeczywistych, uniw ersum  X i stanowi klasa liczb natu -



ralnych, a Ri jest relacją niewiększości obciętą do uniwersum, 
czyli Ri — { (x, y)sX 2:x^ y } .

52. (X 2, R 2 )£SystRelu2 , gdy bazą U 2 jest klasa ludzi, uni­
wersum  X 2 =  2U2, a R2 =  {(x, y}fX 2: x  y}.

53. (Хз, R3)£SystRelu3, gdy bazą U 3 jest klasa form uł Ф 
określona w Df. 8, X 3 =  {Ηε2^: CnH =  H}, a R 3 =  {(G, H) 
*X*:G CnH).

54. {Х4, R4)eSystR elu4, gdy U4 =  X 4 jest zbiorem  w szyst­
k ich  pracow ników , pow iedzm y ATK, a R4 =  {{x, y)eX  } ' x  jest 
zw ierzchnikiem  y-ka}.

55. {Х5, R5}eSystRelu5, gdy Us jest n-elem entowym  (n> 3) 
zbiorem określonych przedmiotów, Xs =  {ai, аг, аз}, gdzie ai, 
аг, a3sU5 i Rs =  {(ai, a i) , (аг, аг), (аз, аз), (ai, аг), (аг, аз), 
(аг, аз)}.

56. (Χβ, Re ) eSystRelu6, gdy Ue jest klasą zdarzeń w okre­
ślonym przedziale czasu, o =  {(x, y )e U | : x, у  przebiegają rów ­
nocześnie}, Χβ =  Ue/ρ (klasa ilorazowa bazy względem relacji 
współwystępowania zdarzeń), Re =  {(G, H )eX |:(2xeG ) (SysH) 
(x przebiega nie później niż y)}.

Df. 20 zwr(X) =  {Re2X2: (ПавХ) ((a, a)eR)}.
Zbiór zwr(X) nazywamy klasą relacji zwrotnych w zbiorze X.

Df. 21 antysym(X) =  (Rs2x2: (Па,ЬеХ) ((a,b),(b,a)eR->- 
—>a =  b)}.
Zbiór antysym(X) nazywam y klasą relacji antysym etrycznych 
w zbiorze X.

Df. 22 przech(X) =  {Rs2x2: (na,b ,m eX )((m ,b),(a,m )8R ->  
-*-(a,b)eR)}.
Zbiór przech (X) nazywamy klasą relacji przechodnich w zbio­
rze X.

Df. 23 porz (X) =  zw r(X )^ antysym (X )i~vprzech(X).
Zbiór porz (X) nazywam y klasą relacji porządkujących3 zbiór X.

3 Relacje nazw ane tu  porządkującym i są czasem nazyw ane w  lite ra­
tu rze logicznej relacjam i częściowo porządkującym i w  odróżnieniu od 
tych, które będąc zwrotnym i, antysym etrycznym i i przechodnim i są po­
nadto spójnym i. Z innych względów są one też nazyw ane relacjam i sła­



Df. 24 SystPorzu =  {(X , R)if SystRelu : Reporz(X)}.
Zbiór SystPorzu nazywamy klasą systemów porządkowych na 
bazie U. Podane pod S I—S6 przykłady systemów relacyjnych, 
jak łatwo sprawdzić, są równocześnie przykładam i systemów 
porządkowych.

3. Semantyczne modele zbioru form uł

Określenie modelu (3.6) zostanie poprzedzone omówieniem kil­
ku niezbędnych pojęć: reprezentow ania (3.1), wartościowania 
(3.2), denotowania (3.3), spełniania (3.4) i prawdziwości (3.5).

3. 1. Pojęcie reprezentowania

Przyjm ujem y, że ogólnie rzecz biorąc, reprezentowanie jest 
niepustym  iloczynem kartezjańskim  o umowie ustalonej lewej 
i praw ej dziedzinie. Przedm ioty należące do lewej dziedziny 
relacji reprezentow ania nazywamy znakami zmiennymi, 
a przedm ioty należące do jej praw ej dziedziny — wartościam i 
zmiennych.

Df. 25 Tu przyjm ujem y umowę, że relacją reprezentowania 
jest iloczyn kartezjański VXX,‘ gdy X jest uniw ersum  do­
wolnie wybranego system u relacyjnego (V jest określone 
w Df. 2).

3. 2. Pojęcie wartościowania

W artościowaniem, w ogóle, nazywamy każdy niepusty pod­
zbiór relacji reprezentowania będący funkcją określoną na 
zbiorze wszystkich znaków zmiennych (określoną na lewej 
dziedzinie relacji reprezentowania). W takim- razie (i w  na­
stępstwie Df. 25) otrzym ujem y:

Df. 26 W artościowaniem jest każdy elem ent klasy odwzo­
rowań X v, gdy X jest uniwersum  dowolnie wybranego syste­
m u relacyjnego. (Stąd X v jest klasą wartościowań).

bo porządkującym i w  odróżnieniu od relacji asym etryczno-przechodnich 
(porządkujących bez pętli, czyli przeciwzwrotnie).



3. 3. Pojęcie denotow ania

In terp re tac ją  bądź denotowaniem, w  ogóle, nazyw am y um ow­
nie ustalony niepusty zbiór pa r uporządkow anych będący 
funkcją różnowartościową o lewej dziedzinie rozłącznej wzglę­
dem lewej dziedziny reprezentow ania. E lem enty lew ej dzie­
dziny in terpretacji nazyw am y znakam i stałymi, a elem enty 
praw ej dziedziny tej funkcji — denotatam i stałych. Tu zin ter­
pretu jem y jedynie pierw otne stałe specyficzne rachunków  τ 
i  τ*; in terp retacja  bowiem ich pozostałych znaków stałych jest 
zdeterm inow ana w  znany sposób.

D f.,27 φ =  {(As, R )}, gdzie R jest relacją w dowolnie w y­
b ranym  system ie relacyjnym .

3. 4. Pojęcie spełniania

Spełnianie jes t relacją  czteroczłonową zachodzącą m iędzy 
form ułą, system em  relacyjnym , in terp re tac ją  i  w artościow a­
niem. Oznaczamy ją  sym bolem \ =  ,a napis (X, R ) a czy­
tam y: „form uła a jest spełniona w  system ie relacyjnym  (X R) 
przy in terp retacji φ i w artościow aniu ω”. P rzyjm ując sym ­
bol Wa na oznaczenie zbioru w szystkich zm iennych wolnych 
w form ule et, spełnianie defin iujem y indukcyjnie:

Df. 28 (X, R ) ((X , R ), Ψ, ω, Y}eSystRelu X {((A s,
R )}}X X VX <I’A ( (X, R ), φ, ω, 7 )E(r»Z)Wi-e(Z), gdzie:

Wi(Z) =  ( I I a, bsV) [((X , R ), φ, ω, a^ id '- 'b jeZ  =  <o(a) =  co(b)], 
W2(Z) =  ( I I a, beV) [((X , R ), φ, co, A s ~ a ~ b ^ Z  =

^  (co(a), oi(b) >eR],
.Ws(Z) s  (ΠαεΦ) [((X , R ), φ, co, n e g ^ n l^ a ^ n p js Z  =

=  ((X , R ), φ, co, «) ^ Z],
,W4(Z) s  (Π αβεΦ )[((X, R ), ф, co, n P a ^ n p ^ im p ^ n l^ ß ^ n p )εΖ =  

=  ((<X, R ), Φ, co, u) i, Zv ( (X, R ), φ, co, β)εΖ)], 
\ ν 5(Ζ) =  (ΠαβεΦ)[<(Χ, R ), φ, ω, η η α ^ η ρ ^ ο η ^ η 1 ' 'β 'Ληρ)εΖ  =  

(({X, R ), Φ , со, «)εΖ ((X , R ), φ, ω, β)εΖ], 
Λν6(Ζ)=(ΠαβεΦ)[{(X, R ), φ, co, n l ^ a ^ n p ^ e k w ^ n l^ ^ n p je Z ^  

= (< <x, R ), ч·, ω, α )ε Ζ = ((Χ , R ), φ, со, β)εΖ)],



\ντ(Ζ)=(Π αεΦ ) ( Π ν ε ν — Wot) (IlfeQ ) [( (X , R ), «p, ω, η Γ ί ^  
η ρ ^ η ΐ^ α ^ η ρ ) εΖ =  ( ( ( X, R ), φ, ω, α)εΖ)], 

W8(Z)=(Ilc^I>) (IlvsW a) [( (X , R ), φ, ω, n l^ sig-^v^ np^nl 
α^ηρ)εΖ  =  (EasX) ( ( (X , R ), φ, ω — {{ν , ω (ν))}'ν  

ν^ {(ν , a )} , α)εΖ)],
W9(Z) =  (IIa 8 ® )(n v E W a )[{{X ; R ), φ, ω, nl/' p i rV '^ ip '4iil/v .. 

α/,'η ρ )εΖ = (Π 3 εΧ ) ( ( (X , R ), φ, ω —  { (ν ,  ω (ν)}}^  
^ { ( ν ,  a ) } ,  β )εΖ)] ,

W i-9(Z)=W i(Z) ... Wo(Z).

•3. 5. Pojęcie prawdziwości w  system ie relacyjnym

K lasę form uł należących do Φ prawdziwych w· system ie re­
lacyjnym  M przy interpretacji φ oznaczamy sym bolem  E(M, φ) 
i  odpowiednio dla Φ* —  sym bolem  E(M, φ)*.

D f. 29 Μ =  (X , R )A M 8S ystR elu A 9 =  {(A s, R )} ->
-*E(M , φ) =  (αεΦ: (ΠωεΧ^) (Μ 1 =  а)}.

D f. 30 Μ =  (X , R )A k l£ S y stR e lu A φ =  {(A s, R }}->
->E(M, φ)* =  {αεΦ*: (Π ω εΧ ν ) (Μ 1 =  а)}.

3. 6. Pojęcie sem antycznego m o d elu 4 dla zbioru form uł

K lasę modeli na bazie U  dla zbioru formuł ΖΟΦ* oznaczamy 
sym bolem  Ku(Z).

D f. 31 Ku(Z) =  { (X , R )eSystR elu  :
Ψ  —  { (A s, R )}A Z C E ((X , R ), φ)*}.

4 Na użytek logiki rozróżnia się zwykle m odele sematyczne, syntak- 
tyczne i algebraiczne. (Zob. np. L. Apostel, Towards the Formal S tudy  
of M odels in  the N onform al Sciences, w : The Concept and the Role of 
the  M odel in  M athem atics and N atural and Social Sciences, D ordrecht, 
1961). M odele sem atyczne czasam i utożsam ia się z tzw. sem im odelam i 
(system am i relacyjnym i przyporządkow anym i danem u rachunkow i przez 
określone relacje  sematyczne) lub  naw et z sam ym i system am i re lacy j­
nymi. Rozróżnia się też niekiedy m odele sem atyczne jedno- i w ieloza- 
kresow e (zależnie od ilości uniw ersów  w  jednym  modelu).



4. Systemy porządkowe jako modele rachunków τ i t*
Korzystając z pojęć dotąd wprowadzonych możemy już 

ściśle odnotować podstawowe twierdzenie pracy, że modelami 
rachunków τ i τ* są systemy porządkowe: К и(Т) =  К и(Т*) =  
=  SystPorZ(j. Dowód tego twierdzenia oprzemy na kilku le­
matach.

LI. CnE(M, q>)e(E(M, <p), gdzie Μ =  (X, RjeSystRelu i Ф =  
=  {(As, R}}.
Dla dowodu tego lematu zauważmy, że jeżeli aeCnE(M, φ), bo 
istnieją: ß, (n l''ß ''np ''im p^n l^a ''np )8E (M , φ), to 1°. (ΠωεΧν) 
(M fipS β) oraz 2°. (ΠωεΧν) [M ^ Ś  (п Г ß~np~im p~nl~a~np)], 
czyli 3°. (ΠωεΧν) ( Μ | ^  ß - ^ M ^ a )  i —wobec 1° i 3°— 
αεΕ(Μ, φ). Podobnie, jeśli veV występuje w formule a jako 
zmienna wolna i αεΟηΕ(Μ, φ), bo istnieje βεΕ(Μ, ф) ze zmien­
ną trV  wolną w β, przy czym β tym tylko się różni od a, że 
w formule β występuje zmienna t jako wolna na wszystkich 
tych miejscach, na których występuje w a zmienna wolna v, 
to αεΕ(Μ, φ).

L2 . BCD E(M, φ) =  T CE(M, φ) , Μ =  (X, R)8SystRelu, 
Φ =  {(As, R)}. Zauważmy bowiem, że: BezE(M, φ) =  
=CnBcCnE(M, ф)=СпВСЕ(М, ф)=ТСЕ(М , 
ф), bo LI i Df. 15.

L3. Ки(В) =  Ки(Т), bo Df. 31 i L2.
L4. Ku(B) =  Syst.Porzu, bo:

(X, R )8K u(B )= (X , R)8SystReluAç =  {(As, R)}A'BCE((X, 
R)> Φ) — (X> R jfSystR eluA ^ =  {(As, R )}д (As'^ix/^ix)8E((X, 
R)> ф)Л (nl'^As'^ix'^igrekT^kon'^As'^igrekr'ix'^np'^imp^ixr'id 

igrek)8E((X, R), ф )д (nl^AsfMgrekAzetf^kon^As^ixf^igrek^ 
np'^imp/^As/̂ ixv>zet)8E((X, R), φ) =  (X ,R)εSystReluΛφ =

=  {(As, R) }A (ΠωεΧν)((Χ, R ) As^i x^i x)  (Π ω εχν)[(χ ,
R } 1 1 ^  (η1~As'^ix'^igrek'-' k o n ^ A s^ g re k ^ ix '^n p ^ im p ^ ix 'i 'id ^  

igrek)]A (ΠωεΧν)[(Χ, R)|[cp(Ci> (nl~As/"igrek~zet'~4k o n ''> A s~  
ix ^  ig re k '^ n p ''im p ^ A s ^ ix ^  zet)] =  (X, R)εSystReluΛφ =  

=  {(As, R )}λ (ΠωεΧν)((ω(ϊχ), co(ix))8R)A (Πα>εχν)[(Χ, 
(A s^ix^igrek)л  (X, R ) |foZ7 (A s~igrek~ix)^-(X, R ) ( i *~ 

id ~igrek)] A  ( Π ωεΧν) [ ( X, R ) | { =  (A s^igrek^ zet) Λ ( X, R )



(As~ix~igrek)->-{X, R)j{ ćp7ćo" (A s^ix^zet)j =  (X, R jeSystR elyA  
Λ φ  =  {(As, R )} (ΠωεΧν)(Πα =  co(ix)((a, а)гН)/ч(ПсоеХу)- 
[(ω(ΐχ), w(igrek) ), (co(igrek), <o(ix)) tR —>ω(ίχ) =  w(igrek)] A  
д  (IIcûEXv [(œ(igrek), <w(zet)), (ω(ίχ), oj(igrek))eR->{co(ix), 
co(zet)) eR] s  (X, R jeSystR eluA T  =  ({As, R) }д (П аеХ )((а ,  
a )e R )A (Г1шеХу)(П а =  co(ix))(f[b =  ®(igrék)}({a,b), ( b ,a ) s R ^  
—>-a =  Ь )Л  (Пс1№Ху)(П а =  а>(1х))(ПЬ =  o>(zdt))(nm =  w(igrek)) 
((m ,b), (a ,m )fR ^ (a ,b )e R ) =  (X, R } eSystReluA T =  {(As, 
R )}A (riaeX )((a , a )eR )A (IIa , beX)((a, b ), (b, a)sR->-a =  b )A  
д ( П а ,  b, meX)((m, b), (a, m )e R ^ (a , b)fR ) =  (X, R )eSyst- 
ReluA Reporz(X) =  (X, R)eSystPorzu.

L5. Ku(T) =  SystPorzu, bo L4 i L3.
Ponieważ jednak klasa tw ierdzeń T* różni się od klasy T tylko 
tym , że niektóre tezy należące do T są w T* powielone przez 
dokonanie jedynie odpowiednich skrótów — również dla ra ­
chunku τ* obowiązują lem aty  analogiczne do L I—L5:

LI*. CnE(M, φ)*εζΕ(Μ, φ)*, Μ =  (X, RjeSystRelu, 
φ =  {( As, R ) }.

L2*. B^DCE(M , φ)* =  Τ*θΕ(Μ, φ)*, Μ =  (X, R)ESystRelU( 
φ =  {(As, R)}.

L3*. K u(B oD ) =  Ku(T*).
L4*. K jj(B'-'D) =  SystParzu.
L5*. Ku(T*) =  SystPorzu.
III. Ostatecznie więc następstw em  lem atów L5 i L5* jest 

tw ierdzenie, że Ku(T) =  Κυ·(Τ*) =  SystPorzu- Jeżeli przeto 
utożsam iam y sylogistykę arystotelesow ą z teorią τ*, to okazuje 
się, że jest ona elem entarną teorią systemów porządkowych.

IV. An E lem entary Theory of O rdered Sets
(summary)

The m ain  thesis of this p ap e r is the aristo telian  syllogistic to be an 
elem entary  theory of ordered  sets. In  o rder to  prove th is thesis are gi­
ven : firs tly  the definitions of tw o fixed calculi τ and τ* of the  firs t 
order, fa r th e r  the definitions of the notions of a rela tional system  and 
a n  ordered set, subsequently  the definition of a notion of a  sem antical 
model, and finally  on the basis of these definitions and A lfred T arsk i’s 
ax iom atical methodology is  given the proof of the m ain thesis.


