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DEFINICJA 1 DOWOD INDUKCYJNY A RELACJE
ANCESTRALNE

I, Wstep. II: 1. Ustalenia pomocnicze: 1.1-terminologiczne, 1.2-lematy.
2. Twierdzenia wyréznione: 2.1 O zwigzkach definicji indukeyjnej
z relacjami ancestralnymi; 2.1.1 O réwnowazno§ci miedzy postaciami
uwiklang i normalng?! definicji indukcyjnej; 2.1.2 Przeklad definiensa
rowno$ciowej definicji rekurencyjnej na jezyk denotujacy relacje an-
cestralne; 2.1.3 Warunki indukecyjnego definiowania pola relacji nie-
przechodniej. 2.2. O powigzaniach indukeji matematycznej z relacjami
ancestralnymi. III. Zakonczenie. IV. Summary.

I. Definicja i dowdd indukeyjny — podobnie jak w matema-
tycznych dociekaniach systemowych — na uzytek logiki oka-
zaly si¢ roéwnie niezbednymi narzedziami badan i elementa-
mi konstrukecji metasystemowych. O istnieniu wzajemnych
powigzan miegdzy relacjami ancestralnymi a definicjg reku-
rencyjng i indukcjg matematyczng wspominaja Tadeusz Cze-
zowski 2, Kazimierz Ajdukiewicz 3 i Ludwik Borkowski ¢ Sproé-

1 Definicje normalng (rownosciows), do ktorej daje sie sprowadzié
definicja indukcyjna sformulowana w postaci definicji uwiklanej, be-
dziemy réwniez nazywaé definicjg indukcyjng (normalng). Por. A. Grze-
gorczyk, Zarys logiki matematycznej, wyd. 2, Warszawa 1969, s. 217.

® Tadeusz Czezowski, Logika, Podrecznik dla studiujgcych nauki fi-
lozoficzne, wyd. 2, Warszawa 1968, s. 161-—164.

3 Kazimierz Ajdukiewicz, Logika pragmatyczna, Warszawa 1965,
s. 67—T71.

4+ Ludwik Borkowski, Logika formalna, Systemy logiczne, Wstep do
metalogiki, Warszawa 1970, § 3.9 rozdzial V.
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bujemy niektéore z tvch zwigzkow oupisa¢ na przykladzie
i w ograniczeniu do- relacji binarnych.

II.1. Ustalenia pomocnicze:

1.1 Z dowoclnej relacji binarnej R — przez wielokrotne sto-
cowanie iloczynu wzglednego (R;R;R:.;R:..) — tworzymy
potegi tej relacji. Suma wszystkich takich poteg stanowi
mocng relacje ancestralna reiacji R, oznaczang symbolem
»R.o . Slabg relacje ancestralng relacji R — ktérej znakiem
jest ,Rg” — otrzymujemy przez dodanie do R,, relacji iden
tycznosci I (czyli Re¢ = R, v« I). Dla uscilenia tych wy
jasnien przytcczymy definicje, ktére majg jednocze$nie sta-
nowi¢ ustalenia terminologiczne dla pézniejszych twierdzen.
W definicjach tych wprowadzimy symbol , R(A)” na oznacze-

nie R-obrazu zbioru A. ,,P(R)” — na oznaczenie pola relacj
R, ,przech” — dla zbioru relacji przechodnich we wiasnym
polu, ,sp” — dla zbioru relacji spéjnych we wilasnym polu,
»ellg” — dla ztioru elementéw pierwszych3 relacji R
»ming’’ — dla zbioru elementéw minimalnych relacji R
i ,maxg” — dla zbioru elementéw maksymalnych relacji R
Dl1. y€éR(A) = ZxRy.
xCA
D2. xR y = II[x6AAR(A) C A—>yECA]
A
D3. xR,y = [I[x€AAR(A)C A—yER(A)]
A .
D4. y¢P(R) = Z(xRy VyRx).
X
D5. R¢przech = II (xRyAyRz—xRz).
X.y,Z
D6. Résp = Il(x = yv xRyv yRx).
x,y€P(R)

5 Zbior elementéw pierwszych moze byé nie tylko pusty lub jedno-
elementowy. Kazdy element pola relacji cyklicznej jest jej elementem
pierwszym,
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D7. x€elly = x6¢P(R)AILT (x == z—>xRz).
zEP(R)
D8. xCming = xC¢P(R)A Ll (zZRx—x = z).

D9 x€maxy = x€P(R) /\l’} (xRz—x = z).

1.2 Lematy: Zwigzki, ktorych ujawnienie zapowiada temat
artykutu, zostang opisane w twierdzeniach osobno wyréznio-
nych. Dowody tych twierdzen wymagaja jednak uprzedniego
wvkazania niektérych lematow. Zamierzamy przy tym posle-
giwac sie zalozeniowg metodg Jerzego Slupeckiego zmodyfiko-
wang przez zastgpienie w niej reguly O gentzenowskg?® re-
gulg opuszczania matego kwantyfikatera.

L1. RgR,,, bo:
1. xRy, zalozenie dowodu
11'.12 );%G(IZ)C A } zalozenia dodatkowe
1.3 y€R(A), bo DI, 11i 1.1
2. XCAAR(A)C A—>yCR(A), bo 1.1 1.2 1.3
3. xR,.y. bo 2, DII, D3.

L21 PRCPR,, bo:
1. x€PR. zaloz.
2. XXRvvIyRx, bo D1 i1
Yooy
3. xGPR,,. bo 2,L1 i D4.

L22 PR,,C PR, bo:
1. x€PR, zaloz.

v Wedle dyrekiywy opuszczania kwantyfikatora egzystencjainego —
ktora sformutowal Gerhard Gentzen w Untersuchungen iiber das logi-
sche Schliessen, ,Mathematische Zeitschrift”, Bd 39, Berlin 1935 —
2z formuly A rozpoczynajgcej sie malym kwantyfikatorem wynika wy-
razenie W, gdy W wynika z pewnej formuly B powstalej z A przez
opuszczenie pierwszego w A kwantyfikatora wraz ze zmienng przy
nim zanotowana i zmienna zwigzana malym kwantyfikatorem poczat-
kujgcym formule A nie jest wolna w wyrazeniu W,
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2. IxR,yVvEyRpox, bo 1 i D4
v y
1.1 2xR,,y, zaloz. dod.
y
1.1.1 xR,.y, zaloz. dod.
1.1.2 IT(x¢€AAnRAC A—vCRA), bo 1.1.1 i D3
A
1.1.3 x6{x}AR{x)) € {x}—>yER({x}),z Ollwl.12
1.14. R({x})) ¢ {x}—> yER({x})), bo 1.1.3 i x = x
1.1.5 II(xRy—x = y)->xRy, ko 1.1.4 i D1

y
1.1.6 ~ ZxRy—S(XRyA x #£y), bo 1.1.5 i xRy
y y :
—3xRy
y :
1.1.7 ~ZxRy—ZxRy, bo 1.1.6
y y :
1.1.8 xRy, bo 1.1.7 i (~p—p)—p
y
1.2 x¢PR, bo 1.1, 1.1.1-1.1.8 i ,y” nie jest wolne
w 1.1.8
2.1 ZyR,.x, zaloz, dod.

y
2.1.1 yR,oX, zaloz. dod.
2.1.2 yéPIAR(PI)& PI-»x€R(PI), z 2.1.1, D3, Ol
2.1.3 xGR(P]), bo 2.1.2, 3z =y, Ilz€¢P]
z z
2.2 x€PR, bo 2.1, 2.1.152.1.3, D1 i D4

3. x¢PR, bo 2, 1.1512 1 2122,

L2. PR,, = PR, bo L2.1 i L22.
L3. Ry = R,,wl, bo:

1.1 xRpyvx =y I

1.2 x€A zaloz,
1.3 RACA ]
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1.1.1 xR,.y, zaloz. ded.
1.12 xtAARAC A-yERA, bo 1.1.1, D3, OII
1.1.3 y6RA, bo 1.1.2, 1.2, 1.3
114 y€¢A, bo 131113
1.2.1 x =y, zaloz. dod.
122 yCA, bo 1.2 i 121
1.4 y€A, bo 1.1, 1.1.15114 i 121122

1. (xR,yvx = y)AXCAANRACASYEA,
bo LIA12A13->14

Ry, v I€Rx, bo 1, DII, D2

21 xR y
22 x=£y
2.3 x€A
24 RACA

N

zaloz.

2.5 XE{X}URA/\R({X} vRA)C {X} vRA->yvE{x]URA,
bo 2.1, D2, OII
2.6 x6¢{x}URA, bo x=x
2.7 R({x}wRA) ¢ {x} URA, bo R(XvY) = RXURY,
X € Y>RX&L RY, 24,23
28 x=y y€&RA, bo 25, 261i 2.7
2.9 y€RA, bo 2.8 i 2.2
3. xR Yy A XAY A XCA ARA € A-yERA, bo 2.1A
22,A2.3A24-29
4. R 4C Ryovl, bo 3,DII, D3
5. Rg =R,owl, bo 2 i 4.
L4.1 xCellz—»RvI){z}) = PR, bo:
1. x€elly, zaloz.
2. x¢PR .
3. I [2€PR->(x7~2—>xRz)] } bol 1 D7
4. PRe (Rv]) ({x}), bo 3 i D1
1.1 y&R 1) ({x}), zaloz. dod.
1.2 x=yw xRy, bo 1.1 i D1
1.3 y€PR, bo 1.2, 2 i D4
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L4.
. B

6.

L7.
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5 (Rul)({x}))=PR, bo4ill-13

L4.2 (RuI)({x}) = PR—>xCelly, bo:
1. (Ru]) ({x}) = PR, zaloz.

2.

[¥V]

XéPR, bo 1 i x=x
1.1 yé¢PR
12 ié:iy } zaloz. dod.

13 x=ywvw xRy, bo 1111

1.4 xRy, bo 1.3 i 1.2
{xs£y—>xRy), bo 1.1 A 1.2514
YEPR

4. x€ellg, bo D7, 21 3
xCelly=(RoD({x))=PR, bo L4.1 i L4.2

C R« (B}, bo:

1. x€B, zaloz.

9

o

xR« x, z D2

3. x€Rx (B), bo DI, 1, 2.

R 4 Eprzech, bo:

1.

o N ™ o O s B

XR.*. yl .
YR z| zaloz.
. X6AARA ¢ A—y€A, bo D2, 1, 011
. y¢A RA A—z€A, bo D2, 2, 011
xCAARAQA—>zCGA, bo 31 4
. xRy z, bo DII do ,,A” w 5 i D2.
po€przech, bho:
- XBpoy | zaloz.
YRpz |
. XA A RA € A>y€RA, bo 1, D3, 011
. yéA ~ RA € A—zERA, bo 2, D3, 011
1.1 x€A [ .
12 RAC A ' zaloz. dcd.

1.3 y€RA, bo 3, 1.1, 1.2
14 y€A, bo 1.2, 1.3
15 z€RA, bo 4, 14 12

. XxRpez, bo 1.1—1.5, D3.
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L8.1 Ry (R x(B)C Rx(B), bo:

1. y€R¥: (R4 (B)), zaloz.
2. ZxRx v, bo D1 i 1
xCRx (B)
1.1 x6R« (B) )
1.2 xRy v |
1.3 2zRy x, bo 1.1 i DI
zGB
1.1.1 z¢B 1
112 zZRxx |
1.1.3 zRp y, bo L6, 1.1.2 1 1.2

zaloz. dod.

zatoz. dod.

1.1.4 vGR4 (B), bo DI, 1.1.1 i 1.1.3
14 yéRy (B) bo 1.3, 1.1.1—1.1.4 i 2"

w 131114

109

nie jest wolne

3. y¢R4 (B), bo 2, 1.1—1.4 i X" nie jest wolnew 2 i 1.4.
L8. R (R, (B)) = Rx (B), bQ 1L8.1L5 i X¢ Y->RXC RY.
L9. R(Rx(B)) ¢ R (B), bo:

1. yeR(R 4 (B)), zaloz.
2. ¥xRy, bo 1iD1
x€ER 4 (B)
1.1 x€CR g (B) l
1.2 xRy
13 RC Ry, bo L11iL3
14 xRxy, bo 1.2 1 1.3
15 yER « (R4(B)). bo D1, 1.1 1 1.4
1.6 yéR4 (B), bo L8 i 1.5
3. y¢R % (B), bo 2, 1.1 A 1216

zatoz. dod.

L10.1 R¢przech»R , = R, bo:

1. Ré€przech, zaloz.

2. II[Z(xRz A zRy)—>xRy], bo 1 i D5
Xy Z
1.1 xRy, zaloz. dod.

1.2 LI(XGA/\ RA ¢ A-—»yERA), bo D31 1.1

1.3 x€{x}VR({x)A

R({x} v R({x})) € {x} vR({x})=>yEeR{{x} vR({x})), 1.2
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1.4 x€{x)vR({x}), bo x =X
1.1.1 wéR({x]}wvR({x})), zaloz. dod.
1.1.2 El(xzz v xRz) A zZRw], bo D1 i 1.1.1

1.1.3 3zRw v X(xRz A zRw), bo 1.1.2
z=Xx z )
1.14 xRw, bo 1.1.31 2
1.15 w €{x}wR({x}), bo 1.1.4 i D1
1.5 R({x}vR({x}) € [x} v R({x}), bo 1.1.1-1.15 °
1.6 yeR({x}wR({x})), bo'13, 14, 15
3. Rp@ R, bo 1116 i R({x}vR({x})C R({x))
(bo 1.1.1—1.1.4)
4+ Ry, =R, bo 3 i Ll
L16.2 R,, = R—Réprzech, bo LT
L10. R, = R = Réprzech, bo L10.1 i L10.2
L11. Résp—min, C ellg, to:

1. Ré&sp, zaloz.
1.1 zCming, zaloz.dod.

12 z¢PR I

1.3 I (xRz— = z) bo 1.1 i D8
x |

14 Il(x=z w xRz v zRx), bo 1,D6,1..
xX¢PR

15 xéPR-»(x =z xRz zRx), z Oll w 1.4
1.6 xRzsx =12z, z OIl w. 1.3

1.7 xéPR—>(x=zwzRx), bo 151 16

1.8 z€elly, bo 1.2, DIl w 1.7 i D7

L12.7 x€minga Sémax |, ~2Rp0—>XEming. bo:
1. x€miny |
2. Sémax ¢, 2R |

e S

zaloz.

7 Lemat L12 stwierdza, ze kazdy element minimalny relacji maksy -
malnej wéréd spojnych podzbiorow meceno-ancestralnej relacji utwo-
rzonej z R jest elementem R-minimalnym,
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X fmink, zalozenie dowodu niewprost
S€sp , -

SC R, ko D9 i 2
INTCRsATép SCT-»S=T)

T

x€ellg, bo L11, 411

x€PS, ko 1 i D8

xCPR, ko 8, 51 L2

10. %’(ZRXA x=£z), bo 3, D8 i 9

I

L xS

1.1 zRx
1.2 x=#z
1.3 lI(zSx—x=z), to D8 i 1

zatez. dod.

1.4 ~25x, bo 1.3 1 1.2

15 (z,x)€{(uy):uSyvw(u=zAy€PS)}, bo z=z i 8

1.6 {(uy):uSy v (u=z A yePS)} € R),, ko 5,1.1L1,
.D7 1 L7

1.1.2¢ (uy) {(uy): uSyv(u=zAyEPS)))
L13€ (uy) {(uy): uSyw(u=zAvEPS)))

1.14 ~uSy |
115 ustzvy € PS

111 uy €P{Uy): uSywv(u=zAyePS)} ]

zaloz, dod.

] z 1.1.2

1.1.6 ~ySu

J

117 v ; lzl.1.3
1. y,izVufPS !
|
|

1.1.8 utPSw u=z

119 yéPS vy=z bo 1.1.1, D4, 8

1.1.10 u,yCPS v (u=z A y€PS) v (y=z A uéPS)w
Vv(u=z y=z), bo 1.1.8 1.1.9

1.1.11 uy€éPSv (u=z Ay=z), bo 1.1.10, 115
il.l7

1.1.12 u=y, bo 1.1.11, 4, 1.14 i 1.1.6
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L7 {{uy):uSy v (u=z A yEPS)}€sp, bo 1.1.1 —
1.1.12 1 D6

1.8 SC {{(uy)uSy ¥ (u=z A y&P3)}, bo XCXuY

1.9 S={(uy)uSy (u=z y€PS)}, bo 6, 16, 17
118

1.10 zSx, ko 1.9 i 15

sprzecznosé: 1.4 i 1.10

L13. R(ming) ¢ PR, bo:

1. y¢R (ming), zaloz.
2. ZxRy,boDlil

x€ming
1.1 xGming ] .
12 xRyy ’ zaloz. dod.

1.3 x¢PR, bo 1.1 i D8

14 x=yw xRy, bo 1.2 i L3

1.5 y¢PR, bo 1.4, 1.3, D4 i LZ
3. yv¢PR, bo 1.15151 2

2. Twierdzenia wyroznione

Wyrdzniamy twierdzenia opisujace — z jednej strony (pod
2.1) — zwigzki definicji indukcyjnej z relacjami ancestralny-
mi i — z drugiej (2.2) — powiazania indukcji matematyeznej

z relacjami ancestralnymi.

2.1 Dgzymy przeto najpierw do pokazania, ze definicja in-
dukcyjna okresla definiowany zbiér, jako generowany przez
wyroézniony zbidér elementéw tworzacych (czyli jako stabe-
-ancestralny obraz okre$lonego zbioru generatoréw).

2.1.1 Aby uprawomocni¢ ograniczenie naszych dalszych ba-
dan do normalnej (réwnosciowej) jedynie postaci definicji in-
dukcyjnej wykazemy od razu, ze jest ona rownowazna —
bedgcej zwykle w uzyciu — uwiklanej (aksjomatycznej) for-
mie tej definicji. Oznaczajac przy tym zbiér definiowany lite-
ra ,,Z”, zbiér generatorow literg ,,B” i relacje binarng (kto-
rej symbol wystepuje w definiensie) literg .R”, schemat de-
finicji indukcyjnych w postaci normalnej notujemy jake
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ré6wnosé: Z = ~ A ; natomiast schemat aksjomatyvez-
BCAARACA
nych definicji rekurencyjnych — jako koniunkcje: B Z
RZC ZAII(BC AARACA-SZCA)
: A
T11 Z=~A->BCZARZCZ AII(BCA/\RACA-»ZCA) bo:
BCAARACA
1. Z=~A , zaloz.
BCAARACA

1.1 x€B, zaloz. dod.
1.2 II(BCAARACA—->x€A)—»>x€Z bo 1, OII, OE
A .
1.1.1 BCA
1.1.2 RACA |
1.1.3 x€A, bo 1.1.1, 1 1.1
1.3 I(BCAARACA—>xEA), bo 1.1.1A1.1.251.1.3
A
14 x€Z,bo 12113
2. BCZ, bto 1.1514
2.1 y€RZ, zaloz. dod.
2.2 ZzRy, bo D1 i 211
z6Z
2.1.1 z€Z
2.1.2 zRy |
2.1.3 z¢~A ,bol1i 211
BCAARACA
214 yEnA , bo DI, 2.1.2, 213 i
BCAARACA

zaloz. dod.

zaloz, dod.

R ( )c ~A
BC.A/\RAC,A BCAARACA
2.15 y€Z, bo 1 i 2.1.4
23 y€¢Z, bo 2.2 1 2.1.1A2.1.252.15
3. RZCZ, ko 2.12.3
3.1 BgA :
3.2 RACA | zaloz. dod
3.3 x€Z l

— Studia Phil. Christianae $(1973)2
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3.4 x€A, bo 1, 3.3, 3.1, 3.2
4. II(BCA/\RACA—>ZCA), bo 3.1A3.2A3.3—3.4.

A
T1.2 BCZCRZAZ IBCAARACASZCA)>Z=A~A, bo:
A BCAARACA
1. BCZ
2. RZCZ .
3. II(BCAARACAZCA) | 221°%
A
1.1 II(BCAARACA—>x€A), zaloz. dod.
A
1.2 x€Z, bo Ol w 1.1, 1i2
2.1 x€Z
22 BCA - zatoz. dod.
2.3 RACA

24 ZCA, bo OIT w 3,221 2.3
2.5 x€A, bo 24 i 2.1
4. Z=n~r A »bo 1112121 22 23-25
BCAARAcCA

T1Z=nA~A =BCZARZCZAII(BCAARACASZCA),
BCAARACA A bo TI1.1 i T1.2.

2.1.2 Definiens réwnosciowej definicji indukcyjnej denotuje —
jak to juz stwierdziliSmy (w T1) — najmniejszy ze zbioréw
zamknietych przez okreslong relacje i-zawierajacych wyréz-
nicny zbiér elementéw tworzacych (generatoréw). Zauwazmy
z kolei (T2), ze wspomniany zbiér najmniejszy jest stabo-an-
cestralnym obrazem zbioru elementéw tworzacych. W twier-
dzeniach T2.1, T2.2 i T2 kazdy egzemplarz litery x bez indeksu
zostanie uzyty jako symbol iloczynu kartezjanskiego.
T2.1 (R;xR,x..xR,) (B;xB;x..xB,)C ~nA ,
B;x..xB,CAAR;x..xR,(A)CA

bo:
L (y¥1,.0Yn) €(R1%..XRp)y(B1X...xB,)
2. Bix.xB,CA zaloz.

3. RxX...XRn(A)C A
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1.1 (x1,..%X,)CB1x..xB,

12 <X1, n)(RIX ‘{Rn),'é\yl) o) II) ‘
1.3 (xy,... x,,,EA bo 1.1 12

14 {y1,...yn)€A, bo 12, D2, OII, 131 3

zaloz. dod.

4. {¥1,-¥n)€A, bo DI, 11 11AL12514.
T.2.2 ~A C (R‘X...XR,,)_* (B;x...xB)), bo:

Bix.xB,CAARx.xR,(A)C A
L H [Bix.xB,c AARx.XR,(A) C A—{yy,....ya) €A),

A
zaloz.

2. Bix..xB,C (Rix..xRy) g (Bix..xB,) A Rix..XR, ((Rix..x-
—Rn)* (Bix..xB)) ¢ (Rlx...xR,,)* (B1x..xB.) — (y1,..¥a)€
(Rix..R,;)) (B1x..xB,), z Oll w1

3. Bix..xB,C(R;x. . xR,)% (B;x..xB,), bo L5

4 Rix..xR,((Rix.. XR)g(Bix..xB,))C(Ryx.. xR,,) (B1x..xB,),
bo L9
3. {¥Vi.., ¥n €R1x.xR,) (B;x..xB,), ko2, 31i4

T.2 (Rlx.._an)*(le...xB_,,) = nA Jbo T.2 1 T2.2
B x..xB, c¢AARx.xR (A)CA

Weimy z ,Zarysu logiki matematycznej’® Andrzeja Grze-
gorczyka przyklady definicji indukecyjnych i dokonajmy na
nich — zgodnych z twierdzeniem T2 — przeksztalcen dla zilu-
strowania powigzan tych definicji z relacjami ancestralnymi.
Chodzi mianowicie o przyklady rekurencyjnych definicji: zbio-
ru liczb naturalnych (P1), relacji mniejszos$ci ograniczonej do
liczb naturalnych (P2), dodawania liczb naturalnych (P3)
i mnozenia liczb naturalnych (P4).

Pl. xCN = x€G220 A 1I(OCA A I1Su€A—>xCA), gdzie:
' A uéA
D-to zbidr nieskonczony, ktorego istnienie jest w teorii mno-

gosci stwierdzone aksjomatycznie:

8 Wyd. 2, Warszawa 1969, s. 219—221.
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x€O = x€2PA x~\;
X€Su = [x€2PA UELCA T (veunz§ yayulz)~xl,
vz
UuCLC = uf2?P’A Y L_l(xéu = x~y).
yezD
Zgodnie z twierdzeniem T2 ekwiwalentnym odpowiednikiem
PI jest rowno$é: N =22P A S, ({O}).

P2 x<y\y = !“[" (0,Sx)EA A X')l,((x,y)éA—»{Sx,Sy}GA)]-»

> (xy)€A],
czyli na podstawie T2: <y = (SX8), ({O} XSN).

P3. (+N)(tys)= ) {[(0.y,y)CAA] (x,y.u)€A—(Sx,y, Su)€A)]—
(t.y,s)€A}, czyli wobec T2: (+x) = (SXIXS)y ({{Cy.y):
yEN})

24 (N(LYs) Ef\' { [0y 06AA Y ((xyu)€A—>(Sxyu+ty)-

Xu

€A)—(ty.s) €A}, czylir (+3) = (SXIX(+1))4 ({OFXNX{O}).

2.1.3 Réwnosciowa definicja indukcyjna — aby unikng¢ ble-
u idem per idem — moze posiada¢ jedynie taki definiens,
‘téry denotuje Ry-otwarty zbiér generatorow B, czyli Ry
B)#£B. Przytoczone nizej twierdzenie T3 ustala wlasnie, ze
rarunkiem koniecznym tego, by zbiér generatoréw byl
x-otwarty, jest nalezenie do niego co najmniej jednego nie-
1aksyimalnege w R elementu pola relacji R.

2. B ~ PR = \ vBC maxg—R4(B) = B, bo:
1. B ~ PR = \v B¢ maxg, zaloz.
1.1 %GRy (B), zaloz. dod.
1.1.1 z€B |
1.12 zR%x |
1.1.1.1. B ~ BR = .\, zaloz. dod.
1112 Y xéBvx§PR) bo 1.1.11
1.1.1.3 z{PR, bo 1.1.1.2 1 1.1.1
1.114 z=xwvzR,x, bo 1.1.2 i L3
1.1.15 z=xv z€PR, bo 1.1.1.4 i 1.2

zaloz. dod.
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1.1.16 z=%, bo 1.1.151 1.1.1.3
1.1.1.7 x€B, bo 1.1.1i 1.1.16
1.1.2.1 BC maxg, zatoz. dod.
1.1.2.2 z€maxyg, bo 1.1.2.1 1 1.1.1
1.1.2.3 R({x})c{z}, bo 1.1.2.2 i D9
1.12.4 x=z, bo 1.1.2, D2, O11, 1.1.2.3
1.1.25 x6B, bo 1.1.1 1 1.1.2.4
1.1.3 x6éB, bo 1, 1.1.1.11.1.17 i 1.12.1-1.1.2.5
1.2 x€B, bo 1.1,D1i 1.1.1.A1.1.2->1.1.3
2. Ry(B)=B, bo 1.1-12 i LS.

W praktyce definiowania rekurencyjnego dazy sie zwykle do
okreslenia pola relacji, ktérej symbol wystepuje w definiensie.
Uzywa sie wowczas jako generatory element pierwszy relacji
R,, albo zbior elementéw R-minimalnych, o ile spelnione sa
przy tym warunki okre$lone w twierdzeniach T4 i T3.

T4. PR=R({x})=x€elly, bo L4, L3 i L2.
T5% R,,=vS Allmings# .\ - PR ='R i (ming). bo:
Sémax ¢ p ~2Rp0 S€maxe pm2Rpo

1. pierwszy czlon koniunkcji
bedacej poprzednikiem T35
2. drugi czlon koniunkcji
bedgcej poprzednikiem T5
1.1 x€&PR, zaloz. dod.
1.2 3(zR,,x vxR,z), bo 1.1, D4 i L1
z
1.1.1 zR,,x vxR .z, zaloz. dod.
1.1.1.1 zR,x, zaloz. dod.
1.1.1.2 XzSx Jbo 111141
S€max ¢ ¢y ~2Rpo

;

. zaloz.

* Twierdzenie T35 wypowiada te mys$l, ze pole relacji R pokrywa
sic z Rgobrazem zbioru wyszystkich R-minimalnych elementow, je-
zeli kazda relacja maksymalna wsrod spojnych podzbiorow R, posia-
da element minimalny i relacja mocnoancestralna R

Do

mie maksymalnych relacji ze spojnych podzbiorow R_.-

jest rowna su-
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al Stmax: p~oRoo | Loy05 dod. a=1.1.11
a.2 zSx |

o 225‘;? bo a.l i D9 }
a.3> miny=.\, bo 11 a.l
a.5.1 wémins, zaloz. dod.
a.5.2 wéming, bo L12, a.5.1 i a.l
1?.5.3 wé€lls, bo L11, a3 i ab.1
a.5.4 w=xwvwSx, bo a.b.3, D7, a2 i D4
a.5.5. wRgx, bo a.54, a41ilL3
a.5.6 xCR (ming), ko D1, a5.2 1 abb
a.6 xER;,(minR), bo a5 i ab.1--a.5.6
1.1.1.3 x€Rg(ming), bo 1.1.1.2 i a1l a2—a.6
1.1.2.1 xRz, zaloz. dod.

1.12.2 XxSz .bo 112111
S€émax ¢ .p,~2Rp0
1.1.2.3 x¢R (ming), bo 1.1.2.2 i analogiczny fragment do-

wodu jak w odcinku a.1—a.6
1.12 x€Ry (ming), bo 1.1.1, 1.1.1.1.-1.1.1.3 i 1.1.2.-1.1.2.3
1.3 x€Rg(ming), bo 1.2 i 1.1.1-1.1.2
3. PR=R (ming), bo 1.1-1.3 i L13

Zauwazmy rowniez na koniec, ze stosowanie definicji reku-
rencyjnej przy okreslaniu pola relacji przechodniej byloby —
wobec twierdzenia T6 — zbednym komplikowaniem pojgé,
skoro relacja stabo-ancestralna relacji R — w przypadku prze-
chodniej R — jest sumg RwvlI.

T6. R €przech > R, (B) = RBUB, bo:
Ré&przech, zaloz. '
Rpo=R, bo L10.1 i 1
Ry (B)=(R,ovI)(B), bo L3
Re(B)=(RvI)B), bo 312
R(B)=RBuB, bo 4 i y¢(RwI)(B)=Z(xRy vx=y)=
x€B
=(ZxRy v Zx=y)=(y¢RBvytB)= y¢RBwB.
xEB x€B '

A ROV e
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2.2 O powigzaniach indukcji matematycznej z relacjami
ancestralnymi

‘Zwigzki zachodzgce miedzy definicjg rekurencyjng, dowo-
dem indukcyjnym i relacjami ancestralnymi opisuje twier-
dzenie T7, w ktorym litera ,,W” oznacza warunek, o ktorym
twierdzenie dowodzone przez indukcje gtesi, ze jest spelniony
przez kazdy element r'ekurencyjnié zdefiniowanego zbioru Z
(czyli ITWx).,

xCZ -
T7. Z=Ry (B) A ITWx A T[(Wx ~ ny—>Wy)—>IIWx bo.
xEB X,y -x€Z
1. Z=R (B) l
2. Twx 7
x€B l zaloz.
3. II(Wx A ny—»Wy)
%y .
4. Z=nA bo1iT2

BC AARAC A
1.1 x€Z, zaloz. dod.
1.2 ITx€A, bo 4 i 1.1
BC AARACA
1.3 BC {z:Wz} AR({z:Wz})
{z2Wz}—>x6{z:Wz}, bo OIl w 1.2
14 BC {z2Wz}, bo 2 i Wu=ut{z:Wz}
15 H(x€{z:Wz} A xRy—>y€&{z:Wz}), bo 3
X,y
1.6 R({z:Wz}) ¢ {z:Wz}, bo 1.5 i D1
1.7 x€{z:Wz}, bo 1.3, 1.4, 16
1.8 Wx, ko 1.7
5. IIwX,bo 1.1-1.8 iDII. i .
S BN

Dla z1lustrowan1a zw1a'zkow oplsar.ych w T7 posluzymy
sie nastepujgcym przykladem
N P5 Twierdzenie: I1W,(n), gdzxe
e néN; - -
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1 1
Dfl. Wy(n) = [ S —_— +
1) ra+1  2ern
1 _.nm ]
nn+1)  n+1

Df2. kRrn=k +1=n

Dowéd indukceyjny:

L, b Wit = {11 1y = 77
U
L1+ 1) 1+ 1
i:; X\;{f’r‘; ; zaloz. dod.
1.3m=%k 1, ktoDf2i12
R S T
T4 T T ki + 1) k+1
ko 1.1 Dfl
S S _ 1 RS S
Boasny T ek ry Tkt o+ 2
koL K+
Tkl T kFDKTY k+FDKT2
kA kFL m
Tk+Dkt2 0 k+2 0 m+1
L bo14i13

1.6 Wy(m), to 1.5 i Df1

2.1I[W (k) AKkRim—W(m)], bo 1.1A1.2—1.6
k,m

3. ITW(n), bo T7, Df3, 11 2.
nGNl

III. Dociekania nasze zostaly w sposéb istotny ograniczone
do indukcyjnych definicji z definiensem zawierajacym symbol
jedynie relacji binarnej. Ustalenia dotyczace takich relacji
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nie dajg sie jednak w prosty spos6b przenies¢ na relacje niebi-
narne, Totez dla ucgélnienia wynikéw potrzebne jest rozsze-
rzenie znanych koncepcji relacji ,ancestralnej. Do tego celu
przystosowane jest — jak sie wydaje — pojecie wieloczlo-
nowej (k + n-czlonowej relacji ancestralnej: i

Rk n* (le X2y eeny Xiy Vi een Yn) = £\I [Xb sevy XkEAA.Rk,.,n(Ak)C

C A">yy, ... ya€A]

IV. DEFINITIONS AND PROOFS BY INDUCTION
AND ANCESTRAL RELATIONS

1. Introduction. II.1, Auxilliary establishments: 11 — terminclogy.
1.2 — lemmas. 2. Distinguished theorems: 2.1 — on some connections
between definitions by induction and ancestral relations, 2.1.1 — on
equivalence between a postulational and normal definition by in-
duction, 2.1.2 — a translation of definiens of a ncrmal recursive de-
finiticn on a language denoting ancestral relations, 2.1.3 — some condi-
tions of a recursive defining of the field ¢f non-reflexive relation.
2.2 On some connections of mathematical inducticn with ancestral re-
lations. 11I. The ending. This paper presents theses concerning some
connections between the notions of definition and proof by induction
and ancestral relations, The main results of the consideraticns of
these connecticng are given in part I11.2, In the theorems which are
contained there, the letter ,,Z” denotes a set which is a denotation of
definiendum of a normal recursive definition: ,,B” denotes a set of
generators, ,R” denotes a binary relation, ,R ” — weak-ancestral
relaticn of R, ,,Qno” — strong-ancestral relation of R, ,,RA” — R-ima-
_ge of a set A, ,PR” — field of R, ,.\"" — the empty set, ,max,” —
the set of R-maximal elements, .,minK" — the set of R-minimal, ele-
ments, ,ell,” — the set of R-first elements, ,przech” — a set of re-
flexive relations. and .sp” — a set of connected relations.



