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2. Twierdzenia wyróżnione: 2.1 O związkach definicji indukcyjnej 
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uw ikłaną i n o rm a ln ą 1 definicji indukcyjnej; 2.1.2 Przekład  definiensa 
równościowej definicji rekurencyjnej na język denotujący relacje  an- 
cestralne; 2.1.3 W arunki indukcyjnego definiowania pola relacji nie- 
przechodniej. 2.2. O pow iązaniach indukcji m atem atycznej z relacjam i

ancestralnym i. III. Zakończenie. IV. Sum m ary.

I. Definicja i dowód indukcyjny — podobnie jak  w m atem a
tycznych dociekaniach system owych — na użytek logiki oka
zały się równie niezbędnym i narzędziam i badań i elem enta
mi konstrukcji m etasystem owych. O istnieniu wzajem nych 
powiązań między relacjam i ancestralnym i a definicją reku- 
rencyjną i indukcją m atem atyczną wspom inają Tadeusz Cze- 
żow ski2, Kazimierz Ajdukiewicz 3 i Ludw ik B orkow ski4. Spró-

1 Definicję norm alną (równościową), do k tórej daje się sprowadzić 
definicja indukcyjna sform ułow ana w  postaci definicji uw ikłanej, bę
dziemy również nazywać definicją indukcyjną (normalną). Por. A. G rze
gorczyk, Z arys logiki m atem atycznej, wyd. 2, W arszawa 1969, s. 217.

s Tadeusz Czeżowski, Logika, Podręcznik dla studiujących nauki f i 
lozoficzne, wyd. 2, W arszawa 1968, s. 161—164.

3 Kazim ierz Ajdukiewicz, Logika pragmatyczna, W arszawa 1965, 
s. 67—71.

4 Ludw ik Borkowski, Logika form alna, S ys tem y logiczne, W stęp do 
m etalogiki, W arszawa 1970, § 3.9 rozdział V.



bujem y niektóre z tych związków opisać na przykładzie 
i w ograniczeniu do· relacji binarnych.

II.1. Ustalenia pomocnicze:
1.1 Z dowolnej relacji binarnej R — przez w ielokrotne sto

sowanie iloczynu względnego (R;R;R:...;R;...) — tworzym y 
potęgi tej relacji. Suma wszystkich takich potęg stanowi 
mocną relację ancestralną relacji R, oznaczaną symbolem
„R,,0” . Słabą relację ancestralną relacji R — której znakiem  
jest ,,Rj» ” — otrzym ujem y przez dodanie do Rpo relacji iden 
tyczności I (czyli Re  =  Rpo ^  I). Dla uściślenia tych wy 
jaśnień przytoczym y definicje, które m ają jednocześnie sta
nowić ustalenia term inologiczne dla późniejszych twierdzeń. 
W definicjach tych wprowadzimy symbol ,,R(A)” na oznacze
nie R-obrazu zbioru A, ,,P(R)” — na oznaczenie pola relacji 
R, „przech” ·— dla zbioru relacji przechodnich we własnym  
polu, „sp” — dla zbioru relacji spójnych we własnym polu. 
„e lIR” — dla zbioru elem entów pierw szych5 relacji R
„min«” — dla zbioru elem entów m inim alnych relacji R
i ,,m axR” — dla zbioru elem entów m aksym alnych relacji R

D l. y(*R(A) =  ix R y .
x6A

D2. xR y =  Il[x 6 A /4 R (A )c . A-*y£A].
A

D3. xR poy =  ri[xÇA/4R(A)C.A-*.yÇR(A)]
A

D4. y^P(R) Ξ ^ (x R y  VyRx). 
x

D5. RÇprzech =  II (xR y/\yR z^-xR z). 
x,y,z

D6. RÇsp =  Π (χ =  y v x R y v y R x ) . 
x,y£P(R)

5 Zbiór elem entów pierw szych może być nie tylko pusty lub jedno- 
elem entow y. Każdy elem ent pola relacji cyklicznej jest jej elem entem  
pierwszym



D7. хб еП к  s  x Ç P ( R ) a H  (x  Ф  z->xRz).
z£P(R)

D8. xOmin« =  x6P (R )/\ H (zRx->x =  z).

D9 xÇmaxK =  x£P(R) (xRz-»x =  z).

1.2 Lematy: Związki, których ujaw nienie zapowiada tem at 
artykułu , zostaną opisane w twierdzeniach osobno wyróżnio
nych. Dowody tych tw ierdzeń wym agają jednak uprzedniego 
wykazania niektórych lematów. Zam ierzam y przy tym posłu
giwać się założeniową metodą Jerzego Słupeckiego zmodyfiko
waną przez zastąpienie w niej reguły Ο Σ  gentzenowską 6 re
gułą opuszczania małego kw antyfikatora.

LI. RcR po, bo:
1 xRy, założenie dowodu

\  i  -  « ! założenia dodatkowe1.2 R(A) С  А I
1.3 y6R(A), bo D l, 1 i 1.1

2. x6A A R (A )C  A-*y6R(A), bo 1.1 1.2 1.3
3. xR p„y, bo 2, D II, D3.

L2.1 PRCPRpo, bo:
1. xÇPR, załóż.
2. 2ixRyv^yRx, bo D4 i 1

У У
3. xGPRp,,, bo 2,LI i D4.

L2.2 PR p„C PR , bo:
1. x(:PR, załóż.

'■ Wedle dyrektyw y opuszczania kw antyfikatora egzystencjalnego — 
którą sform ułował G erhard Gentzen w U ntersuchungen über das logi
sche Schliessen, „M athem atische Z eitschrift”, Bd 39, Berlin 1935 — 
z formuły A rozpoczynającej się m ałym  kw antyfikatorem  wynika w y
rażenie W. gdy W wynika z pewnej form uły В powstałej z A przez 
opuszczenie pierwszego w A kw antyfikatora w raz ze zm ienną przy 
nim zanotowaną i zmienna związana małym kw antyfikatorem  począt
kującym  formułę A nie jest wolna w w yrażeniu W.



2. üxR p0yv2yR pox, bo 1 i D4 
У  ̂ У
1.1 XxRpoy, załóż. dod.

У
1.1.1 xR poy, załóż. dod.
1.1.2 n ( x £ A /4 R A c  A->v6RA), bo 1.1.1 i D3 

A
1.1.3 xÇ {x}/vR({x})c{x}->y£R({x/), z O l iw i .1.2 
1.1.4. R({x})с { х } ^ · y^R({x})). bo 1.1.3 i x =  x

1.1.5 II (xRy->x =  y)->xRy, bo 1.1.4 i Dl 
У

1.1.6 ~  SxR y-^i;(xR yxy X ф  y), bo 1.1.5 i xRy->-
У У 

- ^ x R y  
У

1.1.7 ~ j;xR y-> 2xR y , bo 1.1.6
У у :

1.1.8 ,TxRy, bo 1.1.7 i (~p-*-p)->p 
У

1.2 x£PR, bo 1.1, 1.1.1—̂-1.1.8 i „y” nie jest wolne 
w 1.1.8

2.1 SyR pox, załóż. dod.
У
2.1.1 yRp0x, załóż. dod.
2 .1 . 2  y éP I/\R (P I)C P I-> x6R (P I), z 2.1.1, D3, O li
2.1.3 x6R(PI), bo 2.1.2, Σ ζ  =  y, HzÇPI

z z
2.2 x6PR, bo 2.1, 2.1.1—>-2.1.3, D l i D4

3. x£PR, bo 2, 1 .U 1 .2  i 2.1->2.2.

L2. PR p0 =  PR, bo L2.1 i L2.2.

L3. R ^  =  Rp0v/I, bo:
1.1 xR poyvx =  y
1.2 x£A
1.3 r a c a

załóż.



1.1.1 xR poy, za łó ż . dod.
1.1.2 x 6 A /4 R A c A ^ y £ R A . bo 1.1.1, D3, OIT
1.1.3 y№ A , bo 1.1.2, 1.2, 1.3
1.1.4 y6A, bo 1.3 i 1.1.3 
.1.2.1 X =  y, za łó ż . dod.
1.2.2 y£A, bo 1.2 i 1.2.1

1.4 y£A, bo 1.1, 1.1.1->1.1.4 i 1.2.1->1.2.2

1. (xRpoyvx =  y ) s \  хбА λ  RA С А->у£А, 
bo l.l/N l.2 ^ 4 l.3 -> 1 .4

2. Rp0 w I Ç R * , bo 1, D II, D2
2.1 xR y
2.2 x ^ y
2.3 x£A

2.4 R A C A

załóż.

2.5 x 6 { x } ^ R A aR ({ x ) wRA)C (x) wRA—>y6{x) ^  RA, 
bo 2.1, D2, O li

2.6 x i(x } o R A , bo x =  x
2.7 R({x}uR A ) c ( x } ^ R A ,  bo R (X y Y) R X uR Y , 

X С Y ->R X C  RY, 2.4, 2.3
2.8 x =  у yffiA , bo 2.5, 2.6 i 2.7
2.9 y ® A , bo 2.8 i 2.2

3. x R & у x y ty  /Ч хбА / \  RA Ç  A->y6RA, bo 2.l / ч
2.2 / ч  2.3 хч. 2.4—>2.9

4. R ^ C  Rpo^I, bo 3,DI1, D3
5. R t - = R poo I ,  bo 2 i 4.

L4.1 x 6 e liR̂ (R ^ I) ({ x } )  =  PR, bo:
■ 1. x 6 e llR, załóż.

2. x£PR \
3. Π [zÇPR->(x^z->xRz)] j 1

4. P R c ( R o I )  ({x}), bo 3 i D l
1.1 y^(RwI) ({x}), załóż. dod.
1.2 x =  y v  xRy, bo 1.1 i D l
1.3 y6PR, bo 1.2, 2 i D4



5. (Rw I)({x}) =  PR, bo 4 i 1.1.-*1.3 
L4.2 (R d )({ x } ) =  PR ->x 6 e l ï R> bo:

1. (R'-'I) ({x}) =  PR, załóż.
2. xéPR, bo 1 i x = x

1.1 yśPR  I
, „ > zaioż. dod.
1 . 2  x=£y j
1.3 x =  y V  xRy, bo 1 i 1.1
1.4 xRv, bo 1.3 i 1.2

3. Π (x=~y—>-xRy), bo 1.1 A  1.2—̂1.4 
yéPR

4. x é e lIR, bo D7, 2 i 3

L4. x £ e lIR =  (RwI)((x») =  PR, bo L4.1 i L4.2

L5. B c R *  (B), bo:
1. x£B, załóż.
2. xR.* X, z D2
3. x 6 R * (B), bo D l, 1, 2.

L6. R*.£przech, bo:

l  z s to t2. yR z j
3. xbA A RA С  А-^убА, bo D2 , 1 , OH
4. у (Ά  RA A-^z£A, bo D2, 2, 011
5. x 6 A /4 RA cA->zÇA, bo 3 i 4
6 . xR ^  z, bo О П  do „A” w 5 i D2.

L7. Rp06 przech, bo:

L xRp°y i załóż
2 . yR poz f  Z a ł ° Z -

3. xÇA a  RA С А-э-yÇRA, bo 1, D3, 011
4. у ^ А а - R A c  A-xz6 RA, bo 2, D3, Oil

11 X^A i 1 . J J
1.2 R A C  A I Zalor~ dcd·
1.3 y£RA, bo 3, 1.1, 1.2
1.4 y 6 A, bo 1.2, 1.3
1.5 z6 RA, bo 4, 1.4 1.2

5. xR poz, bo 1.1— 1.5, D3.



L8.1 R * (R * (B ))C  R *(B ), bo:
1. (Rjj- (B)), załóż.
2. SxR *.y, bo Dl i 1 

x № ^  (B)
1.1 x6R *(B ) \ .
, „ D załoz. dod.1.2 xR *  y I
1.3 SzRj^ X, bo 1.1 i Dl

z£B

!  1 9 ZRB ! z a io ż · d o d ·1.1.2 z R # .x  I
1.1.3 z R * y , bo L6, 1.1.2 i 1.2
1.1.4 y£R* (B), bo D l, 1.1.1 i 1.1.3

1.4 y6R *(B ) bo 1.3, 1.1.1— 1.1.4 i „z” nie jest wolne 
w 1.3 i 1.1.4

3· yOR*r (B), bo 2, 1.1— 1.4 i „x” nie jest wolne w 2 i 1.4. 
L8. R * (R * (B )) =  R *(B ), bo L8.1.L5 i X C  Y ^ R X C  RY. 
L9. R(R*e(B))C  R *(B ), bo: '

1. yC’R(R jk (B)), załóż.
2. 2xRy, bo liD l 

x6R *  (B)
1.1 x6R *(B ) 1 . . , ,. „ Ώ załoz. dod.1.2 xRy I
1.3 R C  R * , b o  LI i L3
1.4 x R ^ y , bo 1.2 i 1.3
1-5 y 6 R * (R * (B )), bo D l, 1.1 i 1.4
1.6 yÇR*(B), bo L8 i 1.5

3. y № * (B ), bo 2, 1.1 a  1.2->1.6 
L10.1 R£przech->Rp0 =  R, bo:

1. RÇprzech, załóż.
2. II [2(xRz / \  zRy)-H-xRy], bo 1 i D5 

xy z
1.1 xR poy, załóż. dod.
1.2 ^ ( х ^ А Д  R A c  A-^-yÇRA), bo D3 i 1.1

1.3 х 6 { х } ^ В ({ х } )/\
R({x} w R ({ x } ))c { x N R ({ x } )-* y € R ({ x b R ({ x } )) , 1.2



1.4 x£(x) wR({xj), bo x ~  X
1.1.1 w № ((x ]u R ({ x ))) , załóż. dod.
1.1.2 Σ |( χ = ζ  y  xRz) a  zRw], bo Dl i 1.1.1 

s

1.1.3 I z R w  \ / 2 ( x R z ^  zRw), bo 1.1.2 
z =  x z

1.1.4 xRw, bo 1.1.3 i 2
1.1.5 w 6 (x )^ R ({ x )), bo 1.1.4 i Dl
1.5 R({x} u R ((x j))  С  ix ) ^  R ((x |), bo 1.1.1->1.1.5 '
1.6 y6R ({x)w R ('x})), bo Ί.3 , 14, 1.5

3. R po С  R, bo 1.1-+1.6 i R( [ x } w R( {x } )) с  R( {x ))
(bo 1.1.1— 1.1.4)

4. R po =  R, bo 3 i L I.

L10.2 Rpo =  R ^R Ç przech, bo L7.

L10. Rpo =  R =  R6przech, bo L10.1 i L10.2.

L l l .  R6sp-^m inKС  e l I K, bo:
1. R£sp, zaloż.

1.1 z(-minR, załóż.dod.
1.2 zéPR
1.3 II (xRz-> =  z) 

x
1.4 I I (x = z  V xRz v z R x ) , bo 1,D6,1.1 

xOPR
1.5 x£PR->(x =  z xRz zRx), z O ll  w 1.4
1.6 xRz^-x =  z, z О II w. 1.3

1.7 xfPR ->(x =  z v z R x ) ,  bo 1.5 i 1.6
1.8 z£ e lIK, bo 1.2, D11 w 1.7 i D7

L I 2 .7 x6m insA S^max Csp r>2RPo-^xC'rnin R· bo:
1. xOmins

bo 1.1 i D8

2. S im a x Csp^ R ,»
załóż.

7 Lem at L12 stw ierdza, że każdy elem ent m inim alny relacji maks} - 
m alnej wśród spójnych podzbiorów m ccno-aneestralnej relacji u tw o
rzonej z R jest elem entem  R-m inim alnym .



3. xfrm in«, założenie dowodu niewprost
4. Sysp
5. S C  Rpo bo D9 i
6. I I ( T C  R Fo/4  T6sp 

T
S C T - » S = T )

7. x^ellvj, bo L I I , 4 i 1
8. x6PS, bo 1 i D8
9. x6PR, bo 8, 5 i L2

10. I ( zRx a  x# z), bo 3, D8 i 9

ZRX 1 zaloż. dod.1 . 2  χ φ ζ  I
1.3 Il(zSx->-x =  z), bo D8 i 1

1.4 ~zSx, bo 1.3 i 1.2
1.5 (z ,x )(;{ (u ,y ):uS yv '(u  =  z/vy(jPS)}, bo z =  z i 8
1.6 ((u ,y ):uS y  V  (u =  z л  y f fS ) )  С  Rp0, bo 5,1.1,LI, 

7,D7 i L7
T3oΌ
•N
С
ΐ

N

z 1.1.2 

z 1.1.3

1.1.1 u,у 6P«{u,y): uS yv (u= Z A y€P S )} )
1.1.2 £  (u ,у) V (u,y) : uSy v ( u  =  z/sy^PS)})
1.1.3^ (u,y) {(u,y) : u S y v '(u = z/\y (:P S )} )

1.1.4 ~ u S y
1.1.5 u i z v y  | p s

1.1.6 ~ y S u
1.1.7 y ^ z N / u ^ P S

1.1.8 u£PS V  u =  z 1 , . , . .
1.1.9 y6PS Vy==z I ’ ’

1.1.10 u.yOPS V (u =  z /4  y6PS) v ( y = z A  u iP S )V  
V (u  =  z y =  z), bo 1.1.8 1.1.9

1.1.11 u ,y ( 'P S y  (u =  z A y  =  z), bo 1.1.10, 1.1.5 
i 1.1.7

1.1.12 u =  y, bo 1.1.11, 4, 1.1.4 i 1.1.6



1.7 { {u,y):uSy V (u =  z / 4  y$PS)}ésp, bo 1.1.1 —
1.1.12 i D6

1.8 S C  {(u ,y):uSy V (u =  z A y£PS)}, bo X C X ^ Y
1.9 S =  ( (u,y) :uSy (u =  z y£PS)}, bo 6, 1.6, 1.7 

i 1.8
1.10 zSx, bo 1.9 i 1.5
sprzeczność: 1.4 i 1.10

L13. R# (minK) С  PR. bo:
1. yOR (minR), załóż.
2. Σ  xR y, bo D l i 1

xOrnin«
1.1 x0m inR ) .. „ D załoz. dod.1.2 xR*y j
1.3 xÇPR, bo 1.1 i D8

1.4 x =  y v 'x R 1,uy, bo 1.2 i L3
1.5 y(;PR, bo 1.4, 1.3, D4 i L2

3. y£PR, bo 1.1—>1.5 i 2

2. Twierdzenia wyróżnione

W yróżniam y tw ierdzenia opisujące — z jednej strony (pod 
2.1) — związki definicji indukcyjnej z relacjam i ancestralny- 
mi i — z drugiej (2.2) — powiązania indukcji m atem atycznej 
z relacjam i ancestralnym i.

2.1 Dążymy przeto najpierw  do pokazania, że definicja in
dukcyjna określa definiowany zbiór, jako generowany przez 
wyróżniony zbiór elementów tworzących (czyli jako słabc- 
-ancestralny obraz określonego zbioru generatorów).

2.1.1 Aby uprawomocnić ograniczenie naszych dalszych ba
dań do norm alnej (równościowej) jedynie postaci definicji in
dukcyjnej wykażemy .od razu, że jest ona .równoważna — 
będącej zwykle w użyciu — uwikłanej (aksjomatycznej) for
mie tej definicji. Oznaczając przy tym zbiór definiowany lite
rą „Z”, zbiór generatorów  literą ,,B" i rełację binarną (któ
rej symbol w ystępuje w definiensie) literą .,R” , schemat de
finicji indukcyjnych w postaci norm alnej notujem y jako



równość: Z =  -o A ; natom iast schem at aksjom atycz-
B C A a RAc A

nych definicji rekurencyjnych — jako koniunkcję: В Z 
R Z C  Z a I 1 ( B C A a R A C  A-*Z C  A).

A
T l.l  Z =  ó A -> B C Z a R Z c Z A ri(B C A A R A cA -> Z C A ), bo: 

B C A a R A C A
1. Z =  r\ A , załóż.

B C A a R A C A
1.1 x£B, załóż. dod.
1.2 I I(B C A a R A C A -+ x6A)->x6Z bo 1, О Н , OE 

A
1.1.1 B C A  I . . , ,
1.1.2 R A C A  I Zal° 2· d °d '
1.1.3 χζΑ , bo 1.1.1. i 1.1

1.3 ri(B C A A R A C A ^ x 6 A ), bo 1.1.1 A l .1.2^1.1.3 
A

1.4 x£Z, bo 1.2 i 1.3
2. B C Z , bo 1.1^1.4

2.1 y6RZ, załóż. dod.
2.2 2łzRy, bo D l i 2.1 

z6Z
2.1.1 z e z  i . · ,
2.1.2 zRy i Zał0Z· d0Q·
2.1.3 z e ^  A , bo 1 i 2.1.1

B C A a R A C A
2.1.4 y ś ^ A  , bo D l, 2.1.2, 2.1.3 i

B C A a R A C A
/  r\ A \ C  " A
V B C A a R A C A /  B C A a R A C A

2.1.5 y6Z, bo 1 i 2.1.4
2.3 y6Z, bo 2.2 i 2.1.1A2.1.2—>-2.1.5

3. R Z C Z , bo 2.1->2.3
3.1 B C A
3.2 R A C A  załóż, dod
3.3 x6Z



załóż.

3.4 x6A, bo 1, 3.3, 3.1, 3.2
4. H (B C A a R A C A ^ Z c A), bo 3.1a 3.2 a 3.3^3.4.

A
T1.2 B C Z c R Ż a Z II (В с  А л  RAC A->Z С A)->Z =  л  A, bo: 

A B c A a RAc A
1. B e z
2. R Z C Z
3. I I ( B C A a RA c A->ZCA)

A
1.1 I I (B C A a R A C A -* x6A), załóż. dod.

A
1.2 x6Z, bo O li  w 1.1, 1 i 2
2.1 x6Z I
2.2 B C A  I załóż. dod.
2.3 R A C A  J
2.4 Z C A , bo ΟΠ w 3, 2.2 i 2.3
2.5 x6A, bo 2.4 i 2.1

4. Z = ^ A  , bo 1 .W 1.2  i 2.1 2.2 2 .3^2.5
B c A a R A c A

T.l Z =  O A = B c Z a R Z c Z a I1(Bc A a RAc A -»Zc A),
B C A A R A C A  a  bo T l . l  i T1.2.

2.1.2 Definiens równościowej definicji indukcyjnej denotuje — 
jak to już stw ierdziliśm y (w T l) — najm niejszy ze zbiorów 
zam kniętych przez określoną relację i zawierających wyróż
niony zbiór elementów tworzących (generatorów). Zauważmy 
z kolei (T2), że wspom niany zbiór najm niejszy jest słabo-an- 
cestralnym  obrazem zbioru elementów tworzących. W tw ier
dzeniach T2.1, T2.2 i T2 każdy egzemplarz litery  x bez indeksu 
zostanie użyty jako symbol iloczynu kartezjańskiego.
T2.1 (R!xR2x...xRn) (B1xB2x...xBn) c  ^  A ,

BiX...xBnCAARiX...xRn(A)CA
bo:
1- (y i  y n)6(Rix...xRn)*(B1x...xBn)
2. BiX...xBnC A  załóż.
3. R ix...xRn(A)CA



1.1 (x b ...,xn C'Bix...xBn .
1 0 / 1 /г> o . / , Î załoz. dod.1.2 {x1,...,x„}(R1x...xRn) ^ i y 1,..,y ll} J
1.3 (Xi,...,xn)6A, bo 1.1 i 2
1-4 (yi,...,y„)6A, bo 1.2, D2, O l i ,  1.3 i 3

4. (Уь...,Уп)£А, bo D l, 1 i 1.1 Λ 1.2-*1.4.

T.2.2 ^  A c (R ix ...x R n )^ (B 1x...xBn),bo:
Bix...xBnC A a R i X...xR„(A)C A

1. II [BiX...xBn с  A a  R ix ...xR n(A) С A -* (y b ...,yn)6A],
A

załóż.
2. В!Х...хВпс  (Rix...xRn)^  (Β^.,.χΒ ,,) a . RiX...xRn ((Rix...x- 

-R„).^ (B,x...xB„)) с  (Rix...xR11)Hf(B1x...xBn) -> {yb ...yn}6 
(R!X...Rn) (BiX...xBn), z O li  w 1

3. B ix...xBnC (R ix ...x R J*  (B ,x ...xB J, bo L5
4. RiX...xR11((Rix...xRnL (B 1x...xBn))c(R ix...xR „L(B 1x...xBn), 

bo L9
5· ( y i - ,  yn'i(R iX --xRn) (Β^.,.χΒ ,,), bo 2, 3 i 4

T.2 (Rix...xRn)+ (B1x...xBn) =  a A ,bo T.2 i T2.2
Β^.,.χΒ,,ίΓ. A a R ^ - xR^AJc A

Weźmy z „Zarysu logiki m atem atycznej” 8 Andrzeja Grze
gorczyka przykłady definicji indukcyjnych i dokonajm y na 
nich — zgodnych z twierdzeniem  T2 — przekształceń dla zilu
strow ania powiązań tych definicji z relacjam i ancestralnym i. 
Chodzi mianowicie o przykłady rekurencyjnych definicji: zbio
ru  liczb naturalnych  (PI), relacji mniejszości ograniczonej do 
liczb naturalnych (P2), dodawania liczb naturalnych (P3) 
i mnożenia liczb naturalnych (P4).

P l. x6N =  x £22Da  U (OÇA a  И SuOA->x(:A), gdzie:
A u£A

D-to zbiór nieskończony, którego istnienie jest w teorii mno
gości stwierdzone aksjomatycznie:



x £ 0  =  x62da  χ ~Α ;
x6Su =  [xÇ2dA  u^LC a A1 (y 6u л  z I  y  л  y  ̂  ( z } ~  x)],

yz
u€LC =  u622Da. ^  II(x£u =  x~y). 

y£2D X
Zgodnie z tw ierdzeniem  T2 ekw iw alentnym  odpowiednikiem 
PI jest równość: N = 2 2D^ S ^  ((OJ).

P2. x < Ny =  ^ |[  (0 ,S x } 6 A /s  Xy({х>У)(;A-*·(Sx,Sy ) 6A)]->
- >■ (x,y)6A ),
czyli na podstawie T2: < м  =  (SXS)* ((0}X SN ).

Ρ3. ( +  N')(t,y,s) =  ^{[{O .y .y jÇ A A ^ {x ,y ,u}6A->{Sx,y, Su)6A)]-> 
(t,y,s)ÇA), czyli wobec T2: ( +  N) =  (S X IX S)#· ({(O.y.y) : 
y£N})

’ 4· {*N)(t,y.s) =  д { [ (0 ,у ,0 } б А л  x" ({х-У.u / 6 А -» (Sx,y,u +  y ) - 
eA)]->(t,y,s)6A}, czyli: K-) =  (SXIX( +  n))*({0}X N X {0}).

2.1.3 Równościowa definicja indukcyjna — aby uniknąć błę- 
u idem per idem — może posiadać jedynie taki definiens, 
tóry denotuje R ^-o tw arty  zbiór generatorów B, czyli R ^  
B)t^B. Przytoczone niżej tw ierdzenie T3 ustala właśnie, że 
• arunkiem  koniecznym tego, by zbiór generatorów był 
.^ -o tw arty , jest należenie do niego co najm niej jednego nie- 
îaksymalnego w R elem entu pola relacji R.

3. В rs PR =  Λ v B c  m axR—>R^(B) =  B, bo:
1. В л  PR =  . \ v B c m a x Rl załóż.

1.1 xGR# (B), zaloż. dod.

1 1 1  z№  I j · л azaloz. dod.
1.1.2 zR*. x I

1.1.1.1. В r\ BR =  Л, zaloż. dod.
1 . 1
1.1
1 . 1
1.1

1.2 ^ ( x f B v x |  PR) bo 1.1.1.1
1.3 z f P R ,  bo 1.1.1.2 i 1.1.1
1.4 z =  x v z R pox, bo 1.1.2 i L3
1.5 z =  x v z £ P R , bo 1.1.1.4 i L2



1.1.1.6 z =  x, bo 1.1.1.5 i 1.1.1.3
1.1.1.7 x£B, bo 1.1.1 i 1.1.1.6
1.1.2.1 B C m ax K, załóż. dod.
1.1.2.2 z6m axR, bo 1.1.2.1 i 1.1.1
1.1.2.3 R ({x})c{z}, bo 1.1.2.2 i D9
1.1.2.4 x =  z, bo 1.1.2, D2, O l i ,  1.1.2.3
1.1.2.5 xéB, bo 1.1.1 i 1.1.2.4

1.1.3 x£B, bo 1, 1.1.1.1—>-1.1.17 i 1.1 2.1-^1.1.2.5
1.2 x6B, bo 1.1,D l i 1.1.1.а  1.1.2-Π.1.3

2. R*(B) =  B, bo 1.1—>1.2 i L5.

W praktyce definiowania rekurencyjnego dąży się zwykle do 
określenia pola relacji, której symbol w ystępuje w definiensie. 
Używa się wówczas jako generatory  elem ent pierwszy relacji 
Rp<) albo zbiór elem entów R-m inim alnych, o ile spełnione ęą 
przy tym  w arunki określone w twierdzeniach T4 i T5.

T4. РН =  К ^ ((х ))  =  х£е11к, bo L4, L3 i L2.
T5 Rp„=v-/S Λ IIm in syi: A ->PR  = ’R^(min|<), bo:

S6max c  Sp ^ 2 Rpo B^m ax^  Sp ^  зВро

1. pierwszy człon koniunkcji I
będącej poprzednikiem  T5 | ^

2. drugi człon koniunkcji I
będącej poprzednikiem T5 |

1.1 x6PR, załóż. dod.
1.2 i ( z R pox v x R ptz), bo 1.1, D4 i LI 

z
1.1.1 zRp„x vxRp„z, załóż. dod.

1.1.1.1 zRpox, załóż. dod.
1.1.1.2 2 zS x  ,bo 1.1.1.1 i 1

S ^m axc sp^ 2Rpo

'·' Tw ierdzenie T5 wypowiada tę myśl, że pole relacji R pokryw a 
się z R^obrazem zbioru wyszystkich R-m inim alnych elementów, je 
żeli każda relacja m aksym alna wśród spójnych podzbiorów R n(), posia
da elem ent m inim alny i relacja m ocnoancestralna R.)(| jest równa su 
m ie m aksym alnych relacji ze spójnych podzbiorów R



a.l S£max,_ 
a.2 zSx

zaloż. dod., a =  1.1.1.1

bo a.l i D9

a.5 mins^=A, bo 1 i a .l 
a.5.1 wÇmins, załóż. dod. 
a .5.2 w£m inR, bo L12, a.5.1 i a.l 
a.5.3 vv6lls, bo L l l ,  a.3 i a.5.1
a.5.4 w =  x v w S x , bo a.5.3, D7, a.2 i D4 
a.5.5. w R *x, bo a.5.4, a.4 i L3 
a.5.6 x£R (m inR), bo D l, a.5.2 i a.5.5

a.6 хбН ^(ш 1Пк), bo a.5 i a.5.1->a.5.6
1.1.1.3 x(:R*(m inK), bo 1.1.1.2 i a .l a.2^-a,6
1.1.2.1 xR p„z, załóż. dod.
1.1.2.2 Z x S z  . bo" 1.1.2.1 i 1

SÇmax c  ,Pi^ 2Rpn
1.1.2.3 xÇR (minR), bo 1.1.2.2 i analogiczny fragm ent do

wodu jak w odcinku a .l—a.6
1.1.2 xeR *(m inK), bo 1.1.1, 1.1.1.1.-Л. 1.1.3 i 1.1.2.-+1.1.2.3

1.3 xÇR*.(minK), bo 1.2 i 1.1.1->1.1.2
3. PR =  R ^ m in R), bo 1.1—»-1.3 i L13

Zauważmy również na koniec, że stosowanie definicji reku- 
rencyjnej przy określaniu pola relacji przechodniej byłoby — 
wobec twierdzenia T6 — zbędnym komplikowaniem pojęć, 
skoro relacja słabo-ancestralna relacji R — w przypadku prze
chodniej R — jest sumą Rv^I.

T6. R Çprzech R^. (B) =  И ВЫ З , bo:
1. R^przech, załóż.
2. Rp0 =  R, bo L10.1 i 1
3. R*(B) =  (RpocI)(B ), bo L3
4. R*(B) =  (R ^I)(B ), bo 3 i 2
5. R*-(B) =  RBwB, bo 4 i y è iR '- IK B j^ ^ x R y  v x = y ) s

x£B
=  (XxRy v J tx ^ y j^ iy ^ R B  vy(:B) = yfrRB^B. 

x6B x6B



2.2 O powiązaniach indukcji m atem atycznej z relacjam i 
ancestralnym i

Związki zachodzące m iędzy definicją rekurencyjną, dowo
dem  indukcyjnym  i relacjam i ancestralnym i opisuje tw ier
dzenie T7, w którym  litera „W” oznacza warunek, o którym  
tw ierdzenie dowodzone przez indukcję głcsi, że jest spełniony 
przez każdy elem ent rekurencyjnie zdefiniowanego zbioru Z 
(czyli IIWx)., 

x6Z
T7. Z=R*_ (В) /ч II Wx /ч ri(W x /v x R y -+ W y )^ II Wx, bo.

x6B x,y
1. Z = R * (B )
2. n W x  

x(jB zaloż.
3. Π (Wx л  xRy->Wy)

x,y
4. Z =  л А , bo 1 i T2

В С А /4 RA «Г A
1.1 x6Z, załóż. dod.
1.2 IIxÇA, bo 4 i 1.1 

В с  A л  RA с  A
1.3 B C  {z:Wz) a R({z:Wz)) 

{z:Wz}->x6{z:Wiz}, bo О II w 1.2
1.4 B C  {z:Wz}, bo 2 i Wu =  u£{z:Wz}
1.5 П (x6{z:W z}/\ xRy-*y(<{z:Wz}), bo 3

x.y
1.6 R ({z:W z))c  {z:Wz}, bo 1.5 i D1
1.7 x€{z:Wz}, bo. 1,3, 1.4, 1.6
1.8 Wx, bo 1.7

5. II Wx,bo 1.1-*1.8 iD .II. 
xC-Z · · · «

x6Z

i ;

Dla zilustrow ania związków opisanych w T7 posłużymy 
się następującym  przykładem :

P5. Twierdzenie: I lW ^ n ^  gdzie:
η^Νχ - ·



Dil. Wi(n) s  Г 1 - +   b------  i
L Γ(1 +  1) 2.(2 +  1)

n i
+  1 Jn.(n 'г  1) η 

Df2. kR-n -  к +  1 =  η 
Df3. Ni =  Rx ((1}).

Dowód indukcyjny:

l.Wx(l), bo ,Wi(l) =  [ 1<(1 I  υ  .=  ]  i

1 1
1.(1 + 1) 1 + 1

i zaloż. dod.
1.2 kRim  J
1.3 m =  к + 1, bo Df2 i 1.2 

1 1
1,4 1-(1 +  1) ' -  T  k.(k +  1) к  +  1
, bo 1.1 i D fl

1 1 -1
ł·3 . . .  T '  +  -  +  T T~ . +1.(1 +  1) k*(k f  1) (k +  l) '(k  +  2)

к 1 к '(к  +  2) +  1
=  к +  1 +  (к +  l)-(k · 2)" _  (к +  1)'(к -г 2)

(к +  iy: _____  к +  1 _  m
=  (к +  1)'(к + 2) =  к +  2 _  ш +  1
, bo 1.4 i 1.3
1.6 W](m), bo 1.5 i D fl

2.11 [Wx(k) A  kRim ->W i(m)], bo 1.1/ \  1.2->1.6 
k,m

3. n W i(n ), bo T7, Df3, 1 i 2. 
η^Νχ

III. Dociekania nasze zostały w sposób istotny ograniczone 
do indukcyjnych definicji z definiensem  zawierającym  symbol 
jedynie relacji binarnej. Ustalenia dotyczące takich relacji



nie dają się jednak w prosty sposób przenieść na relacje niebi- 
narne. Toteż dla uogólnienia wyników potrzebne jest rozsze
rzenie znanych koncepcji relacji ..ancestralnej. Do tego celu 
przystosowane jest — jak  się w ydaje — pojęcie wieloczło
nowej (k -j- n-członowej relacji ancestralnej:
Rk n* ( х ь  X2. - ,  Xk, У ь  - ,  Уп) =  П  [х ь  x k6 A A 'R k + n(A k)C

C A n-^ y i  УпбА].

IV. DEFINITIONS AND PROOFS ВУ INDUCTION 
AND ANCESTRAL RELATIONS

I. Introduction. I I .1. A uxilliary  establishm ents: 1,1 — term inology.
1.2 — lemmas. 2. D istinguished theorem s: 2.1 — on some connections 
between definitions by induction and ancestral relations, 2.1.1 — on 
equivalence between a postulational and no rm al definition by in 
duction, 2.1.2 — a translation  of definiens of a norm al recursive de
finition on a language denoting ancestral relations, 2.1.3 — some condi
tions of a recursive defining of the field cf non-reflexive relation.
2.2 On some connections of m athem atical induction w ith ancestral r e 
lations. III. The ending. This paper presents theses concerning some 
connections between the notions of definition and proof by induction 
and ancestral relations. The m ain results of the considerations of 
these connections are given in p a rt II.2. In  the theorem s which are  
contained there, the le tter „Z” denotes a set which is a denotation of 
definiendum  of a norm al recursive definition: „B” denotes a set of 
generators, „R” denotes a binary relation, „R ” — w eak-ancestral 
relation of R, ,,Rpo” — strong-ancestral relation of R, „RA” — R -im a- 
ge of a set A, ,,PR’’ — field of R, „Л "' — the em pty set, ,,m axR” — 
the set of R -m axim al elem ents, ,,minR” — the set of R -m in im al. ele
ments, „ e lIR” — the set of R -firs t elem ents, „przech” — a set of r e 
flexive relations, and „sp” — a set of connected relations.


