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O. A bstract.

A  null-cone s tru c tu re  induces p a rtia l o rdering  (of k ind „earlier-la ter") 
and fu ll topology on a space-tim e m anifold w ithou t any  reference  to  m atter 
filling th e  space-tim e. This show  how  deep ly  roo ted  a re  th e  abso lu te  p ro 
perties of tim e. Space-tim e equipped  w ith  a nu ll-cone stru c tu re  canno t be 
a  physica l m odel of Leibniz’s en tire ly  re la tiv e  tim e theory .

1. Introduction.

1.1 The so-called relational concept of time and space has 
been given by Leibniz who, in a polemic with Clarke, had ex
pressed the view that space is an „order of coexistences" and 
time an „order of successions".1 According to this concept, 
space and time may be thus drawn to relations which order in 
a certain manner the set of events, where events are under
stood materially. W ithout matter filling the Universe, the con
cepts of time and space lose their meaning. Instead of the term 
„relational concept of time and space", sometimes the term 
is used, after Leibnizî, of the „concept of relative time and re 
lative space", we shall often state it simply as the concept of 
Leibniz.2

1.2 A concept which remains in opposition to that of Leib
niz's, is the concept of absolute time and absolute space. It is
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usually attributed to Newton. According to this concept, time 
and space have an „object" character. After removing the 
„material contents" of the Universe, there remains an empty 
time and empty space.3

1.3 Time and space which occur in classical mechanics, are 
physical models of the absolute time and space. The theory of 
relativity (special and general) has, to a certain extent, „rela
tivised" time and space, however, contrary to a fairly general 
opinion, has not been able to fully realize the concept of Leib
niz. In the present paper we shall show that with the presently 
used geometry, it is not possible to construct a physical model 
of fully relative (relational) time.

1.4 The remark is trival that a null-cone structure may be 
determined on a spatio-temporal manifold without referring to 
anything outside, such as e.g. matter filling the space-time. 
A lready in this sense, such a structure is anti-Leibnizian. It 
turns out, however, that it is such a strong structure that it 
induces all the topology, and even certain metric properties. 
In order to make the following arguments more precise, we 
introduce certain terminology conventions.

2. Terminology
2.1 We understand events materially, and not only as points 

in space-time.
2.2 W e shall call time (model of, concept of) w e a k l y  r e 

l a t i v e  if it is partially absolute and only partially defined 
by relations on the set of events.

2.3 We shall call time (model of, concept of) s t r o n g l y  
r e l a t i v e  — if it is totaly defined by relations on the set 
of events.

2.4 Relativity of time (weak or strong) may be l o c a l  o r  
g l o b a l .

2.5. W e shall distinguish between t o p o l o g i c a l  and 
m e t r i c  properties of time.

2.6 W e shall also discuss t i m e  o r d e r i n g  if and only 
if on the set of events relations of the type „earlier — later"



are defined, which partially order the set of events and indu
ce a topology (ordinary „manifold topology") on this set. — 
Time ordering may be absolute, w eakly or strongly relative.

2.7 In the definitions presented above not very sharp con
cepts (such as „event understood materially", „time partially 
absolute", ect.) are used on purpose, in order for the following 
discussion to concern a wide class of philosophical concepts 
of time. These definitions suffice, however, to ascertain 
enough rigour to the further considerations.

3. Logical Base

3.1 By the sparce-time M we mean n-dimensional; connec
ted, C°° (usualy C2 suffices) differentiable manifold on which 
a continuous oriented null-cone structure is defined.

3.2 The oriented null-cone structure is equivalent to the fol
lowing: for each x e M,  there is a basis at the tangent space 
Tx, relative to which the Lorentzian metric tensor of signatu
re 2 — n exists,.4

The existence of the continuous oriented null-cone structuré 
allows us to introduce the following definitions:

3.3 A future-directed piecewise timelike geodesic is called 
a trip. If a trip from x to y exists we write: x y (x chrono
logically precedes y).

3.4 The chronological luture of x, I+(x), is defined:
I+(x) =  {y: x ^ y }

Similarly, the chronological past of x:
I~(x) = {y: У<|х}

3.5 A future-directed piecewise curve, whose pieces may be 
either timelike or null geodesics is called a causal trip. If 
a causal trip from x to y exists, we write: x <  y (x causally 
precedes y).

3.6 The causal luture and causal past of x may be defined 
respectively:

J+(x) = {γ: x <  y}
J_(x) =  (у: У < х >



3.7 P r o p o s i t i o n :  I+(x) and I~(x) are open sets, for eve
ry  x ε M. For proof see work of Lerner.5

3.8 P r o p o s i t i o n :  Sets I+(x) rs I“ (x) are open, for eve
ry  x,y ε M and induce the so-called Alexandroii Topology 
(A-topology) on M.6

A-topology, in the general case, is coarser than ordinary 
manifold topology.

3.9 A space-time is strongly causal at x ε M, if there is no 
such neighbourhood U of x, that U intersects some trip more 
than once. M is strongly causal, if it is strongly causal at each 
point.

3.10 The notion of strong causality being of especially im
portance for further considérations, let us remind that strong 
causality fails at a poit p ε M, if and only if there is a point 
q >  p, p +  q, such that for all x ε I+(p) and y ε I- (q) there is: 
У *4 x·7

3.11 P r o p o s i t i o n :  The A-topology on a space-time M 
coincides with the ordinary manifold topology if and only if 
M is strongly causal. Proof may be found in the cited Lerner's 
paper.8

4. Anti-Leibnizian Theorem

4.1 T h e o r e m :  A space-time M, on which a continuous 
oriented null-cone structure is defined, cannot be a model of 
strongly relative time ordering (globally), if: (i) there are no 
closed trips on M; (ii) M is strongly causal.9

4.2 P r o o f :  A continuous oriented null cone structure in
duces the existence of the relation and the existence of 
sets: I+(x), I“ (x). The relation is transitive by definition, 
and antireflexive by the condition (i) of the theorem. So , , ^ r' 
is partially ordering. Sets I+(p) I_ (q), p, q ε M, form a basis
for A-topology (proposition 3.8). In strength of the proposition 
3.11 and the condition (ii) of the theorem, A-topology coincides 
with the ordinary manifold topology. So the partial ordering



of „earlier ■— later" kind of the manifold and its full topology 
are induced without any reference to m atter filling the space- 
-time. This remark ends the proof.

5. Conclusions

5.1 Theorem 4.1 shows how deeply are absolute elements 
embedded in the mathematical structure of contemporary spa
ce-time theories.

5.2 On rejection of condition (i) of the theorem, it becomes 
true only locally; the non-validity of the relation x x is al
ways guarenteed locally10.

5.3 Invariaratly, there is no sense in discussing metric pro
perties of time; one may invariantly discuss only metric pro
perties of space-time.

5.4 M etric properties of space-time M cannot be strongly 
relative (in the sense analogous to definition 2.3) either, as 
they are locally induced by the Lorentzian structure of tan
gent space in every point ρ ε M11.

5.5 The above results do not contradict the possibility of 
constructing a weakly relative model of time (space-time). As 
it is known, weak relativity of time (space-time) is realized in 
the General Theory of Relativity.

ROZMAITOŚCI CZASOPRZESTRZENNE I WZGLĘDNOŚĆ CZASU

Streszczenie

1. P o s t a w i e n i e  p r o b l e m u .  Is tn ie ją  dw ie, konk u ru jące  ze sobą, 
koncepcje czasu i p rzestrzeni. W edług  pierw szej czas i p rzestrzeń  sprow a
dzają się do re lac ji w  jak iś sposób po rządku jących  zbiór zdarzeń ; przy 
czym zdarzen ia  rozum ie się m aterialn ie . Bez m aterii w y pełn ia jące j W szech
św iat po jęc ia  czasu i p rzestrzen i tracą  sens. W edług  d rug ie j koncepcji czas 
i p rzestrzeń  m ają  ch arak te r „obiektów ”. Po usunięciu  „m ateria lnej zaw ar
tości" W szechśw iata  pozostaje  pu sty  czas i pu sta  p rzestrzeń . P ierw szą kon- 
cepcję ok reśla  się m ianem  koncepcji w zględnego lab  re lacy jnego  czasu 
i w zględnej lub  re lacy jn e j przestrzeni, d rugą  —  m ianem  koncepcji abso
lutnego czasu i abso lu tnej p rzestrzeni. P ierw szą p rzyp isu je  się zw ykle Leib
nizowi, d rugą  — N ew tonow i.



Czas i p rzestrzeń  w y stępu jące  w  m echanice k lasycznej są  fizycznym i 
m odelam i absolutnego czasu i przestrzeni. T eoria  w zględności (szczególna 
i ogólna) w  pew nym  stopn iu  u re la ty w n iła  czas i p rzestrzeń, n ie  zdołała  je d 
nak  —  w brew  dość rozpow szechnionym  poglądom  —  w  pełn i zrealizow ać 
koncepcji Leibniza. Pokażem y, że przy stosow anym  obecnie aparacie  geom e
trycznym  n ie  da się skonstruow ać fizycznego m odelu  czasu  całkow icie 
w zględnego.

2. T e r m i n o l o g i a .  Będziem y m ów ić o czasie (m odelu, koncepcji cza
su) słabo w zględnym , jeże li je s t on częściow o absolu tny, a ty lko  częściow o 
określony  przez re lac je  n a  zbiorze zdarzeń.

Będziem y m ów ić o czasie (m odelu, koncepcji czasu) siln ie  w zględnym , 
jeże li je s t on całkow icie ok reślony  przez re lac je  na  zbiorze zdarzeń.

Zdarzenia rozum ie się m ateria ln ie , a n ie  ty lko  jak o  p u n k ty  w  czasoprze
strzeni.

B ędziem y m ów ić o porządku  czasow ym  w tedy  i ty lko  w tedy , jeże li na 
zbiorze zdarzeń są  ok reślone  re lac je  ty p u  „w cześniej — późn ie j" częściow o 
porządku jące  zbiór zdarzeń  i induku jące  topologię (zw ykłą „rozm aitościo- 
w ą topologię" — „m anifold topology") n a  tym  zbiorze. — P orządek  czaso
w y może być absolu tny, lub słabo, lub silnie w zględny.

3. B a z a  l o g i c z n a .  Przez czasoprzestrzeń  M rozum iem y n —  w ym ia
row ą, zw artą, C oo  rozm aitość różniczkow ą, n a  k tó re j jes t ok reślona ciągła, 
zo rien tow ana s tru k tu ra  stożkow a, tzn. d la  każdego p u nk tu  χ  β M is tn ie je  
baza w przestrzen i stycznej Tx, w zględem  k tó re j ok reślony  n a  Tx lorent- 
zow ski ten so r m etryczny  posiada sygnatu rę  2 —  n.

N iech  x, y  ε M, jeże li is tn ie je  w  M  czasopodobna k rzyw a posiadająca  
w  przeszłości punk t końcow y p i w  przyszłości punk t końcow y q, piszem y: 
ρ <ξ q. D efiniujem y: 
chronologiczną przyszłość punk tu  x:

I + (x) =  { y :x < ^ y }  
chronologiczną przeszłość p u n k tu  x:

I- (x )  =  {y: y  x}
C zasoprzestrzeń  M nazyw am y m ocno przyczynow ą w punkcie  χ  ε M, je 

żeli n ie m a tak iego  o toczenia U punk tu  x, że U przecina  pew ną czasopodob- 
ną  krzyw ą w ięcej niż raz. M  je s t mocno przyczynow a, jeże li je s t mocno 
przyczynow a w  każdym  punkcie.

L e m a t  1: Z biory  I + (x) I ” (y) są  zbioram i o tw artym i, d la  każdego
x, y  ε M i induku ją  tzw. topologię A leksandrow a (A-topologię) na  M.

A  — topologia, w  ogólnym  przypadku, jes t uboższa niż zw ykła topo lo 
gia rozm aitościow a.

L e m a t  2: A -topologia n a  czasoprzestrzen i M pokryw a się ze zw ykłą 
topologią  rozm aitościow ą w tedy  i ty lko  w tedy, gdy M  jes t mocno przyczy
now a.



D owody obu lem atów  m ożna znaleźć w p racy  L ernera (por. przyp. 5 
w tekście  angielskim ).

4. T w i e r d z e n i e  a n t y - l e i b n i z o w s k i e :  C zasoprzestrzeń M, na 
k tó re j je s t określona ciągła, zorien tow ana s tru k tu ra  stożkow a n ie  może być 
m odelem  silnie w zględnego porządku czasow ego (globalnie), jeżeli: (i) na 
M n ie  m a zam kniętych krzyw ych czasopodobnych, (ii) M jes t m ocno przy 
czynow a.

D o w ó d :  C iągła, zo rien tow ana s tru k tu ra  stożkow a um ożliw ia ok reś le 
nie re lac ji ,,<ξ" i zbiorów  I + (x), I~(x) n a  M. R elacja  je s t p rzechodnia 
z defin icji i p rzeciw zw rotna dzięki w arunkow i (i) tw ierdzenia . A  zatem  
„■'■S" jes t re lac ją  częściow o po rządku jącą  zbiór M. Z biory I + (p) r\ I~(q), 
p, q, ε M, tw orzą bazę d la A -topologii (lem at 1). N a m ocy lem atu  2 i w arun 
ku (ii) tw ierdzenia, A -topologia pokryw a się ze zw ykłą topo log ią  rozm ai- 
1 ościową. A  w ięc częściow e uporządkow anie ty p u  „w cześniej — późn ie j” 
oraz pełna  topologia zosta ły  w prow adzone na  rozm aitości M bez odnosze
n ia  się do m aterii w ypełn ia jącej czasoprzestrzeń. Ta uw aga kończy  dow ód.

5. W n i o s k i .  U dow odnione tw ierdzenie  pokazuje , jak  g łęboko w  m ate
m atycznej s truk tu rze  w spółczesnych teo rii czasoprzestrzeni tkw ią  elem enty  
absolutne. — Po odrzuceniu  w arunku  (i) tw ierdzen ia  sta jê  się ono słuszne 
ty lko  lokaln ie; n iesłuszność re lac ji s ^ x  je s t lokaln ie  zaw sze zagw aran to 
w ana. —. Inw arian tn ie  n ie  m a sensu m ów ić o m etrycznych  w łasnościach 
czasu; inw arian tn ie  m ożna m ów ić ty lko  o m etrycznych  w łasnościach  czaso
przestrzeni. — M etryczne w łasności czasoprzestrzeni rów nież n ie  m ogą być 
silnie w zględne, gdyż są  one w  każdym  punkcie  p ε M lokaln ie  indukow a
ne przez loren tzow ską stru k tu rę  p rzestrzen i stycznej (por. przyp. 11 w  tek ś
cie angielskim ).

Pow yższe w yniki nie przeczą m ożliw ości zrealizow ania m odelu czasu 
(czasoprzestrzeni) słabo w zględnego. Ja k  w iadom o, słaba w zględność czasu 
(czasoprzestrzeni) je s t zrealizow ana w  ogólnej teo rii w zględności.

1 „As for m y own opinion, I have  said  m ore than  once, th a t I hold space 
to  be som ething m erely  re la tiv e , as tim e is; th a t I hold  it to  be an order 
of coexistences, as tim e is an order of successions.'T he  Leibniz —  C laike  
C orrespondence  (ed. H. G. A lexander), M anchester U n iversity  Press, 1956.

2 Cf. Z. A ugustynek: W łasności czasu  (P roperties of Tim e —  in Polish), 
W arszaw a 1970, PW N.
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4 See e.g.: B. C arter: Causal Structure in Space-Tim e, G eneral R e la tiv ity  

and G ravitation, 1 (1971) 350.



5 D. Lerner: Techniques oi Topology and D iüe ien tia l G eom etry in  G ene
ral R e la tiv ity , in: M ethods o i Local and G lobal D illerentia l G eom etry in 
G eneral R e la tiv ity , „P roceedings of th e  R egional C onference on R elativ ity", 
P ittsburgh, Pennsy lvania , Ju ly  13 —  17, 1970, Springer-V erlag: Berlin-Hei- 
delberg-N ew  Y ork 1972, p. 11.

6 Ibid., p. 23.
7 Ibid., pp. 21—22.
8 Ibid., p. 23.
9 A lm ost ev ery  physica lly  reasonab le  space-tim e is strong ly  causal, and 

alm ost ev e ry  strong ly  causa l space-tim e has no  closed trips.
10 See: D. Lerner: Techniques  of Topology..., pp. 18— 19.
“  This is show n in paper: M. H eller: M ach's Principle and D ilierentiable  
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