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1. Wstep

Teoria relacji jest jednym z waznych dzialow wspoéiczesnej
logiki. Méwigc intuicyjnie relacja jest to kazdy zwiazek za-
chodzgcy miedzy kilkoma dowolnymi obiektami. Od strony
formalnej natomiast relacja jest podzbiorem produktu kar-
tezjanskiego zbioréw. Roézne rodzaje relacji charakteryzujg
sie specyficznymi wlasnosciami podzbioréw produktu. Nadto
operacjom na relacjach mozna przyporzadkowa¢ pewne ope-
racje ma zbiorach. Postepujac konsekwentnie w tym kierun-
ku daje sie przyporzadkowaé relacjom pewne -charaktery-
styki algebraiczne.

Zagadnienie sformulowane w tytule artykulu jest bardzo
szerokie. Z istniejgcej tu bogatej problematyki poruszamy
jedynie niektore tematy. A wiec zawezimy nasze rozwazania
do pewnych tylko aspektow algebraicznych, mianowicie do
aspektow poélgrupowych. Nadto zajmowaé sie bedziemy je-
dynie relacjami dwucztonowymi. Wskazemy w pracy na
pewne, jak sie wydaje, interesujgce zwigzki zachodzgce mie-
dzy relacjami dwuczlonowymi a pdéigrupami. Droga, po kto-
rej kroczy. sie w tym artykule moze by¢, przynajmniej
W pewnym znaczeniu, nazwana algebraizowaniem teorii. re-
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lacji przez podawanie charakterystyk algebraicznych odpo-
wiadajgcych relacjom.

2. Relacje dwuczionowe

Dla wygody rozwazan przypomnimy najpierw pewne po-
jecia pomocnicze.

Niech A oraz B bedg dwoma zbiorami niepustymi. Przez
iloczyn kartezjanski (lub inaczej: produkt kartezjanski, albo
krétko: produkt) zbioréw A oraz B rozumie sig zbiér wszyst-
kich par uporzgdkowanych postaci (a, b), gdzie a jest ele-
mentem zbioru A, za§ b — elementem zbioru B. Iloczyn kar-
tezjanski zbior6w A oraz B oznacza¢ bedziemy symbolem
A X B. W szczegdlnosci dla A = B mozna méwi¢ o produkcie
A X A, czyli o zbiorze par uporzgdkowanych postaci (x, y),
gdzie x oraz y sg elementami zbioru A.

Przyklady: Produkt okregu kola przez odcinek jest po-
wierzchnig walca. Jezeli pomnozymy kartezjansko dwa okregi
przez siebie, to otrzymamy powierzchnie zwang torusem.
Przestrzen euklidesowa n-wymiarowa jest produktem kar-
tezjanskim n prostych euklidesowych.

Przez relacje dwuczionowg (lub: dwuargumentows) w ilo-
czynie kartezjanskim A X B rozumie sie dowolny podzbiér
tego produktu. W przypadku kiedy A =B mamy do czy-
nienia z relacja dwuczlonowg w produkcie A X A. Wowczas
mowi sie krotko o relacji dwuczionowej w zbiorze A.

Przyklady: Podzbiér produktu liczb rzeczywistych przez
siebie okre$lony wzorem: (x, y) €P (=) (x=y) definiuje
relacje rownosci wsrod liczb rzeczywistych. Formula: x jest
synem y okresla relacje synostwa w zbiorze wszystkich ludzi.

Poniewaz w tej pracy zajmowac sie bedziemy jedynie re-
lacjami dwuczlonowymi, dlatego bedziemy moéwi¢ po prostu
»relacja”, majagc na mysli relacje dwuargumentowa.

Relacje w produkcie A X B oznacza¢ bedziemy literami R,
S, T. A zatem, jezeli R, S, T sg relacjami w A X B znaczy
to, ze R, S, T sg podzbiorami iloczynu kartezjanskiego A X B.
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Jezeli miedzy elementami a oraz b zachodzi relacja R znaczy
to, ze para uporzgdkowana (a, b) ¢ R. Zamiast pisa¢ (a, b)
¢ R stosuje sie roéwniez notacje nastepujace: aRb oraz R (a, b),
zaleznie od tego, jak jest wygodniej znakowa¢ w danym
konkretnym przypadku.

Interesowaé nas bedg szczegélnie relacje zachodzace w zbio--
rze A. Zanim wymienimy pewne podstawowe rodzaje re-
lacji, ktére beda nam potrzebne w dalszych rozwazaniach,
przypomnimy wpierw pojecie relacji odwrotnej oraz pojecie
iloczynhu dwu relacji.

Dla danej relacji R w iloczynie kartezjanskim A X B
okresla sie relacje odwrotng R-! rozumiejgc przez nig relacje
w iloczynie kartezjanskim B X A zlozong z tych par upo-
rzadkowanych (b, a), dla ktérych spelniony jest warunek
(a, b) € R. Inaczej moéwige zachodzi nastepujgca rownowaznosé:
bR1a (=) aRb.

Przyklady: Do relacji wiekszoéci w zbiorze liczb rzeczy--
wistych odwroing relacjg jest relacja mniejszosci. Relacjg od-
wrotng do relacji okreslonej formula: x jest synem y jest
relacja y jest rodzicem z. Inaczej méwiac, relacjg odwrotng
do relacji synostwa jest relacja ,,by¢ rodzicem”.

Niech teraz dane beda dwie relacje R oraz S. Pierwsza
z nich niech bedzie okreslona w iloczynie A X B, za§ dru-
ga — w produkcie B X C. Przez iloczyn R.S rozumie sie
relacje okreslong w produkcie A X C, ktéra spelnia naste-
pujacy warunek: a(R.S.)c zachodzi wtedy i tylko wtedy,.
kiedy istnieje taki element b ze zbioru B, dla ktérego mamy
aRb oraz bSc, gdzie a jest elementem zbioru A, zas§ ¢ —
elementem zbioru C. W szczegbdlnosci mozna moéwié o ilo-
czynie dwu relacji R oraz S okreSlonych w zbiorze A, tj.
woéwczas gdy A =B = C.

Skoro relacje sg podzbiorami produktu kartezjanskiego,.
a wiec sg zbiorami, przeto mozna z sensem moéwié o zawie-
raniu sie relacji rozumiejgc przez to zawieranie sie odpo-
wiednich podzbioréw produktu definiujgcych rozpatrywane:
relacje. Sensowne wiec sg wzory postaci: R ( S.
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Wyréznia sie pewne podstawowe rodzaje relacji okreslo-
nych w zbiorze A.

Relacja identycznosci na zbiorze A sklada sie ze wszyst-
kich par postaci (a, a), gdzie a jest elementem zbioru A.
I tylko z takich par. Wyrazajac sie obrazowo powiemy, ze
relacja identycznosci sklada sie z ,przekatnej” produktu
A X A. Relacje identycznosci w zbiorze A oznaczaé¢ bedziemy
:symbolem 1, lub tez krdotko (o ile to nie bedzie powodowalo
nieporozumien) symbolem 1. !

Jest widoczne, ze zachodzi nastepujgca zaleznoé¢ dla do-
‘wolnej relacji R w zbiorze A: R.1, = 1,.R.

Relacja R nazywa sie relacjg zwrotng, jezeli dla kazdego
-elementu x nalezgcego do zbioru A zachodzi warunek: xRx.

Inaczej mozna warunek powyizszy sformulowaé¢ nastepujgco:
relacja A jest zwrotna w zbiorze R wtedy i tylko wtedy, gdy
.zachodzi inkluzja: 14 ( R.

Relacja R nazywa sie symetryczng, jezeli dla wszelkich x
coraz y nalezgcych do zbioru A warunek xRy pocigga za soba
warunek yRx.

Poslugujac sie pojeciem relacji odwrotnej do danej mozna
powyzsze sformulowanie przeredagowaé nastepujgco. Relacja
R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy R-! ( R. Ostatni
warunek jest rownowazny réwnosci: R = R.

Relacja R nazywa sie przechodnia, jezeli dla -wszelkich x,
y oraz z nalezacych do zbioru A warunki xRy i y Rz pociggaja
za sobg warunek xRz.

Korzystajac z pojecia iloczynu relacji powyzsze okreslenie
daje sie sformulowa¢ w postaci nastepujgcej. Relacja R jest
przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy R.R ( R. Zamiast R.R
pisze sie takze R2. A wiec relacja R jest przechodnia jesli
spelniony jest wzér: R? (R.

Przyklady: Relacja prostopadtosci wsréd prostych jest sy-
metryczna. Relacja podobienstwa wsrdéd tréjkatéw jest zwro-
tna, symetryczna i przechodnia. Relacja mniejszosci wsrod
liczb rzeczywistych jest przechodnia.

Latwo jest poda¢ przyklady relacji, ktére sposroéd trzech
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wlasnos$ci: zwrotno$ci, symetrycznosci oraz przechodniosci po-
siadalyby dokladnie jedng z nich, badZ tez pewne dwie z nich,
nie posiadalyby za$ pozostalych, badz pozostaltej wlasnosci.

Wyréznia sie jeszcze dwie specjalne relacje, mianowicie re-
lacje pelng oraz relacje pusta.

Relacja pelna U to taka relacja, ktora zachodzi miedzy kaz-
dymi dwoma elementami zbioru A. Inaczej modwige U =
A X A,

Relacja pusta O to taka relacja, ktéra nie zachodzi miedzy
zadnymi dwoma elementami zbioru A. Jej odpowiednikiem
mnogos$ciowym jest zbidr pusty.

Relacja R, ktora jest zwrotna, symetryczna i przechodnia
nazywa sie relacjg réwmowaznosci. A wiec R jest relacjg
réwnowaznosci, jezeli spelnione sg wzory: 1, (R, R1=R,
R2z=R.

Relacja réwnosci wsrod liczb, relacja réwnoleglosci wsrod
prostych, relacja przystawania wsrod figur geometrycznych —
oto proste przyktady relacji réwnowaznosci.

Zanotujmy zachodzenie mastepujgcego twierdzenia:

Iloczyn dwu relacji réwnowaznosci R oraz S, tj. relacja
R.S, jest relacja rownowaznosci wtedy i tylko wtedy, gdy
relacje te spelniajg warunek przemiennosci, tj. gdy R.S = S.R.

Latwy dowéd tego faktu pomijamy 1.

3. Dzialania algebraiczne dwuargumentowe

Przejdziemy obecnie do przypomnienia pojecia dziatania
oraz pewnych jego wlasnosci.

Niech A bedzie zbiorem niepustym. Kazdg funkcje okre-
$long na iloczynie kartezjanskim A X A, za§ o wartosciach
w zbiorze A zwie sie dzialaniem dwuargumentowym okre-

1 Por. np. A. I. Malcew: Algebraiczeskije sistemy. Izdatielstwo ,Nau-
ka”, Moskwa 1970, 26. Nowoczesne ujecie elementéw teorii relacji mozna
znalezé takze w ksigzce: H. Rasiowa: Wstep do matematykz wspélczes-
nej, Warszawa 1968.
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slonym w zbiorze A. A zatem dzialanie przyporzadkowuje
kazdej parze uporzgdkowanej (a, b), gdzie a oraz b sag ele-
mentami zbioru A, pewien element c¢ tegoz zbioru A. Ozna-
czmy wspomniane dzialanie symbolem &. Woéwczas pisze sig
¢ = a&b. Poniewaz w tej pracy bedziemy rozwaza¢ jedynie
dzialania dwuargumentowe, przeto opuszczaé¢ bedziemy przy-
miotnik , dwuargumentowe” i moéwié krétko: dzialanie.

Przykiady: W zbiorze liczb (np. rzeczywistych) dzialaniami
sg: dodawanie, odejmowanie, mnozenie. W zbiorze macierzy
dzialaniami sg dodawanie i mnozenie macierzy jezeli ograni-
czymy sie do macierzy kwadratowych tego samego rzedu.
W zbiorze wszystkich funkcji rzeczywistych, okreslonych na
pewnym ustalonym zbiorze X, dzialaniami sg operacje do-
dawania i mnozenia funkcji okreslone w sposéb zwykly.

Dziatanie & okreslone w zbiorze A nazywa sie lgczne, je-
zeli spelniony jest warunek nastepujgcy: (a&b) &c = a& (b&c)
dla kazdych trzech elementéw a, b, ¢ nalezgcych do zbioru A.

Przyklady: Dodawanie i mnozenie liczb (powiedzmy catko-
witych) jest laczne, natomiast odejmowan’e liczb nie jest
lagczne. Jest przeciezz (1T—4)—2=3—2=1, T—(4—2)
=7—2=05. A wiec (T—4)—2=+T7—(4—2). Mnozenie ma-
cierzy jest lgczne.

Element e zbioru A nazywa sie elementem neutralnym le-
wostronnym (prawostronnym) dzialanie &, jezeli dla kazdego
a nalezgcego do zbioru A zachodzi wzoér: e&a = a (a&e = a).
Jezeli e jest zarazem elementem neutralnym lewostronnym
i prawostronnym dzialania &, to e zwie sie elementem neu-
tralnym dwustronnym, lub tez kréotko elementem neutralnym
dzialania &.

Przyklady: Elementem neutralnym dodawania liczb catko-
witych jest liczba zero. Elementem neutralnym mnozenia
liczb calkowitych jest liczba jeden. Dzialanie dodawania
w_zbiorze liczb catkowitych dodatnich nie posiada elementu
neutralnego. Elementem neutralnym mnozenia macierzy jest
macierz jednostkowa, tj. macierz posiadajgca na gléwnej prze-
katnej jedynki, a poza tym same zera.
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Element z zbioru A nazywa sie.elementem zerowym lewo-
stronnym (prawostronnym) dzialania &, jezeli dla kazdego
a nalezacego do zbioru A zachodzi wzor: z&a = z (a&z = z).
Jezeli element z zbioru A jest jednoczesnie elementem zero-
wym lewostronnym oraz prawostronnym dzialania &, to zwie
sie on elementem zerowym tegoz dzialania. Zamiast mowié
element zerowy, méwi sie takze krotko zero.

Przyklady: Dla mnozenia w zbiorze liczb catkowitych ele-
mentem zerowym jest po prostu liczba zero. Dla dzialania
mnozenia macierzy elementem zerowym jest macierz zlozona
z samych zer, czyli tzw. macierz zerowa. Dzialanie dodawania
w zbiorze liczb calkowitych nie posiada elementu zerowego.

Element e zbioru A nazywa sie elementem idempotentnym
wzgledem dzialania &, jezeli zachodzi wzoér: e&e = e.

Przyklady: Elementem idempotentnym dodawania w zbio-
rze liczb calkowitych jest zero. Mnozenie w zbiorze liczb cal-
kowitych posiada dwa elementy idempotentne; sg nimi zero
oraz jeden. Dodawanie w zbiorze liczb catkowitych dodatnich
nie posiada elementu idempotentnego. W rachunku zadan
kazdy element jest idempotentny wzgledem operacji brania
alternatywy oraz koniunkeji dwu zdan.

Latwo zauwazy¢, ze kazdy element neutralny (jednostronny
-oraz dwustronny), jak i kazdy element zerowy (jednostronny
oraz dwustronny) dzialania & sg zarazem elementami idem-
potentnymi tegoz dzialania 2.

4. Polgrupy

Rozwazaé teraz bedziemy pewne proste twory algebraiczne.
Przypusémy, ze dany mamy niepusty zbior A oraz okre$lone
w nim pewne dzialania (dwuargumentowe) &.

2 Por. np. A. H. Clifford, G. B. Preston: Algebraiczeskaja tieorija po-
tugrupp, Izdatielstwo ,,Mir”, Moskwa 1972, 19. Dostepne ujecie pojecia
dzialania, jego wilasnoéci oraz podstawowych typéw systeméw alge-
braicznych mozna znaleZé w pracy: B. Gleichgewicht: Elementy algebry
abstrakcyjnej, Warszawa 1966.
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Grupoidem nazywa sie¢ niepusty zbiér z okreslonym w nim
jednym dziataniem.

Przyktady: Zbiér liczb calkowitych dodatnich z dodawaniem
jest grupoidem. Zbioér liczb rzeczywistych z mnozeniem jest
grupoidem. Liczby calkowite z odejmowaniem tworzg gru-
poid.

Oznaczajgc zbiér niepusty przez A, za$ dzialanie w nim
okreslone przez &, powstaly w ten sposéb grupoid mozna ozna-
czy¢ symbolem (A, &). Jezeli zbior A jest skohczony, to gru-
poid (A, &) nazywa sie takze skonczony. Jezeli zbiér A jest
nieskonczony, to grupoid zwie sie réwniez nieskonczony.

Pélgrupg nazywa sie taki grupoid (A, &), w ktorym dziata-
nie & jest lgczne. Krocej méwi sie takze, ze poéigrupa to gru-
poid 1gczny.

Przyklady: Zbiér liczb catkowitych dodatnich z dodawaniem
jest poigrups. Zbiér liczb rzeczywistych z mnozeniem jest po6l-
grupa. Liczby catkowite z odejmowaniem nie stanowig péigru-
py (pamietamy bowiem, ze odejmowanie nie jest dzialaniem
tgcznym).

Innym, interesujgcym, przykladem poéigrupy jest przyklad
nastepujgcy. Przypusémy, ze mamy dany pewien niepusty
skonczony zbiér X dowolnych elementéw. Zwaé go bedziemy
alfabetem. Kazdy skonczony uporzgdkowany uklad elementéw
alfabetu zwa¢ bedziemy stowem w tym alfabecie. Dozwolone
jest powtarzanie sie elementéw alfabetu. A wiec slowami sg
po prostu wariacje z powtérzeniami. Okres§lamy operacje kon-
katenacji nastepujgco: jezeli a jest jednym stowem w danym
alfabecie, za§ b — drugim tego rodzaju slowem, to przez ich
konkatenacje rozumie sie utworzenie nowego stowa, ktére skla-
da sie ze wszystkich liter wystepujacych w stowie a oraz
z nastepujacych po nich bezposrednio wszystkich liter stowa b.
W ten sposéb w zbiorze stow utworzonych nad alfabetem X
mamy okre$long operacje, ktéra kazdym dwom stowom pod-
porzadkowuje nowe slowo nalezgce do stéw utworzonych nad
danym alfabetem X. Zatem mamy tu do czynienia z grupoi-
dem. Jednakze latwo jest sprawdzié, ze operacja konkatenacji
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jest operacjg 1gczng. Jesli bowiem mieliby$Smy dane trzy stowa
a, b oraz ¢, to otrzymamy ten sam wynik niezaleznie od tego
czy najpierw utworzymy nowe stowo ze sléw a oraz b, a po-
tem dopiero dolgczymy stowo c, czy tez do slowa a dolgczymy
konkatenacje stéw b oraz c. Zatem wspomniany grupoid jest
taczny, czyli jest on poélgrupa. Oznaczajgc zbiodr stow utworzo-
nych nad alfabetem X przez X* mozna powiedzie¢, ze rodzi-
na Xt jest péigrubg ze wzgledu na operacje konkatenacji.

Przypomnijmy, ze przez jezyk formalny rozumie sie dowol-
ny podzbiér péigrupy X+. Méwigc dckladniej sg to jezyki nad
alfabetem X. Jezyk jest wiec zrelatywizowany do alfabetu.
Nadto na elementach danego jezyka, jak réwniez na zbiorze
roznych jezykow (utworzonych nad danym alfabetem) mozna
okresli¢ réznego rodzaju dzialania. Otrzymuje sie, konsekwen-
tnie, rézne interesujgce przyklady grupoidéw oraz péigrup. Te-
go rodzaju zabiegi algebraiczne sg wazne zwlaszcza dla jezy-
kéw programowania. Sygnalizujemy jedynie to zagadnienie
nie wchodzgc blizej w szczegoty 3.

Jest widoczne, ze w przypadku grupoidéw (a tym bardziej
w przypadku pélgrup) mozna moéwié¢ o elementach neutralnych,
zerowych i idempotentnych. Z definicji wynika prosto, ze ele-
menty neutralne (jednostronne oraz dwustronne) oraz elemen-
ty zerowe (takze jedno- i dwustronne) speilniajg nastepujace
twierdzenie:

Jezeli dany jest grupoid (A, &), to wowczas zachodzi dok-
ladnie jeden z nastepujgcych czterech warunkow:

1° A nie posiada elementéw neutralnych (zerowych) jedno-
stronnych, 2° A posiada co najmniej jeden element neutralny
(zerowy) lewostronny, nie ma za$ elementéw neutralnych (ze-
rowych) prawostronnych, 3° A posiada co najmniej jeden ele-
ment meutralny (zerowy) prawostronny, nie ma za$ elemen-
téw neutralnych (zerowych) lewostronnych, 4° A posiada je-

¢ Por. np. M. Gross, A. Lentin: Tieorija formalnych grammatik, Izda-
tielstwo ,Mir”, Moskwa 1971, 23—26. Zob. takze odpowiednie miejsca
w pracy: M. A. Harrison; Wstep do teorii sieci przelgczajgcych i teorii
automatéw, Warszawa 1973.
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den tylko element neutralny (zerowy) dwustronny, nje ma
za$ zadnych innych elementéw neutralnych (zerowych) jedno-
stronnych 4.

Przypomnijmy jeszcze pewne podstawowe pojecie z teorii
grupoidéw oraz z teorii pélgrup.

Niech dany bedzie grupoid A. Niepusty podzblor I zbioru A
nazywa sie lewostronnym (prawostronnym) idealem grupoidu
A, jezeli a&=x€l (x&a€l) dla kazdego a€A oraz kazdego
x€l. Podzbiér grupoidu A, ktéry jest zarazem idealem lewo-
stronnym oraz prawostronnym zwie sie idealem dwustronnym,
lub krétko: idealem danego grupoidu.

Przyklad: W poétgrupie zbiér wszystkich prawostronnych ele-
mentoéw zerowych jest idealem dwustronnym danej polgrupy 5.

Przypusémy, ze dana jest relacja réwnowaznosci na grupo-
idzie (A, &). Oznaczmy ja przez R. Przypus$tmy, ze warunck
aRb pocigga za sobg zachodzenie warunkéw a&cRb&c oraz
c&aRc&b dla kazdego c nalezgcego do A. Wowcezas relacje R
nazywa sie kongruencjg na grupoidzie A.

Niech dane bedg teraz dwa grupoidy A oraz B. Odwzorowa-
nie f zbioru A w zbiér B zwie sie homomorfizmem grupoidu
A w grupoid B, jezeli dla wszystkich elementéw x oraz y na-
lezagcych do A spelniony jest warunek: f(x&y) = (f(x)) & (f(y)).
Mozna wyrazi¢ go slowami nastepujgco: f jest homomorfizmem,
jezeli obraz zlozenia dwu dowolnych elementéw zbioru A jest
zlozeniem obrazow odpowiadajgcych im dwu elementéw w zbio-
rze B. Homomorfizm grupoidu w siebie nazywa si¢ endomor-
fizmem.

Odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne nazywa sie injekcja.
Homomorfizm f, ktéry jest zarazem injekcjg zwie sie izomor-
fizmem jednego grupoidu w drugi. Jezeli izomorfizm jest takze
surjekejg, czyli odwzorowaniem na caly zbior B, to woéwczas
mowi sie, ze grupoidy A oraz B sg izomorficzne.

Patwo zauwazyé, ze relacja izomorfizmu jednego grupoidu

7 Zob. A. H, Clifford, G. B. Preston, Op. cit., 17.
5 Tamze, 22 (¢wiczenie 6).
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na drugi jest zwrotna (kazdy grupoid jest izomorficzny ze so-
ba samym), symetryczna (jezeli grupoid A jest izomorficzny
z grupoidem B, to takze grupoid B jest izomorficzny z grupo-
idem A) oraz przechodnia (jezeli grupoid A jest izomorficzny
z grupoidem B, za$ grupoid B z grupoidem C, to grupoid A
jest izomorficzny z grupoidem C), a wiec jest relacjg réwno-
waznosci. Izomorfizm grupoidu na siebie zwie sie automorfiz-
mem.

Przyktady: Grupocid obrotow kwadratu wokél jego srodka,
przy ktérych kwadrat przechodzi na siebie jest izomorficzny
z grupoidem zlozonym z liczb 0, 1, 2, 3, gdzie dzialaniem
jest dodawanie modulo 4. Kazdy z wymienionych grupoidéw
jest izomorficzny z grupoidem pierwiastkéw czwartego stop-
nia z jedno$ci, gdzie dzialaniem jest zwykle mnozenie liczb
zespolonych.

Zachodzi nastepujgce proste twierdzenie:

Obraz homomorficzny pélgrupy jest poéigrupg . Latwy do-
wod tego twierdzenia pomijamy.

Jezeli (A, &) jest poélgrupg, to maja miejsce dwa prawa dla
wykladnikéw: aP&a¥ = antk (an)k = ank. Tutaj n oraz k sa
liczbami naturalnymi 7.

Przypusémy, ze dany jest niepusty zbiér X. Przypusémy
dalej, ze wyréiniono w nim rodzine niepustych podzbioréow
Xi, Xg, ... X takich, ze X;nX; = ¢ dlai # j oraz XjuXpu
.. vX, = X. Rodzina podzbioréw zbioru X spekniajgca wymie-
nione dwa warunki zwie sie podzialem danego zbioru. Wéw-
czas powiemy, ze dany podzial jest rozbiciem regularnym, je-
zeli w zbiorze X mozna okresli¢ dzialanie dwuargumentowe &,
ktore spelnia nastepujgcy warunek: dla kazdego aéX; oraz dla
kazdego b€X; element a&b nalezy zawsze do tego samego pod-
zbioru X,. Kazdy podzial zbioru generuje pewng relacje réow-
nowaznosci. W szczegélnosci rozbicie regularne generuje pew-

8 Zob. np. B. Gleichgewicht; Elementy algebry abstrakcyjnej, War-
szawa 1966, 41.
7 Zob. A. H. Clifford, G. B. Preston, Op. cit., 17.

8 — Studia Phil. Christianae 11 (1975) 2
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ng kongruencje. Wiadomo, ze majgc dang relacje réwnowaz-
nosci mozna utworzy¢ odpowiadajacy jej zbiér ilorazowy.
W przypadku kongruencji mozna méwi¢ o grupoidzie ilorazo-
wym. Jezeli A bedzie oznacza¢ dany grupoid, za§ E — kongru-
encje generowang przez rozbicie regularne danego grupoidu, to
powstaty tu grupoid ilorazowy oznaczaé sie bedzie symbolem
A/E. Istnieje homomorfizm grupoidu A na grupoid ilorazowy
A/E. Homomorfizm ten zwie sie homomorfizmem naturalnym 8.

5. Relacje dwuczlonowe a pélgrupy

Niech dany bedzie teraz niepusty zbiér M. Rozwazaé bedzie-
my rodzine podzbioréw iloczynu kartezjanskiego zbioru M
przez siebie. Innymi slowy rozwaza¢ bedziemy relacje dwu-
cztonowe okreslone w M. Niech R oraz S bedg dwoma takimi
relacjami. Okre§limy ich zlozenie R&S w nastepujacy sposoéb.
Para uporzagdkowana (a, b) ¢ R&S wtedy gdy istnieje taki
element x€M, ze spelnione sg zalezno$ci: (a, x) €R oraz (x, b)
€S. A zatem widzimy, ze rodzina wszystkich relacji dwuczlo-
nowych okreslonych na zbiorze M jest grupoidem ze wzgledu
na operacje zlozenia. Operacja ta bowiem przyporzadkowuje
kazdym dwom dowolnym relacjom dwuczionowym na zbiorze
M nowg relacje dwuczlonowg okreslong takze na tym zbiorze.
Zgodnie ze stosowanym znakowaniem powiemy, ze (Ry, &) jest
grupoidem, gdzie Ry oznacza zbior wszystkich relacji dwuczlo-
nowych okreslonych na M.

Przyjrzyjmy sie blizej dzialaniu &. Wezmy trzy relacje R,
S, T. Przypu$tmy, ze para uporzgdkowana (a, b) nalezy do zlo-
zenia (R&S)&T. Znaczy to, zgodnie z okresleniem operacji &,
ze istniejg dwa elementy x oraz y nalezace do zbioru M, ktoére
spelniajg nastepujace warunki: para (a, x) nalezy do R, para
(%, y) nalezy do S oraz para (y, b) nalezy do T. Ale to znaczy
to samo, co powiedzenie, ze para uporzgdkowana (a, b) nalezy

8 Zob. np. B. Gleichgewicht, Op. cit., 43—4T.
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do zlozenia R&(S&T). Otrzymujemy przeto wniosek, ze
(R&S)&T = R&(S&T). A to znaczy, ze dzialanie & jest laczne.
Wobec tego grupoid (Rum, &) jest pdéigrupa. Stowami mozna
wiec powiedzie¢, ze zbiér wszystkich relacji dwuczlonowych
okreslonych na zbiorze M jest pélgrupa ze wzgledu na dziala-
nie zlozenia relacji®.

Jezeli rozwazamy rodzine wszystkich relacji dwuczlionowych
na zbiorze M, to nalezy do niej zaréwno relacja identycznosci
1y, jak i relacja pusta 0. Jest jasne, ze zachodzg nastepujace
zaleznosci: 1y&R = R&1y = R, 0&R = R&0 = 0 dla kazdej re-
lacji R. Znaczy to, ze relacja identycznosci jest elementem neu-
tralnym ,za$ relacja pusta — elementem zerowym péigrupy
(R, &).

OtrzymaliSmy w ten sposéb charakterystyke algebraiczng
relacji identycznoSci oraz relacji pustej. Postagpmy podobnie
z wazng klasg relacji, mianowicie z klasg relacji réwnowazno-
Sci.

Jak pamietamy, relacja réwnowaznosci R moze by¢ scharak-
teryzowana przez nastepujace trzy zaleznosci: 1yC R, R—1 = R,
R&R = R. A zatem, zgodnie z okresleniem elementu idempo-
tentnego, widzimy ze kazda relacja réwnowaznosci jest tego
rodzaju elementem w péigrupie (Ry, &).

Rozwazimy teraz specjalnego rodzaju relacje réwnowaznosci,
a mianowicie kongruencje. Zachodzi dla nich nastepujgce inte-
resujace twierdzenie: 10

Niech h bedzie homomorfizmem grupoidu A na grupoid B.
Niech k = h&h—1. Woéwczas k jest kongruencjg na grupoidzie
A oraz istnieje izomorfizm f grupoidu ilorazowego A/k na
grupoid B taki, ze spelniony jest warunek nf =k, gdzie n
oznacza homomorfizm naturalny grupoidu A na grupoid ilora-
zowy A/k.

W dowodzie korzysta sie z prostego faktu orzekajgcego, ze
jezeli mamy dowolne odwzorowanie g zbioru X w zbiér Y,

9 Zob. A. H. Clifford, G. B. Preston, Op. Cit., 31.
10 Tamze, 35.
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to wowczas mozna je traktowaé jako pewng relacje okreslona na
sumie mnogosciowej tych zbiorow. Konsekwentnie zlozenie
g&g—1 jest relacjg w zbiorze X. Co wiecej, zlozenie to jest
relacjg réwnowazno$ci w X. Nazywa je sig relacjg rownowaz-
nosci generowang przez odwzorowanie g 1.

Sformulujemy jeszcze jeden interesujagcy fakt zachodzacy
dla kongruencji.

Przyjmiemy okreslenie: powiemy, ze kongruencja A na gru-
poidzie A posiada typ C, gdzie C jest pewng wlasno$cig przy-
stugujacg grupoidowi A, jezeli grupoid ilorazowy A/R posiada
takze wilasno$é C. Iloczynem mnogosc'owym dwu relacji na-
zywa sie cze$¢ wspblng podzbioréw danego produktu karte-
zjanskiego, odpowiadajacych danym relacjom. Teraz mozemy
juz wypowiedzie¢ twierdzenie.

Niech C bedzie wiasnoécig przystugujgcg wszystkim izomor-
ficznym grupoidom z danym grupoidem A. Niech cze$¢ wspol-
na wszystkich kongruencji okreslonych na A posiadajacych typ
C takze posiada typ C. Oznaczmy te kongruencje przez R.
Woéwczas grupoid ilorazowy A/R jest maksymalnym obrazem
homomorficznym grupoidu A posiadajagcym wtlasnos¢ C. Zna-
czy to, ze grupoid A/R posiada wiasnos¢ C oraz kazdy obraz
homomorficzny grupoidu A posiadajacy wlasnos¢ C jest obra-
zem homomorficznym grupoidu ilorazowego A/R 12,

Ostatnie dwa twierdzenia zachodzg dla dowolnych grupoi-
déw. Rozwazmy jeszcze pewne konstrukcje odnoszgce sig do
poigrup, a wiec do przypadku, kiedy dzialanie posiada wilas-
no$¢ tgcznosci.

Przypus¢my, ze mamy dang poélgrupe G. Rozwazaé¢ bedzie-
my jednostronne idealy generowane przez pewien element p6i-
grupy.

Moéwimy, ze dwa elementy danej poélgrupy G sg L-réwno-
wazne (R-réwnowazne), jezeli one generujg jeden i ten sam
glowny ideat lewostronny (prawostroany) w poigrupie G. Moz-
na wiec méwié o relacjach L oraz R okreslonych na pélgrupie

11 Tamze, 33—34.
12 Tamze, 37.
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G. Oznaczmy sume mnogo$§ciowg relacji L oraz R przez D, zas
iloczyn mnogosciowy tych relacji przez H. Zachodza nastepu-
jace zaleznosci 13:

(1) Relacje L oraz R spelniajag prawo przemienno$ci, tj.
L&R = R&L.

(2) Rodzina relacji L posiada niepustg cze$¢ wspélng z rodzi-
ng relacji R wtedy i tylko wtedy, gdy obie nalezg do tej sa-
mej rodziny D danej polgrupy G.

(3) Relacja H jest relacjg rownowaznosci.

(4) Zlozenie L&R, dla L oraz R branych z ustalonych klas,
nalezy zawsze do tej samej D-klasy potgrupy G.

(5) Kazde dwa elementy dowolnej podgrupy danej péigrupy
G sg H-réwnowazne.

6. Uwagi kohcowe

Zaprezentowano wyzej pewien algebraiczny aspekt teorii
relacji. Wskazano na powigzanie zachodzace miedzy teorig re-
lacji a teorig poigrup. Mozna postugiwaé sie aparatem teorii
polgrup dla charakteryzowania pewnych wlasnosci relacji. Sy-
tuacja tu istniejaca wydaje sie by¢, w pewnym przynajmniej
stopniu, analogiczna do sytuacji, ktéra ma miejsce w topologii
algebraicznej. W tym ostatnim przypadku bada sie przestrze-
nie topologiczne oraz przeksztalcenia ciggle przy pomocy pe-
wnych obiektéw algebraicznych takich jak grupy, pierscienie,
homomorfizmy 4. Dzieki temu uzyskuje sie sprowadzenie pro-
blematyki topologicznej do problematyki algebraicznej, ktéra
posiada wiecej szans na uzyskanie rozwigzan, anizeli pierwotna
problematyka topologiczna. Tego rodzaju przeredagowanie za-
gadnien topologicznych, jak wskazuje do$wiadczenie, okazaio
sie bardzo korzystne. Uzasadnieniem, niejako empirycznym,

3 Tamze, 72—76. Teorie elementéw L- oraz R- réwnowaznych roz-
winagt J. A. Green, Zob. jego prace: On the structure of Ssemigroups,
Ann. of Math. 54 (1951), 163—172.

14 Zob. E. H. Spanier, Topologia algebraiczna, Warszawa 1972, 22.
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powyzszego wniosku jest wlasnie istnienie caltego dziatu ma-
tematyki zwanego topologia algebraiczna. Jest zrozumiale, zZe
wspomniane przeredagowanie zagadnien nie daje automatycz-
nie kompletnych rozwigzan. Jednakze znacznie je przybliza 15.
Wydaje sie, ze analogiczna sytuacja moze mie¢ miejsce takze
w przypadku teorii relacji. Mozliwie pelna algebraizacja wspo-
mnianej teorii moze sie przyczyni¢ jedynie do jej pelniejszego
ujecia oraz rozwoju. Pozwoli uchwyci¢ pewne zwiazki o pod-
stawowym znaczeniu, ktére bez pomocy metod algebraicznych
bytyby bardzo trudne do odczytania. Nadio ulatwi pewng sy-
stematyzacje calej rozwazanej dziedziny.

Nasuwa sie jeszcze nastepujaca uwaga. Wspomniano przed
chwila o zabiegach algebraizacyjnych w odniesieniu do topolo-
gii oraz teorii relacji. Znane sg podobnego rodzaju zabiegi
w stosunku do innych rodzajow teorii. Wymienmy przykla-
dowo: teoria automatéw, teoria jezykoéw formalnych, teoria
symulacji. Wszedzie ma miejsce przeklad z réznych jezykoéw
specjalistycznych na jezyk algebry. A zatem mielibysmy tu
do czynienia z pewnego rodzaju unifikacjg wiedzy. Jeden pod-
stawowy schemat znajduje caly szereg konkretnych interpre-
tacji. Ten aspekt zagadnienia wydaje sie wart dalszej uwagi
badawczej.

On the Algebraic Aspects of the Theory of Relations

(Summary)

Theory of relations is an important chapter of contemporary logic.
The purpose of this paper is to present some kind of algebraic charac-
teristics of the theory of relations.

Let R be a binary relation between element of the set A, From
a formal point of view the relation R is a subset of the Cartesian pro-
duct of the set A by itself. Let R and S are two binary relations in
the set A. The composition R&S of the reiations R and S is defined as

15 Por. np. C. R. F. Maunder, Algebraic Topology, London 1970,
23—25.
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follows: xR&Sy if and only if there eXists an element z of the set
A such that holds xRz and zSy for all elements x and y from the set A. So
defined operation & is an associative operation. Thus the set of all bi-
mary relations in the set A together with the operation & just defined
is a semigroup. And the identity relation in the set A is the neutral
element, the empty relation — the null element, the equivalence rela-
tion (i. e. the reflxive, symmetric and transitive relation) — the idempo-
tent element of the semigroup of all binary relations in the set A.

On this way one obtain the possibility of an application of the theory
of semigroups to the thecry of relations. It seems to be an interesting
thing. And also this gives, in some degree, a reascnable hope to have
a background to justify the propositicn concerning the hypothesis of
the umifidation of knowledge.



