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LANCUCHY, CYKLE I GRAFY

I. Wstep, II. Lancuchy, cykle, graty — ich okre$lenia i copis powigzan:

1. Okre$lenia: 1.1 — pomocnicze, 1.2 pojecie lancucha, 1.3 pojecie relacji

cyklicznej, 1.4 pojecie grafu; 2. Opis zwigzkéw formalnych zachodzg-

cych miedzy lancuchami, cyklami i gralami. III. Chains, Cycles and
Graphs (summary).

I. Pojecie tancucha jako relacji mocno-porzadkujacej liniowo
wlasne pole jest spozytkowane zwlaszcza w teorii liczb po-
rzgdkowych. Pojecie grafu skierowanego (przydatne do uzyski-
wania pogladowosci w prezentowaniu abstrakeyjnych rozwa-
zan formalnych) jest znane przede wszystkim z zastosowan do
modelowania teorii struktur i algebr Boole’a. Znane jest
w teorii mnogosci réwniez pojecie grafu symetrycznego. Ale po-
jecie cyklu wprowadzane jest dopiero w topologiil, choé
intuicje wigzane z cyklicznoscig dajg sie zdefiniowaé réwniez
w teorii relacji w oparciu o pojecie relacji mocno-ancestralnej.
W niniejszym artykule zamierzam wilasnie okre$li¢ relacje cy-
kliczne i opisa¢ zasadnicze zwigzki formalne zachodzgce mie-
dzy lancuchami, cyklami i grafami symetrycznymi.

II. Lancuchy, cykle, grafy — ich ckreslenia i opis powiazan

1. Okreslenia
1.1 W zamierzonych rozwazaniach bede stosowal niektére
1 Nie tylko pojecie cyklu, ale takze — tancucha, bywa réwniez okre-
§lane w terminologii topologicznej. Zob. np. K. Kuratowski: Wstep do

teorii mnogoéci i topologii, wyd. 2, Warszawa 1962, rozdz. XXI, §§ 2
i3
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pojecia znane z teorii relacji, przyjmujac do ich reprezento-
wania:
symbol ,,PR” na oznaczenie pola relacji R;
,»R”’ — dla konwersu relacji R;
»1z” — na oznaczenie relacji identyczno$ci ogra-

niczonej do zbioru Z, ktorg okresla definicja:

Dl xI,y = (X, y ¢Z & x = Yy).
Szczegoélnie pozyteczne dla dalszych ustalen jest pojecie — dla
ktérego przyjmuje symbol , Ry, — tj. relacji mocno-ancestral-
nej utworzonej z relacji R. Te zlozong relacje przyjmijmy tez
nazywa¢ (dla jezykowej wygody) mocno-ancestralng potega 2
relacji R, definiujgc:

D2. xRpoy=1IX [x(X & R(X)CX—»y€R(X)].
Niech — dalej — symbol ,I(R)”: oznacza zbiér wszystkich
elementéw pierwszych w polu relacji R, tzn.:

D3. x€I(R) = x€PR & IIy (yéPR & x+y—>xRy),
a symbol ,II(R)” niech oznacza zbiér wszystkich elementéw
ostatnich (najwiekszych) w polu relacji R:
D4. x€II(R) = x€PR & Ily (y€PR & x+y->yRx).
Symbol ,, min(R)” przyjmijmy na oznaczenie zbioru wszystkich
elementéw minimalnych w polu relacji R, tj.:

D5. xémin(R) = x€PR & IIy (yRx—>x =),
a ,max(R)” — dla zbioru wszystkich elementéw maksymal-
nych w polu relacji R:

D6. xtmax(R) = x€PR & Iy (xRy—x = y).
Przyjmuje wreszcie oznaczenia: ,zwr” — dla zbioru relacji
zwrotnych we wlasnym polu; ,,przeciwzwr” — dla zbioru re-
lacji przeciwzwrotnych we wlasnym polu; ,sym” — ..syme-
trycznych...; ,,przech” — ...przechodnich...; ,;sp” — ...spéjnych...
i ,réwn” — ..réwnowaznio$ciowych we wlasnym polu.

2 Wygodnie jest relacje Ry, nazywaé mocno-ancestralng potegg re-
lacji R, chociaz nie mogliby§my jej nazwaé po prostu potegg relacji R,
gdyz — jak wiadomo — mceno-ancestralna relacja utworzona z R nie
jest jej potega, lecz sumg wszystkich poteg tej relacji (przy czym po-
tegi relacji R sg iloczynami wzglednymi R; R;....; R).
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1.2 Pojecie tancucha

W teorii mnogosci sg wprowadzane dwa zasadniczo rézne
pojecia lancucha. Wedle jednego sposobu rozumienia: tancuch
jest relacjg slabo-porzadkujacg liniowo (czyli relacjg zwrotnie-
antysymetryczno-przechodnio-sp6jng), a wedle innego — jest
relacjg mocno-porzagdkujgcg liniowo (czyli relacjg asymetrycz-
no lub przeciwzwrotnie-przechodnio-sp6jng). Postuzymy sie
pojeciem lancucha jako relacji mocno-porzadkujgcej liniowo
wlasne pole zawarte w zbiorze Z:

D7. REL(Z)=R C ZXZ & IIx (~xRx) & IIx, y, z (xRy &
yRz—xRz) & IIx, yéPR (x = y v XRy v yRx).
Definicja ta okre$la, ze relacja R jest lancuchem w zbiorze Z,
gdy jest podzbiorem iloczynu kartezjanskiego ZXZ i jest re-
lacjag we wiasnym polu przeciwzwrotng, przechodnig i sp6jna.

Zbior wszystkich lancuchéw w zbiorze Z jest stabo-uporzad-
kowany (niekoniecznie liniowo) przez relacje inkluzji. Zbior
wszystkich elementéw maksymalnych ze wzgledu na inkluzje
obcietg do rodziny wszystkich tancuchéw zbioru Z, czyli zbior
wszystkich lancuchéw maksymalnych w zbiorze Z, oznacza-
my symbolem ,,}(Z, max)” i okre§lamy:

D8. REL(Z, max) = REL(Z) & IIS [SEh(Z) & R CS—»R=S].

1.3 Pojgcie relacji cyklicznej

Relacje cykliczng we wiasnym polu zawartym w zbiorze
Z (relacje cykliczng w zbiorze Z) mozemy okres$li¢ korzystajge
Z pojecia relacji mocno-ancestralnej.
D9. Récykl (Z) = RCZXZ & R¥+4 & IIx, yéPR (xR,y &
YRpoX).
Gdy Z = PR piszemy R¢ cykl zamiast R¢ cykl (Z) i wiadomo
wtedy, ze relacja R jest elementem zbioru relacji cyklicznych
o polu réwnym PR. W takiej tez sytuacji jest oczywiste, ze:
Ré&cykl = R+4 & IIx, yE€PR (xRy0y & yRpoxX) jak rowniez i to,
ze: Récykl = Rp.€¢ cykl. Zauwazmy od razu, ze:

L1. Z#A—~>Z X Z&cykl(Z).

Dla dowodu tego lematu wystarczy dostrzec, ze gdy Z+41, to
ZXZ#*4, a poniewaz — jak to latwo ustali¢ na podstawie de-
finicji D2 — dla dowolnego R: R C R,,, przeto kazda para
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uporzadkowana (x, y) i (y, x) elementéw zbioru Z — nalezac
do iloczynu ZXZ — nalezy do ancestralnej potegi iloczynu
ZXZ. Tym samym lemat L1 — zgodnie z definicjg D9- jest
wazny. _

Z lematu L1 i definicji D9 wnosimy réwniez, ze dla dowol-
nego niepustego zbioru Z, zbiér cykl (Z) — wszystkich relacji
cyklicznych w Z — uporzgdkowany przez inkluzje ma element
ostatni — cykl najwiekszy: ZXZ. Pewng osobliwoscig relacji
cyklicznej R jest to, ze kazdy element jej pola jest elementem
pierwszym ze wzgledu na mocno-ancestralng jej potege Ryo.
Mozna bowiem wykazaé, ze: Récykl=R=#A4 & PR=I(R,,). Na-
tomiast w przypadku, gdy pole relacji cyklicznej posiada przy-
najmniej dwa rézne elementy, to relacja ta nie posiada w ogé-
le elementéw minimalnych: Récykl & 2%, y(x, y€éPR & x5£y)—
—min (R)=A4. Poniewaz IIx,y¢PR(XRpy & YRpoX)=Rpe=
=PRXPR, relacje cykliczng mozna by tez definiowaé w ten
sposéb: Récykl=R#£A4 & R,,=PRXPR. Mozna by takie wy-
kazaé, ze: Récykl=PR= nA[A#4 & R(A)C A(C PR].

Poréwnajmy jeszcze relacje cykliczne z podobnymi do nich
relacjami symetrycznymi i réwnowaznos$ciowymi.

L2. Récykl>R=+£4 & B, &sym ~sp
Wykazanie tej zaleznosci jest proste. Udowodnimy zaleznosé
odwrotng:

L3. R#4 & R, &sym ~nsp—Réeykl

1. RiA . .

2. RPOESym ASp } zalozenia

3 . H X,Y(XRpoyéprox)

* HX’YEPR(XZY v XRpoy v proX)

1.1 x,y€PR, zalozenie dodatkowe

1.2 xRpoy—>~yRpoXx, zalozenie dowodu niewprost

1.3 xRpoy—=>yRpox &~yRpox, bo 1.21 3

1.4 ~xR,y, bo 1.3 1 [p—(q & ~ g)l—>~p

1.5 ~yRpox, bo 3114

1.6 x=y,bo4, 1.1,1.4i15

1.7 Rgo€zwr, bo 2, RyEprzech, Réprzech nsym—Rézwr
1.8 xR,ox,bo 1.711.1
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1.9 xR;.y, bo 1.8 1.6
sprzeczno$cé: 1.91 1.4
5. IIx,y6PR(xRpy & yRpox), bo 1.1—1.9
6. Ré&eykl, bo 1, 5.
Na podstawie lematéw L2 i L3 przyjmujemy zatem, ze:

L4. Récykl=R=+£A & R,,&sym ~sp.

Lemat L4 stwierdza, ze relacja cykliczna jest takg niepusta
relacjg, ktorej mocno-ancestralna potega jest relacjg syme-
tryczng i sp6jng. Poniewaz ponadto mocno-ancestralna potega
kazdej relacji jest relacjg przechodnig, a kazda relacja prze-
chodnio-symetryczna jest relacjg zwrotng, przeto na podsta-
wie L4 waziny jest roéwniez lemat:

L5. Réeykl=R-£4 & R, ,&rown Asp.

Lemat ten stwierdza, ze relacja cykliczna jest taka niepustg
relacja, ktéorej mocno-ancestralna potega jest ralacjg réwmo-
‘waznosSciows i spojng.

1.3 Pojecie grafu symetrycznego

Graf symetryczny mozna tez nazywaé grafem nieskierowa-
nym. ,Kazdy zbiér, ktéorego elementami sg pary nieuporzgd-
kowane o réznych elementach, nazywamy grafem” 3. Dla do-
wolnego zbioru Z posiadajacego co najmniej dwa rozne ele-
menty — czyli, gdy 2x,y¢Z(xs£y) — zbiér wszystkich gra-
fow (nieskierowanych) w zbiorze Z oznaczamy symbolem
»G(Z)” i definiujemy:

D10. FEG(Z)=F#4 & F( {{xy}: x,y6Z & x+y}.

Z definicji D10 wynika oczywiscie, ze dla kazdego zbioru Z
majgcego przynajmniej dwa rézine elementy, w zbiorze G(Z)
ze wzgledu na inkluzje obcieta do zbioru Z elementem ostat-
nim — grafem najwiekszym jest: { {x,y} : x,yéZ & x#y}. Po-

# K. Kuratowski i A. Mostowski: Teoria mnogo$ci, wyd. 2, Warsza-
wa 1966, cytat ze strony 107. Zob. takze: L. Koncewicz: Najprostsze
wyraZenia rachunku predykatéw definiujgce klasy graféw symetrycz-
nych bez petli, w: Prace Naukowe Instytutu Matematyki i Fizyki Teo-
retycznej Politechniki Wroclawskiej Nr 3, seria: Studia i Materialy Nr
3, Teoria graféw, Wroctaw 1970, 23—42.
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lem grafu F jest {x:2y{x,y}¢F}. Elementy pola grafu na-
zywamy jego wierzcholkami, a pary nieuporzgdkowane bedgce
elementami grafu sg nazywane krawedziami grafu. Latwo mo-
zemy zauwazy¢, ze gdy F jest grafem, to relacja R okreslo-
na jako: R={(x,y) : {x,y}€F} jest relacjg symetryczno-prze-
ciwzwrotng i odwrotnie: dla kazdej niepustej relacji syme-
tryczno-przeciwzwrotnej R, zbiér F — okreSlony jako
F={ {xy}: (xy)6R} — jest grafem.

2. Zwiazki formalne zachodzace miedzy lancuchami,
cyklami i grafami

Wykazemy na poczalek, ze:

L6 ReL & y & PR>R v PRX{y}¢L.
. REL
. v PR
3 K. PRX{y}€przeciwzwr, bo

} zalozenia

1.1 Zx(xRx v x€PR & x=y), zaloz. dow. niewprost
1.2 aRa v a€PR & a=y, z opuszczenia 3 w 1.1
1.1.1 aRa, zaloz. dodatkowe
1.1.2 ~aRa, 1
sprzecznos$é: 1.1.11i 1.1.2
1.2.1. a€éPR
122 a=y
1.2.3 y€PR, 1.2.111.2.2
sprzecznosé: 1.2.31 2
4. RuPRX{y}€przech, bo:
2.1 xRz v(x¢PR & z==y) |
2.2 zRw v(z€PR & w=Yy) |
2.3 (xRz & zRw) v (xRz & zEPR & w=y) v
v ZRw & x(¢PR & z=y) v (x,z6PR & z=y=w), 2.1,
2.2
2.4 xRw v (x€PR & w=y), 2.3, 1, 2
5. RuPRX{y}€sp, bo:
3.1 x,z€PRu{y}, zaloz. dodatkowe
32 x2z(PR v (x€PR & z=y) v (zPR& x=y)v

zatoz. dodatkowe

zatoz. dodatkowe
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vx=y=z, 3.1
3.3 x=z v x(RUPRX{y}) z v z(RUPRX{y}x, 3211
RUPRX{y}€k, bo 3, 4, 5.

W oparciu o dotychczasowe ustalenia mozemy juz udowod-
ni¢ teze, ktéra ma podstawowe znaczenie dla rozwazan pre-
zentowanych w niniejszym artykule:

T1. REL(Z, max)~>ZXZ=RuURuIl,

-

12.

ISR o

HeoweA

REL(Z, max), zatozenie

RC ZXZ, bo 1

REE, bo 1

IIS(SC ZXZ & SéL. & RC S-»R=S8),bo 1
PRC Z,bo 2

Z C PR, bo:

1.1 x€Z, zaloz. dodatkowe
1.2 x&PR, zaloz. dow. niewprost
1.3 RUPRX{x}¢k, 16,3112
14 RuPRX{x}C ZXZ,2,5i1.1
1.5 R=RuUPRX{x}, 4, 1.4, 1.3
16 xEPR. 1A

sprzeczno$é: 1.6 1 1.2
PR=2Z,bo 516
IIx,y¢PR(xRy v yRx v x=Y), bo 3
IIx,y€Z(xRy v xRy v x=y),bo 81 7
ZXZ(C RvRvlz bo 9
RuRvuI,C ZXZ, bo:
2.1 x(RvRuly)y, zaloz. dodatkowe
2.2 xRy v yRx v(x=y & x,y€Z), 2.1
2.3 x,y€Z,2217
ZXZ=RuRvulz bo 101 11.

Na podstawie twierdzenia T1 mozna opisa¢ podstawowe sto-
sunki formalne zachodzace miedzy lancuchami, cyklami i gra-
fami. Jezeli bowiem z najwiekszego w niepustym zbiorze Z
cyklu ZXZ eliminujemy {(x,y)€ZXZ:x=y}, czyli I, to
otrzymamy symetryczno-przeciwzwrotng relacje (ZXZ)—Iz,
ktéra — jak wiemy — wyznacza graf F = { {x,y} : (X,y)€(Z X
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XZ)—I;}. Z -twierdzenia T1 wynika poza tym, ze relacja
(ZXZ)—I1; wyznaczajaca graf F jest sumg dowolnego lancu-
cha maksymalnego w zbiorze Z i konwersu tegoz lancucha,
czyli IIREE(Z,max) [(ZXZ)—I,=RwuR]. Wreszcie cykl naj-
wiekszy w niepustym zbiorze Z jest suma maksymalnego w Z
lancucha, konwersu tego lancucha i relacji identycznosci obcig-
tej do zbioru Z.

Dla poglgdowego jeszcze zilustrowania opisanych zaleznosci
przyjmijmy na przyklad, ze Z={a, b,cd, e}. Wowczas relacja
I,={(a,a), (b,b), (c,c), (d,d), (e, &)}. Niech relacja R={(b,
a), (c,a), (¢, b), (d,a), (d, b), (d, c), (e,a), (e, b), (ec), (ed)}.
W takim razie R,R€L(Z, max), (ZXZ)—I,=RuR, ZXZ jest naj-
wiekszym cyklem w Z, itd. W przedstawionej nizej tabeli
umieszczenie litery ,,i” na przecieciu wiersza x z kolumng y
wskazuje, ze x=y; umieszczenie ,r” (wzglednie ,f”’) na prze-
cieciu wiersza x z kolumng y — wskazuje, ze xRy (bgdz od-
powiednio xRy):

a bec d e
a i ¥ F F T
b r i ¥ Ff T
c r r i ¥ ¥
d r r vr i ¥
e rr rri

Z tabeli tej w latwy spos6b mozemy odczyta¢ opisane za-
lezno$ci. Zauwazamy przy okazji, ze po obu stronach linii I
sg ulozone funkcje réznowartoSciowe: {(e,d), (d,c), (c,b),
(b,a)}i{(a,b), (b,c), (c,d), (d,e)}, ktérych mocno-ance-
stralnymi potegami sg wlasnie wyzej zdefiniowane lancuchy
w Z maksymalne: RiR.

IIT. Chains, Cycles and Graphs
In this paper notions of chains, cycles and symmetrical no loop

graphs are studied. The main results there are: definitions for a no-
tion of cyclical relations, in a language of the theory of relations (not
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in topology) and theorem T1 which is giving an account of the for-
mal connexions between chains, cycles and graphs: for every nomn-
empty set Z there exists the greatest graph {{x,y}: (x,y)e(ZXZ—-Iz}
— where Iz is the restriction identity relation to Z — and for every
R which is a maximal chain in Z — equality (ZXZ)—Iz=RvVR is va-
lid.

9 — Studia Phil. Christianae 11 (1975) 2



