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1. Wprowadzenie

W języku potocznym obszerną klasę nazw tworzą tzw. na­
zwy nieostre к Język potoczny jest punktem  w yjścia dla ję ­
zyka naukowego. Ten ostatni ustala zarówno sposób rozum ie­
nia, jak  również zakres w yrażeń zaczerpniętych z języka po­
tocznego. W szczególności odnosi się to do nazw. Przyjęło się 
ujmować zakres nazw w postaci dychotom icznej, tzn. bądź

i N azw y rozum iem y  tu  w  u jęc iu  zap roponow anym  p rzez  T. K o ta r ­
b ińskiego (E le m e n ty  teo r ii poznania , log ik i fo rm a ln e j i m etodo log ii 
nauk, W rocław  —  W arszaw a  — K rak ó w  1961; zob. także  Μαία e n c y ­
klopedia  logiki, W rocław  — W arszaw a  — K rak ó w  1970). N azw a zw ie 
się n ieo s tra , jeże li zw yczaj językow y w zg lędn ie  k o n w en cja  n ie  p rzy ­
po rządkow u je  je j zak resu , chociaż pozw ala  o p ew nych  p rzed m io tach  
orzec, że są  je j  d esy g n a tam i, o in n y ch  zaś, że n ie  są  n im i (K. A jd u - 
kiew icz: L og ika  p ra g m a tyczn a , W arszaw a 1965, 58; ta k ż e  M ała en cy­
klopedia  log ik i, 186). Is tn ie ją  w ięc p rzedm io ty , o  k tó ry ch  n ie  p o tra fim y  
(w o p arc iu  o zw yczaj językow y lu b  p rz y ję tą  konw encję) orzec an i, że są  
jej desygna tam i, an i że n im i n ie  są. O ty c h  p rzed m io tach  m ów i się, 
że tw orzą  zak res  n ieos tro śc i d an e j nazw y  (K. A jduikiewicz, dz, cyt., 60). 
Toteż, k o nsekw en tn ie , m ożna w śró d  zd ań , w  k tó ry ch  w y s tę p u ją  nazw y 
nieostre, w skazać ta k ie  zdania , o k tó ry c h  n ie  p o tra f im y  w  sposób za­
sadniczy rozstrzygnąć , czy są  one p raw d z iw e , czy  fa łszyw e. Tego ro d za ­
ju  zdan ia  należy  uznać  za zd an ia  pozbaw ione rzeczow ej tre śc i (Tamże).



32 M IECZYSŁAW  L U B A Ń S K I [2]

przedm iot jakiś należy do zakresu nazwy, bądź też nie na­
leży. Zakres nazwy, czyli zbiór jej desy gnatów, bywa zwany 
jej denotacją. Denotacja jest więc zbiorem. Pojęcie zbioru 
natom iast jest ściśle powiązane z pojęciem  własności. Być 
bowiem elem entem  jakiegoś zbioru znaczy mieć pewną włas­
ność. Określa się zbiór jako zespół przedm iotów względnie 
pojęć złączonych w całość pew ną wspólną własnością 2. Inny­
mi słowy przedm iot jakiś należy do pewnego zbioru, gdy 
posiada określoną własność, zaś nie należy, gdy jej nie posia­
da. P rzy jm uje się tu  pogląd, zgodnie z k tórym  konkretny 
przedm iot może posiadać daną własność, względnie jej nie 
posiadać. Tertium  non datur. Zajmowanie tego rodzaju sta­
nowiska może wystarczać, kiedy ma się do czynienia z poję­
ciowym ujm ow aniem  elementów statycznych, niezm ien­
nych. Rzeczywistość nas otaczająca jednakże taka n ie jest. 
C harakteryzuje się dynam izm em  i zmiennością. Toteż w yda­
je  się celowe dopuszczenie posiadania przez jakiś przedm iot 
pewnej cechy, własności w  jakim ś jedynie stopniu, a nie 
tylko w jej „pełni”. W przypadkach skrajnych będą to dwie 
dotychczas rozważane możliwości: pełne posiadanie przez 
przedm iot danej cechy, bądź też pełne jej nieposiadanie. W ła­
sności ujm ow ane w sposób dyehotomiezny prowadzą do poję­
cia zbioru w znaczeniu klasycznym. Natom iast własności roz­
ważane jako cechy przysługujące przedm iotom  w pewnym  
jedynie stopniu prowadzą do pozaklasycznego pojęcia zbioru.

Celem artyku łu  jest przedstaw ienie koncepcji tzw. zbiorów 
ro zm y ty ch 3 oraz w skazanie na możliwość jej w ykorzystania

2 A. I. M aloew : A lg eb ra iczesk ije  s is tiem y , M oskw a 1970, 9. Z b iór ro ­
zum iem y tu , oczyw iście, w  znaczen iu  d y stry b u ty w n y m .

3 P o jęc ie  zb io ru  rozm ytego  w prow adził L. A. Z adeh  (F u zzy  sets, „ In ­
fo rm a tio n  and  C o n tro l” , 8 (1965), 338 —  353). P e w n e  uogó ln ien ie  tego  
p o jęc ia  zap roponow ał J . A. G oguen (L -F u zzy  sets, „ Jo u rn a l o f M athe­
m a tica l A nalysis and  A p p lica tio n s”. 18 (1967), 145— 174). T eo ria  zbiorów  
ro zm y ty ch  je s t rozbudow anym  dzia łem  m a te m a ty k i i z n a jd u je  w iele  
zastosow ań . M ów i się o sy s tem ach  rozm y tych , au to m a ta c h  rozm ytych , 
języ k ach  rozm y tych  itd . D obrą o rien tac ję  w  ty m  zak res ie  d a je  książka
C. V. N egoita, D. A. R a łescu : A p p lica tio n s o f fu z z y  se ts  to  sy s tem s
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do usensownienia nazw nieostrych w zakresie ich nieostrości. 
Dzięki tem u zwiększa się dziedzina zdań, k tórym  może być 
przypisana treść rzeczowa.

2. Zbiory rozmyte

Zajm iem y się obecnie podaniem  określenia zbioru rozm y­
tego, operacji dokonywanych na tego rodzaju zbiorach, jak 
również ilustracją na konkretnych przykładach wprowadzo­
nych pojęć.

2.1. Pojęcie zbioru rozmytego

Zbiór pełny oznaczać będziemy literą  P. Zwać go będziemy 
także przestrzenią.

Przez zbiór rozm yty A w przestrzeni P  rozum ie się zbiór 
par uporządkow anych postaci (x, m), gdzie x  jest elem entem  
P, zaś m  jest funkcją określoną na P, przyjm ującą wartości 
z domkniętego przedziału od zera do jeden.

Innym i słowy zbiór rozm yty jest pewnym  podzbiorem ilo­
czynu kartezjańskiego przestrzeni P  przez dom knięty odci­
nek o końcach w punktach zero oraz jeden. Można także utoż­
samiać zbiór rozm yty A z przyporządkow aną m u funkcją m, 
która bywa zwana funkcją charakterystyczną zbioru rozm y­
tego.

Funkcja charakterystyczna m określa „stopień przynależ­
ności” elem entu do zbioru rozmytego. W spomniany stopień 
przynależności zawiera się w granicach między liczbami zero 
oraz jeden. Może więc wynosić np. jedną trzecią, jedną d ru ­
gą, dwie trzecie itd. Jeżeli funkcja charakterystyczna m  p rzy j­
m uje tylko dwie wartości, mianowicie zero i jeden, to m a­
my do czynienia ze zbiorem w zwykłym  tego słowa znacze­
niu. Zatem  każdy zbiór w sensie zwykłym  (klasycznym) jest 
także zbiorem w znaczeniu rozm ytym . A  więc klasa zbiorów

analysis, B irk h ä u se r V erlag , B asel u n d  S tu t tg a r t  1975. Z aw ie ra  się ta m  
także obszerna  b ib lio g ra fia  p rzedm io tu .
3 — S tu d ia  P h ilo so p h ia e  C h r istia n a e  1/78



rozm ytych zawiera w sobie klasę zbiorów w znaczeniu dotych­
czasowym.

Zbiór wszystkich tych elementów przestrzeni P, dla których 
funkcja ,m przyjm uje w artości dodatnie zwie się nośnikiem 
danego zbioru rozmytego.

Niech dany będzie zbiór rozm yty A. Rozważmy jego funk­
cję charakterystyczną m. W przypadku ogólnym można w y­
różnić trzy  klasy elementów przestrzeni P  w odniesieniu do 
zbioru rozmytego A. Do pierwszej klasy zaliczymy te ele­
m enty  przestrzeni P, dla k tórych funkcja m  przyjm uje w ar­
tość rów ną jeden. Do klasy drugiej — te  elem enty ,dla k tó­
rych  funkcja m jest dodatnia, ale m niejsza od jedności. Trze­
cia klasa składa się z tych elem entów przestrzeni, dla k tó ­
rych  funkcja  charakterystyczna jest równa zeru. Elem enty 
wchodzące w skład drugiej klasy zwać będziemy częścią roz­
m ytą zbioru rozmytego, zaś elem enty klasy pierwszej — częś­
cią ostrą zbioru rozm ytego A. Klasa trzecia składa się z ele­
mentów nie wchodzących w skład zbioru rozmytego A. W 
przypadku zbiorów w znaczeniu zwykłym  klasa druga jest 
pusta. E lem enty klasy pierwszej tworzą dany zbiór, zaś ele­
m enty  klasy trzeciej — jego dopełnienie (uzupełnienie). Jest 
widoczne, że nośnik zbioru rozmytego A tworzą elem enty 
klasy pierwszej oraz drugiej.

Niech dane będą dwa zbiory rozm yte A oraz В w prze­
strzeni P. Mówimy, że zbiory te są równe, co zapisujemy: 
A =  B, jeżeli ich funkcje charakterystyczne są równe, tzn. 
p rzy jm ują jednakow e wartości dla każdego elem entu prze­
strzeni, a więc mA(x) =  m B(x), gdzie x  jest dowolnym ele­
m entem  P.

2.2. Przykłady zbiorów rozmytych

Zilustru jem y teraz pojęcie zbioru rozmytego na konkret­
nych przykładach.

Rozważmy zbiór ludzi w  wieku średnim. Dla prostoty p rzy j­
m iem y tylko pełne, całkowite lata  wspom nianych osób. Zbiór 
ten  określim y przez podanie jego nośnika. Argum entam i



funkcji charakterystycznej będą liczby oznaczające w iek osób. 
W artości tej funkcji niech określają następujące równości: 
m(40) =  0,3, m{41) =  0,5, m(42) =  0,8, m(43) =  0,9, m(44) =  l ,
m(45) =  l ,  m(46) =  l ,  m(47) =  l, m(48) =  l, m(49) =  0,9, m(50) =  
=  0,8, m(51) =  0,7, m(52) =  0,5, m(53) =  0,3. W ten  sposób o trzy­
m ujem y zbiór ro zm y ty 4, obejm ujący ludzi w tzw. w ieku 
średnim.

W tym  przypadku część ostrą rozważanego zbioru rozm y­
tego stanow ią lata  44, 45, 46, 47 i 48. One są w ,.pełni” wie­
kiem średnim . Część rozm ytą stanow ią tu ta j lata  40, 41, 42, 
43, 49, 50, 51, 52 i 53. K onsekw entnie osoby w w ieku 39 lat 
i niżej oraz w wieku 54 la t i wyżej nie są zaliczane do osób 
w wieku średnim.

Weźmy teraz pod uwagę zbiór wszystkich kół o polu rów ­
nym jedności. Niech on będzie przestrzenią P. Przypuśćm y, 
że rozpatrujem y cztery kolory: żółty, czerwony, zielony i nie­
bieski. Każde ze w spom nianych kół może być pomalowane 
jednym  z wym ienionych kolorów, względnie kilkoma z nich. 
Powiedzmy, że in teresu je  nas kolor zielony. W odniesieniu 
do niego definiujem y, iż w artość funkcji charakterystycznej 
jest równa wielkości pola pomalowanego na zielono. Zatem  
będzie ona równa jedności w przypadku, gdy całe koło jest 
zielone, ułamkowi, gdy jedynie jego pewna część będzie zie­
lona, zaś zeru, gdy na danym  kole nie będzie w ogóle koloru 
zielonego. Jest widoczne, że o trzym ujem y zbiór rozm yty, k tó­
rego elem entam i są rozważane koła. Można powiedzieć, że 
określony przed chwilą zbiór rozm yty charak teryzu je  sto­
pień „zieloności” rozważanego koła.

Jako trzeci przykład rozważm y jakiś w ypiek cukierniczy, 
powiedzmy pączki. Dla prostoty  przyjm ijm y, że bierzem y pod 
uwagę wypiek dzisiejszy (d), wczorajszy (w) oraz przedwczo­
rajszy (p). Umówmy się, że wartość funkcji charakterystycz­

4 M. P. R eb row a: R a zm a ty je  m n o żestw a  o tieo rii k la s ijika c ii, N a u -  
czno-techn iczeska ja  in fo rm a c ija , S e r i ja  2: In fo rm a c io n n y je  processy  
i s is tiem y , M oskw a 1976, No 10, 15.



nej dana będzie następującym i równościami: m(d) =  l, m(w) =  
=  0,5, m(p) =  0,2. O trzym ujem y zbiór rozm yty, k tóry  można 
traktow ać jako m atem atyczne ujęcie term inu „wypiek świe­
ży”.

Przypuśćm y, że interesuje nas zagadnienie klasyfikacji pew ­
nej klasy dokumentów. In tuicyjnie rzecz biorąc jest jasne, że 
dwa dokum enty uznam y za pokrew ne sobie, jeżeli zawierają 
podobne pojęcia. Na tej podstaw ie można mówić o korelacji 
zachodzącej między rozważanym i dokum entami. W zależno­
ści od jej wartości zaliczymy je  do takiej, względnie innej 
grupy. W ten sposób otrzym ujem y pewien zbiór rozm yty, 
k tó ry  stanow i realizację interesującej nas k lasy fikacjis. Nie 
wchodzimy tu  w precyzyjne określenie funkcji charak terysty ­
cznej danego zbioru z racji czysto technicznych, k tóre są n ie­
istotne dla celu przyświecającego tem u artykułow i, odwiodły 
by zaś nas zbyt daleko od samego zagadnienia 6.

2.3. Działania na zbiorach rozmytych

W prowadzimy najpierw  pojęcie zbioru rozmytego puste­
g o 8.

Zbiór rozm yty A zwie się pusty, co notujem y: A = 0 ,  jeżeli 
jego funkcja charakterystyczna m jest tożsamościowo równa 
zeru, tj. mA(x )= 0  dla każdego x należącego do przestrzeni P.

O kreślim y teraz dopełnienie zbioru rozmytego A. Oznaczać 
je będziemy przez A z kreską na górze, a więc symbolem  Ä. 
Przez dopełnienie (uzupełnienie) zbioru rozmytego A rozu­
mieć będziemy zbiór rozm yty, którego funkcja charak terysty ­
czna mx =  1 — m A. Innym i słowy: funkcja charakterystycz­
na dopełnienia zbioru rozmytego jest rów na dopełnieniu do

5 SM A RT — au to m aty czn y  sy s tem  w yszuk iw an ia  in fo rm ac ji, p raca  
zb iorow a pod re d a k c ją  G. S altona , W arszaw a 1975, 28 i 31.

» C zy te ln ika , k tó ry  chcia łby  b liże j zapoznać się z p ro b lem em  w iąza ­
n ia  d o kum en tów  w  g ru p y  i d e fin iow an ia  fu n k c ji ch a rak te ry s ty czn e j 
zh io ru , odsy łam y do p racy  cy tow anej w  p op rzedn im  przypdsku.

7 P rezen tu jem y  tu  po jęc ia  w prow adzone  w  p racy : L. A. Z adeh : F u zzy
sets, „ In fo rm a tio n  a n d  C on tro l”, 8 (1965), 338—353.



jedności funkcji charakterystycznej zbioru wyjściowego, do­
pełnianego. A więc elem enty klasy pierwszej zbioru dopeł­
nianego przejdą w elem enty klasy trzeciej dopełnienia, ele­
m enty klasy trzeciej zbioru dopełnianego — w elem enty 
klasy pierwszej dopełnienia, zaś elem enty klasy drugiej p rze j­
dą w siebie, z tym  tylko, że ich stopień przynależności uleg­
nie zmianie, z pierwotnego przejdzie w dopełnienie do jed ­
ności. W idzimy więc, że część rozm yta zbioru rozmytego prze­
chodzi przy operacji dopełniania w część rozm ytą dopełnie­
nia danego zbioru.

Jest widoczne, że w przypadku zbiorów w znaczeniu zw y­
kłym  otrzym ujem y zgodność z przyjm ow aną tam  definicją 
dopełnienia, tj. Ä = P —A.

Niech dane będą teraz dwa zbiory rozm yte A oraz B. P rzy ­
puśćmy, że dla każdego elem entu x należącego do nośnika 
zbioru A wartość funkcji charakterystycznej zbioru A jest 
niewiększa od wartości funkcji charakterystycznej zbioru В 
dla tegoż elem entu. Powiem y wówczas, że zbiór rozm yty A 
jest podzbiorem  zbioru rozmytego B. N otujem y to następu ją­
co: ACIB.

Przykład. Niech A = { (x , 0,5), (y, 0,2)}, zaś B = { (x , 0,7), 
(y. 0,4), (z, 0,3)}. Wówczas A C B .

Jest widoczne, że nośniki zbiorów A oraz В mogą być rów­
ne, bądź też pierw szy z nich zawierać się może w drugim  (za­
w ieranie rozum ie się tu, rzecz jasna, w sensie zwykłym).

Sum ą mnogościową dwu zbiorów rozm ytych A oraz В zwie 
się zbiór rozm yty C, którego funkcja charakterystyczna mc 
jest określona jako max( m A, m B).

Inaczej można powiedzieć, że sum a mnogościowa dwu zbio­
rów rozm ytych jest najm niejszym  zbiorem rozm ytym  zawie­
rającym  zarówno jeden, jak  i drugi zbiór.

Przypom nijm y, że zbiór zwie się najm niejszym  zbiorem 
posiadającym  pew ną własność W, jeżeli zawiera się w  każ­
dym  zbiorze m ającym  własność W.

Częścią wspólną dwu zbiorów rozm ytych A oraz В zwie się



zbiór rozm yty C, którego funkcja charakterystyczna m c jest 
określona jako min(mA, m B).

Podobnie, jak  poprzednio, można powiedzieć, że część 
wspólna dwu zbiorów rozm ytych jest najw iększym  zbiorem 
rozm ytym  zaw artym  zarówno w jednym , jak  i w drugim  zbio­
rze.

Przypom inam y także, że zbiór zwie się najw iększym  zbio­
rem  posiadającym  pew ną własność W, jeżeli zawiera każdy 
zbiór m ający własność W.

Z definicji sum y wynika, że każdy zbiór rozm yty można 
traktow ać jako zwykłą sumę mnogościową zbiorów jednoele- 
mentowych, którym i są pary  uporządkowane utworzone z ele­
m entów przestrzeni P  oraz z liczb rzeczywistych zaw artych 
między zero oraz jeden.

Można wykazać, że suma mnogościowa zbiorów rozm ytych 
jes t przem ienna i łączna. Podobnie operacja tw orzenia części 
wspólnej zbiorów rozm ytych jest również przem ienna i łącz­
na. Zachodzą także dwa praw a rozdzielności, a więc rozdziel­
ności sumy względem operacji tworzenia części wspólnej oraz 
rozdzielności tej ostatniej względem operacji tworzenia su ­
m y mnogościowej.

Słuszne są także, dla zbiorów rozm ytych, praw a de M orga­
na. A więc dopełnienie sumy mnogościowej jest rów ne części 
wspólnej dopełnień składników sumy. Podobnie dopełnienie 
części wspólnej jest rów ne sumie mnogościowej dopełnień 
poszczególnych członów części wspólnej.

O kreślim y jeszcze trzy  operacje algebraiczne w odniesie­
n iu  do zbiorów rozm ytych, mianowicie różnicę bezwzględną, 
iloczyn algebraiczny i sumę algebraiczną dwu zbiorów roz­
m ytych.

Różnica bezwzględna dwu zbiorów rozm ytych A oraz В 
jest to tak i zbiór rozm yty C, którego funkcja charak terysty ­
czna jest równa wartości bezwzględnej różnicy między funk­
cją charakterystyczną zbioru A i funkcją charakterystyczną 
zbioru B.

Łatw o jest zauważyć, że jeżeli A oraz В są zbiorami w  zna­



czeniu zwykłym, to różnica bezwzględna tych  zbiorów jest po 
prostu rów na ich różnicy sym etrycznej.

Iloczyn algebraiczny dwu zbiorów rozm ytych A i В jest to 
tak i zbiór rozm yty C, którego funkcja charakterystyczna jest 
równa iloczynowi funkcji charakterystycznych zbiorów A iB .

Iloczyn algebraiczny zbiorów A i B  oznaczamy symbolem 
A.B.

Jeżeli A i В są zbiorami w  znaczeniu zwykłym, to  iloczyn 
algebraiczny oraz operacja części wspólnej są działaniami 
równoważnymi.

Jest widoczne, że iloczyn algebraiczny A.B jest zaw arty w 
części wspólnej zbiorów rozm ytych A i B.

Przez sum ę algebraiczną dwu zbiorów rozm ytych A i В ro ­
zumie się taki zbiór rozm yty C, którego funkcja charak tery ­
styczna jes t rów na sum ie funkcji charakterystycznych zbio­
rów A i В o ile tylko suma ta nie przekracza liczby 1; w 
przypadku przeciw nym  rozważanego elem entu nie zalicza się 
do sum y algebraicznej zbiorów.

W przypadku sum y algebraicznej nie zachodzi odpowied­
nik zależności m ającej miejsce dla iloczynu algebraicznego 
(o ile rozważam y zbiory w znaczeniu zwykłym). Aby go uzys­
kać trzeba dokonać pewnego uzupełnienia w zakresie opera­
cji dokonywanych na zbiorach. Sprawa przedstaw ia się na­
stępująco. Niech A i В będą danym i zbiorami rozm ytymi. 
Weźmy dopełnienie każdego z nich. N astępnie utw órzm y ilo­
czyn algebraiczny wspom nianych dopełnień. W reszcie weźmy 
raz jeszcze dopełnienie całego iloczynu algebraicznego. Ozna­
czmy w ynik opisanego ciągu operacja symbolem  A + B . Wów­
czas zachodzi następujące twierdzenie: Dla zbiorów w zna­
czeniu zwykłym  operacja sum y mnogościowej oraz operacja +  
+  są operacjam i równoważnymi.

3. Zbiory rozmyte a nazwy

Po prezentacji pojęcia zbioru rozmytego oraz kilku, w y­
branych jedynie, operacji dokonywanych na zbiorach roz­



m ytych przejdziem y obecnie do dyskusji relacji zachodzącej 
między zbiorami rozm ytym i a nazwami, zwłaszcza nazwami 
nieostrym i. W tym  celu przyjrzym y się najpierw  „istocie” 
rozmytości oraz nieostrości.

3.1. Rozmytość i nieostrość

Podając określenie zbioru rozmytego wyróżniliśm y w nim 
„część ostrą” oraz „część rozm ytą”. Pierw sza z nich zawiera 
te  elem enty, które przynależą do zbioru ze stopniem  równym  
jedności, druga natom iast składa się z tych elementów prze­
strzeni, których stopień przynależności w yraża się ułam kiem  
właściwym.

Przyjrzy jm y się bliżej „części rozm ytej”. Jej pozytywne 
scharakteryzow anie zostało przed chwilą przypom niane. Zwie­
my je  pozytywnym, gdyż mówi ono o stopniu przynależności 
elem entu do zbioru rozmytego.

Jeżeli zgodzimy się, że stojńeń przynależności równy jeden 
odpowiada pełnej przynależności elem entu do zbioru, zaś 
m niejszy od jedności — przynależności niepełnej, niecałkowitej, 
to możemy na cały problem  spojrzeć również od strony prze­
ciwnej, nazw ijm y ją, niepozytwnej. Chodzi o to, że w przy­
padku przynależności niepełnej danego elem entu można także 
mówić o jego nieprzynależności w pewnym  stopniu. Niech 
elem ent a wchodzi w Skład zbioru rozmytego ze stopniem  
przynależności równym  x. Wówczas w ydaje się rzeczą uza­
sadnioną powiedzieć także, że wspom niany elem ent a nie 
przynależy do danego zbioru rozmytego ze stopniem  równym  
jeden m inus x (zakładamy, oczywiście, że x  jest m niejsze od 
jedności). Zatem  w tym  przypadku m ielibyśm y do dyspozycji 
dwie terminologie: pozytyw ną oraz niepozytywną. W edług 
pierwszej z nich orzekam y o przynależności elem entu do zbio­
ru  rozmytego, zaś według drugiej o jego nieprzynależności. 
Suma stopnia przynależności oraz stopnia nieprzynależności 
elem entu jest zawsze równa jedności.

Jeżeli przedstaw iona przed chwilą propozycja jes t słuszna, 
to pojęcie zbioru rozmytego, zwłaszcza jego „części rozm y­



te j”, daje  podstawę do przypisywania pew nym  elem entem  
dwu charakterystyk: posiadania pewnej własności w jakim ś 
stopniu oraz jej nieposiadania w stopniu będącym  dopełnie­
niem  do jedności. Na tej drodze wychodzimy poza tradycy j­
ne tertium  non datur.

Jeżeli teraz weźm iemy pod uwagę nazwy nieostre, to mamy 
do czynienia z dość podobną sytuacją, jaka zachodzi w p rzy­
padku zbiorów rozm ytych. A więc w odniesieniu do pew ­
nych przedm iotów daje  się orzec, że są one desygnatam i roz­
ważanej nazwy, w odniesieniu do innych, że nim i nie są; jed ­
nakże istn ieje  klasa przedmiotów w stosunku do których nie 
jesteśm y w stanie, w sposób zasadniczy, przypisać im  w ła­
sności bycia desygnatem  danej nazwy, bądź też nie przypi­
sać jej. W spomniana klasa przedm iotów zwie się zakresem 
nieostrości danej nazwy 8. Zatem  zakres nieostrości nazwy za­
w iera przedm ioty, k tóre mogą być scharakteryzow ane włas­
nością „nieorzekalności”. Nie można w stosunku do nich orzec 
ani za, ani przeciw pewnej cesze. Toteż zdania, zawierające 
nazwy nieostre, a zarazem  odnoszone do przedm iotów nale­
żących do zakresu nieostrości, nie posiadają rzeczowej treści.

Pow staje pytanie, czy opisana przed chwilą sytuacja jest 
nie do przezwyciężenia. Czy jedynym  wyjściem  byłoby posłu­
żenie się pew ną konwencją, k tóra by przekształciła daną naz­
wę nieostrą w nazwę ostrą? A le wówczas trzeba by się zgo­
dzić na pewnego rodzaju aprioryzm . Nie jest to jednak roz­
wiązanie, k tóre mogłoby budzić zbyt wielki entuzjazm , gdy 
chodzi o rzeczowy punk t widzenia. Jeżeli nie chcem y wcho­
dzić w  kolizję z danym i idącymi do nas od strony rzeczywis­
tości, należy treść naszych term inów , w yrażeń kształtować 
w oparciu o w spom nianą rzeczywistość, nie zaś dość a rb itra l­
nie o niej dekretować. Szacunek dla rzeczywistości, szacunek 
dla tego co jest, co istnieje, co się rozwija, zmienia, ew oluuje 
itd. (bo rzeczywistość jest niesłychanie bogata w  swej różno­

8 P rzy p o m in am y , że sp raw y  tu  po ru szan e  sygnalizow aliśm y  ju ż  w  
p rzy p isie  1.



rodności) zniewala nas do poszukiwania innego rozwiązania, 
niż wskazanego przed chwilą. W ydaje się, że zasadna jest p ró­
ba zm ierzająca do usensownienia samego zakresu nieostrości 
danej nazwy. Tą drogą winno się iść w celu otrzym ania roz­
wiązania problem u. W spomniane usensownienie zakresu nie­
ostrości może nastąpić przez odniesienie do elem entów rze­
czywistości „ostrej” treści danej nazwy w pew nym  tylko stop­
niu, k tóry  może być dla różnych elementów różny. Jest to 
sugestia idąca ze strony  koncepcji zbiorów rozm ytych. W cale 
nie głosimy, że to jest jedyna drogą prowadząca do celu. Jest 
jednak  niew ątpliw ie jedną z dróg, k tó re  do niego wiodą. A 
to już jest wiele. Droga ta  w ydaje się mieć dwie własności: 
1° przyznaje p rio ry te t rzeczywistości w  stosunku do naszych 
koncepcji poznawczych, 2° n ie mieści się W wąsko rozum ianym  
klasycznym  schemacie logiki dwuwartościowej. Gdy idzie o 
ostatn ią własność, to  m am y tu  na myśli możność wypowia­
dania zdań postaci: „elem ent a m a własność W w stopniu x ”, 
„elem ent a n ie ma własności W w stopniu 1—x ”, natom iast 
niemożność jednoczesnego uznania zdań: „elem ent a ma w łas­
ność W w stopniu x ” oraz „elem ent a nie ma własności W 
w stopniu x ”. W ymienione cechy prowadzą prosto do proble­
m u statycznego oraz dynamicznego ujm owania rzeczywi­
stości. Przejdziem y teraz do tego zagadnienia.

3.2. Statyczne i dynamiczne ujmowanie rzeczywistości

Powszechne są dwa podstawowe modele rzeczywistości: mo­
del statyczny i model dynamiczny.

Pierw szy z nich u jm uje rzeczywistość jako zespół indyw i­
duów o stałej „naturze” i stałym  sposobie działania. Indyw i­
dua mogą powstawać i zanikać, ale w  czasie swego istnienia 
charakteryzują  się pew ną „istotow ą” stałością. Taka koncep­
cja rzeczywistości prowadzi w natu ra lny  sposób do przyjęcia 
za właściwą logiki klasycznej, dwuwartościowej. W szczegól­
ności więc jesteśm y skłonni uznać za słuszne zdania orzeka­
jące, że dany przedm iot p istnieje, bądź też n ie istnieje, że 
ma pew ną własność, bądź też jej nie ma. Nieprawdziwymi



w ydają się koniunkcje postaci: przedm iot p ma własność W 
i przedm iot p nie ma własności W.

D rugi ze wspom nianych modeli ujm uje rzeczywistość 'n ie  
jako zespół indywiduów, ale jako zespół pew nych procesów. 
W świecie zachodzą przecież nieustannie zmiany. M ają one 
m iejsce w dziedzinie atomowej, subatom owej, wśród istot ży­
wych, zachodzą także w skali kosmicznej. Aspekt zmienności 
w ydaje  się być istotny w odniesieniu do rzeczywistości. W y­
rażając się nieco paradoksalnie można by powiedzieć, że rze­
czywistości nie ma, że ona sta je  się, i to ustawicznie, stale na 
nowo. I nie ty le  „rzeczyw iste” są poszczególne etapy zmian, 
ile raczej sam  proces wspom nianych zmian.

Stojąc na tym  stanow isku nie budzi zastrzeżeń uznawanie 
niew ystarczalności logiki dwuwartościowej. Co więcej, poja­
wia się konieczność przyjęcia logiki wielowartościowej. Wów­
czas dostajem y do ręki aparat logiczny, k tóry  pozwala b a r­
dziej adekw atnie oddawać rzeczywistość, niż to daje się uczy­
nić przy pomocy logiki dwuwartościowej.

Z ilustru jem y powyższe dość ogólne uwagi konkretnym  przy­
kładem. Weźmy pod uwagę człowieka. Ujmowanie go s ta ty ­
cznie widzi w nim  zespół dwu elementów: anim alnego i in ­
telektualnego. Tym sam ym  jednak dokonujem y petryfikow a­
nia bogatej, zmiennej rzeczywistości człowieka. Lepszym przy­
bliżeniem  rzeczywistego stanu  rzeczy w ydaje się być kon­
cepcja człowieka jako tworu, który, nie ty le  jest, ile raczej 
sta je  się (lub jeszcze lepiej: może staw ać się) rozum ny. A na­
liza zachowania się przeciętnego człowieka w ykazuje przecież 
jak  wiele jest w nim  elem entu nawykowego, autom atyczne­
go itd., w  porów naniu do istotnie twórczego myślenia. L u­
dzie, z reguły, postępują według pewnych schematów, sza­
blonów, nawyków. Trzeba dużego wysiłku intelektualnego, 
aby móc i potrafić zająć własne, krytyczne stanowisko. Trze­
ba w sobie wypracowywać krytyczną postawę umysłu. Ona 
n ie jes t nam  „dana” . Człowiek jest bogatym , złożonym two­
rem , k tóry  w inien kształtow ać siebie w biegu swego życia.

Możemy więc konkludować, że dla statycznego m odelu



rzeczywistości wystarczająca jest logika dwuwartościowa, na­
tom iast dla m odelu dynamicznego — nie. Aby móc adekw at­
nie opisywać własności procesów zachodzących w świecie nie 
w ystarczy prosty schem at logiki dwuwartościowej. Logika w y­
daje się być czymś w tórnym  w stosunku do rzeczywistości 
i naszego jej poznaw ania9. Toteż w inna być wzbogacona w 
m iarę zwiększania się bogactwa i różnorodności naszego po­
znania. O twiera to przed m yślą naszą szerokie horyzonty.

Na tle powyższych uwag spojrzyjm y teraz na koncepcję 
zbiorów rozm ytych i płynące z niej konsekwencje w odniesie­
niu do problem u , którem u jest poświęcony ten artykuł.

4. Próba poszerzenia zakresu stosowalności języka naukowego

W yjdziem y z przykładu zaczerpniętego z metrologii. Ma­
m y na m yśli pojęcie pomiaru.

Otóż przez pom iar rozumie się zespół czynności, po wyko­
naniu  których można stwierdzić, że w chwili pom iaru doko­
nanego w określonych warunkach, a więc przy posłużeniu się 
takim i to środkam i i wykonaniu takich to czynności, wielkość 
m ierzona miała wartość zaw artą między liczbami r  oraz s. 
W ynikiem  pom iaru zwie się stw ierdzenie, że wielkość m ierzo­
na jes t nie m niejsza niż r  i jednocześnie nie większa niż s. 
W yniku pom iaru nie doprowadza się do równości r = s ,  ponie­
waż zmniejszenie różnicy s—r =  t jest niemożliwe lub niecelo­
we l0. Przyjęcie, że różnica t jest dodatnia, stanow i podstawo­
wy postulat metrologii. Zasadniczą przyczyną jego w prow a­
dzenia jest, jak  łatw o się domyśleć, ograniczona doskonałość 
naszych zmysłów oraz narzędzi, k tórym i się posługujem y przy 
dokonywaniu pom iaru. Próg czułości zawsze istnieje w odnie­
sieniu zarówno do naszych zmysłów, jak  i narzędzi. N atural­
ną jego podstawą jes t kw antow y charak ter zjawisk n . Postu­
lowanie możliwości posiadania absolutnie dokładnych w yni­

» A. G rzegorczyk: Z a rys  log ik i m a te m a ty c zn e j, W arszaw a I960, 66.
10 J . P io tro w sk i: P o d sta w y  m etro log ii, W arszaw a 1976, 16.
11 T am że, 17.



ków pom iaru jest życzeniem niemożliwym do zrealizowania. 
Pom iar jest, ze swej na tu ry , zawsze obarczony pew nym  błę­
dem, lub może lepiej: zawiera się w pew nym  przedziale w ar­
tości, albo: jest „rozm yty” , w większym, lub m niejszym  stop­
niu.

Pom iar należy zaliczyć do jednej z podstawowych czynności 
naukowych. Wszędzie tam , gdzie on w ystępuje, pojaw iają się 
skutk i jego właściwości. Innym i słowy trzeba uznać potrzebę, 
celowość i konieczność pojęć nieostrych, nazw nieostrych. W y­
nik pom iaru jest, i m usi być, wielkością „nieostrą” . A to rzu ­
tu je  na charak ter naszego języka, na charak ter term inów , w 
szczególności nazw.

Oczywiście, trzeba się zgodzić, że nieostrość sam a w sobie 
nie musi być dla nas ideałem  (a naw et nie może być), k tóry  
by powodował demobilizację intelektualną. W pew nych przy­
padkach nieostrość nie może być inaczej traktow ana, jak  je ­
dynie jako w yraz naszej niewiedzy w odniesieniu do rzeczy­
wistości. To jest niew ątpliw e. Jednakże można wskazać dużą 
ilość przypadków, kiedy nieostrość nie jest ani zwykłą wadą 
naszego języka, an i wyrazem  naszego braku  odpowiedniego 
poznania rzeczywistości, a stanow i znamię naszego odbicia 
rzeczywistości. Wówczas nieostrość w ydaje się być „nieule­
czalna” i „obiektyw na” zarazem. A zatem  posiadanie tylko 
nazw ostrych i możność posługiwania się nimi może być r a ­
czej traktow ana jako dość odległy cel, do którego zmierzamy, 
aniżeli jako niezbędny w arunek do spełnienia tu  i te r a z 12. 
Nieostrość utrzym ana w „rozsądnych” granicach w ystarcza do 
upraw iania nauki i zarazem  oddaje względnie w iernie, tak 
przynajm niej można postulować, bogatą, zmienną i złożoną 
rzeczywistość.

Wobec tego nasuwa się myśl, aby skorzystać z koncepcji 
zbiorów rozm ytych w celu usensownienia nazw nieostrych.

12 M oże pow stać  p y tan ie , czy nasz  obecny  język  n ie  je s t zb y t „ s ta ­
ty czn y ”. G dyby  udało  się sk o n stru o w ać  języ k  „dynam iczny”, być może, 
że cały  p ro b lem  n ieos tro śc i trz eb a  b y  postaw ić  zupe łn ie  inaczej.
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Zakres ich nieostrości może zostać usensowniony przez odnie­
sienie go do „części rozm ytej” zbioru rozmytego. Dzięki te ­
m u możliwe się sta je  posługiwanie się nazwami nieostrym i 
w pełnym  ich zakresie. Konsekwentnie zwiększa się klasa 
zdań o treści rzeczowej.

Jest rzeczą łatw ą i widoczną w jaki sposób da się dokony­
wać usensownianie zakresu nieostrości w oparciu o zrefero­
w ane pojęcie zbioru rozmytego oraz w ybranych, prostych 
operacji na zbiorach rozm ytych.

Z drugiej strony jest także widoczne, że „dobre” sprecy­
zowanie treści w odniesieniu do zakresu nieostrości nazwy 
nie jest wcale łatwe. „Dobre” znaczy tu taj zgodne z rzeczywi­
stym  stanem  rzeczy, a więc zgodne zarówno z samą rzeczywi­
stością, jak  i ustaloną wcześniej i powszechnie przyjętą kon­
w encją językową. Co do tego nie ma wątpliwości. Nie znaczy 
to jednak, aby było tym  sam ym  nie do wykonania, aby było 
przedsięwzięciem beznadziejnym.

Problem  jest złożony. Łączy się z zagadnieniem konwencji, 
logik wielowartościowych, sięga do podstawowych problemów 
odnoszących się do ontologii i gnoseologii. Tym samym  w y­
daje  się być problem em  typowo filozoficznym. A więc im 
więcej będzie się pojawiać nowych myśli tyczących się jego 
rozwiązania, tym  lepiej będzie się widzieć całe zagadnienie. 
To zaś przybliżać będzie możliwość wypracowania stanow i­
ska, k tó re  by uzyskało ogólną aprobatę i przyjęcie. W ydaje 
się, że spraw a w arta  jest wnikliwej uwagi badawczej.

5. Uwagi końcowe

Podsum owując przeprowadzone rozważania stw ierdzam y, 
że problem  nazw nieostrych nie musi być rozum iany jako je ­
dynie przejaw  wady naszego języka. Nieostrość nazw, jak  się 
zdaje, sięga głębiej, do podstaw  by tu  i naszego poznania. Jest 
rzeczą możliwą usensownianie zakresu nieostrości nazw nie­
ostrych. Jedną z dróg prowadzących do tego celu może s ta ­
nowić koncepcja zbiorów rozm ytych. Dzieje się to przez przy­



pisyw anie elem entom  przysługującej im własności w pew­
nym  tylko stopniu.

Problem  nieostrości, jak  to było już sygnalizowane, wiąże 
się ściśle z zagadnieniem  logik nieklaeycznych. Dla ilustracji 
wspom nim y tu  o pew nych pracach poświęconych nowszym 
koncepcjom i ich zastosowaniom.

Ja k  pam iętam y, zbiory rozm yte spowodowały eksplozję 
różnych koncepcji „rozm ytych”. A  więc, w szczególności, mó­
wi się również o logikach rozm ytych, teoriach rozm ytych, 
autom atach rozm ytych itd. Ostatnio logika rozm yta jest w y­
korzystyw ana do zagadnienia rozpoznawania pisma ręczne­
go 1Э. Nie trzeba dodawać, że problem  jes t in teresujący nie 
tylko naukowo, ale również filozoficznie. Ma także wydźwięk 
światopoglądowy. Aspekt praktyczny jego nie budzi w ątp li­
wości. Znajduje bezpośrednie zastosowanie przy budowie 
urządzeń wejściowych do m aszyny liczącej.

Oznaczmy teraz ryzyko związane z przyjęciem  zdania F 
symbolem #F#. Jeżeli pew ien podm iot uznaje  zdanie F za 
praw dziw e, to znakować to będziemy symbolem  #  F. Można 
w yk azać14, że istn ieje  dokładnie jedna funkcja, k tóra p rzy ­
porządkow uje każdem u zdaniu F w artość ryzyka #F# i speł­
niająca następujące w arunki:

1) o ^  #f # <; 1
2) #F i G# =  sup{#F#, #G#}
3) #F lub G #  — in f{#F # , #G#}
4) #F im plikuje G # =  sup{0, #G# — #F#}
5) # n ie F #  =  1 — #F#
6) # d la  każdego x F(x)# =  sup #F(a)#
7) # d la pewnego x F(x)# =  inf #F(a)#
8) ( #  F) w tedy  i tylko, gdy (#F# =  0)

13 P ep e  Siy, C. S. C hen: F u zzy  logic fo r  h a n d w r itte n  n u m era l cha ­
rac ter  recognition , IE E E  T ransac tions on  S y s te m s , M an, and C yb ern e ­
tics, 1974, 570— 575.

14 R. G iles: L u ka s iew ic z  logic and  fu z z y  se t th eo ry , ”Irrt. J . M an- 
-M aoh. S tu d ”. 8 (1976), 313—327.



9) Zdanie może być b rane  pod uwagę w tedy i tylko, gdy 
w artość jego ryzyka jest niedodatnia.

W rozważanym  przypadku m am y do czynienia ze zdaniami 
rozm ytymi. Funkcja ryzyka #F# daje in terpretację w odnie­
sieniu do logiki nieskończenie wielowartościowej Łukasiewi- 
cza.

Nasuwa się prosta konkluzja: koncepcja „rozmytości”
otw iera przed m yślą badawczą szerokie horyzonty i wdzięcz­
ne pole do twórczej pracy.

Unscharfe Namen und Fuzzy-Mengenlehre

(Z ussam enfassung)

M an sp r ic h t in  B ezug au f  d ie  u n sch a rfen  N am en  von  d iesen  U n­
sc h a rf  ebere ich  en. J e d e r  so lcher B ere ich  is t von d iesen  O b jek ten  ge­
b ild e t ü b e r denen  (gem äss dem  au fg e tro ffen en  S p rach g eb rau ch  oder 
d e r K onven tion ) k a n n  m a n  w ed er dass sie  d ie  Beizeichneten des ge­
gebenen  N am ens sind, noch  dass sie  so lche n ich t s ind , u rte ilen . W er 
d e r  M einung  is t, gem äss w e lch e r be lieb ige  E n g en sch aft ein igen  O b jek ­
ten  en tw ed e r zukom m en , oder n ic h t zukom m en  k an n , d e r  m öge den 
U n sch ärfeb e re ich  des N am ens sin n v o ll m achen  n u r  d u rc h  das Fassen  
des E n tsch lu sses , d e r  en tsch e id en  e r la u b t w elcne  O b jek te  d ie  B ezeich­
n e t en des N am ens sind  und  w elche  s ie  n ic h t sind . S o lcher E n tsch lu ss  
doch a b e r im  erheb lich en  G rad e  ap rio risch  is t. W eder d ie  R ea litä t, 
noch d ie  W issenschaft fo rd e rn  und  auch  b rau ch en  solche L ösung des 
U nschärfep rob lem s. Es sch e in t w ü n sch en sw ert d e r M einung  sein , d ie 
den  O b jek ten  den  B esitz  irg en d e in e r E igenscha ft n u r  im  gew issen  
G rad e  zu sch re ib en  e rlau b t. Diesier G edanke  e rm ög lich t den  U n sch ä r­
feb e re ich  des N am ens sin n v o ll m achen . D ie K onzeption  von  Fuzzy- 
-M engen  im  S inne von L. A. Z adeh  k a n n  d ie  fo rm a le  A p p a ra tu r  zu 
d iesen  B em ühungen  w erden . Im  A u fasa tz  b e sp rich t m an  d ie  G ru n d ­
e lem en te  d e r  Fuzizy-M engenlehre, zeigt m an  auch  d ie  M öglichkeit de r 
A nw endung  d ieser K onzep tion  zu r  F ra g e  d ie  U sch ärfeb ere ich e  der 
N am en  sin n v o ll zu m achen , s ig n a lis ie r t m an  noch d ie  V erb in d u n g  d e r 
e rw äg ten  P ro b lem e  m it d e r  F rag e  d e r  n ich tk la ssisch en  L ogiken. Es 
schein t, dass die U n sch ärfe  d e r  N am en  e ine  E igenschaft u n se re r  S rache  
is t, w elche  g re ift zu  den  G rü n d en  d e r R e a li tä t u n d  u n seres  E rk e n n t­
n isses un d  d rü c k t in  gem ässem  G rad e  d ie  „ S tru k tu r” des e rs ten  und  
sow ohl des zw eiten  E lem en ts  aus.


