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1. WPROWADZENIE

Historia nauki poucza, ze waznym osiggnieciem badawczyrmn
bylo podanie réznych interpretacji algebry Boole’a, w szcze-
golnosci zinterpretowanie jej w rachunku zbioréw. W r. 1965
L. A. Zadeh zaproponowal uogélnienie pojecia zbioru nadajac
mu nazwe zbioru rozmytego. Okazuje sie, ze rachunek zbiorow
rozmytych moze byé¢ traktowany jako interpretacja algebry
de Morgana. Celem artykulu jest wskazanie na relacje zacho-
dzagce miedzy wymienionymi algebrami oraz ich mmnogo$cio-
wymi (wzglednie funkcyjnymi) interpretacjami, jak tez na
otwierajace si¢ nowe horyzonty badawcze w zakresie przed-
miotowym, metodologicznym i filozoficznym.

2. OZNACZENIA I TERMINOLOGIA

Niech K oznacza dowolny zbiér niepusty. Jego elementy
oznacza¢ bedziemy literami x, y, z.

Niech S oraz I oznaczajg dwa dzialania dwuargumentowe
okredlone i wykonalne w zbiorze K; znaczy to, ze kazdym
dwom elementom x oraz y ze zhioru K jest przyporzadko-
wany dokladnie jeden element tegoz zbioru oznaczamy, odpo-
wiednio, przez Sxy wazglednie Ixy.

Niech D oznacza dzialanie jednoargumentowe okreslone i wy-
konalne w zbiorze K, a wiec funkcje, ktéora kazdemu elemen-
towi x ze zbioru K przyporzadkowuje dokladnie jeden element
oznaczany przez Dx réwniez nalezgcy do zbioru K.

Przypusémy, ze w zbiorze K istnieja dwa wyroznione ele-
menty e oraz u, dla ktérych zachodza nastepujgce wzory:

SO. Sxe = x, Sxu = u, I0. Ixe = e, Ixu = x.
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Wowcezas elementy te zwie sig, odpowiednio, zerem oraz jed-
nosciy,

Rozwazmy dla dziatan S, I, D ponizsze warunki:

S1. Sxy = Syx

S2. SxSyz = SSxyz I1. Ixy = Iyx

S3. Sxx = x 12. IxIyz = lIxyz
S4. SxIxy = x 3. Ixx = x

S5. IxSyz = Slxylxz I4. IxSxy = x

Dl1. DDx = x, De =u, Du = e I5. Sxlyz = ISxySxz
D2. SxDx = u, IxDx = e

Wzory Sl oraz Il zwie sie prawami przemiennosci, wzory
S2 oraz 12 — prawami lgcznosci, wzory S3 oraz I3 — pra-
wami idempotencji, wzory S4 oraz 14 — prawami pochlania-
ma, za§ wzory S5 oraz 15 — prawami rozdzielnosci w od-
niesieniu do dziatan S oraz I.

Zalezno$¢ dana wzorem D1 mowi o zwigzku zachodzgcym
miedzy dowolnym elementem x ze zbioru K i wynikiem doko-
nania na nim dwukrotnie operacji D oraz o relacjach zacho-
dzgcych miedzy zerem i jednos$cig przy dokonaniu na nich
dzialania D.

Warunek D2 wigze dowolny element x ze zbioru K poprzez
dokonanie na mim dzialan S (wzglednie I) oraz D z zerem
i jednos$ciag w K,

3. KRATY I ALGEBRY

Zbior K wraz z (okreSlonymi i wykonalnymi w nim) dzia-
laniami S oraz I zwie sie¢ krata, jezeli wymienione dzialania
spelniajg warunki S1—S4 oraz 11—I4.

Innymi stowy krata ! zwie sig miepusty zbiér z dwoma dzia-
laniami, ktore sg przemienne, lgczne, majg wlasnos¢ idempo-
tencji oraz pochtaniania.

Jezeli w kracie K istniejg zero oraz jednos¢, a wiec gdy ist-
niejg w niej dwa wyréznione elementy e oraz u spelniajgce
wzory SO i 10, to krate zwie sie kratg z zerem i jednoScig.

Krata K zwie sie krata dystrybutywng, jezeli speinione sg
warunki S5 oraz 15, czyli gdy zachodzg prawa rozdzielnosci
w odniesieniu do d>z1alan S oraz I.

1 Niektorzy posluguja sie w tym przypadku nazwa struktura. Zob.
np. K. Kuratowski, A. Mostowski, Teoria mnogoéci wraz ze wstepem
do opisowej teorii mnogosci, Warszawa 1978, 49—54, 57—58.
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Przypu$émy teraz, ze rozpatrujemy kraty, w ktorych jest
okreslone jeszeze dzialanie jednoargumentowe D.

Algebrg de Morgana zwie sie kratg dystrybutywng z zerem
i jednos$cig, w ktérej dzialanie D spelnia warunek DI.

W pelniejszym sformulowaniu powiemy, ze algebrg de Mor-
gana ? nazywa sie niepusty zbior dowolnych elementow wraz
z okreslonymi i wykonalnymi w nim dwoma dzialaniami dwu-
argumentowymi S oraz I i jednym dzialaniem jednoargumen-
towym D oraz wyréznionymi w nim dwoma elementami e oraz
u, przy czym speinione sg wzory S0—S5, 10—1I5, D1.

Algebra de Morgana zwie sie algebrg Boole’a, jezeli speinio-
ny jest warunek D2.

Innymi stowy algebra Boole’a jest to krata dystrybutywna
z zerem i jednoscig, w ktorej zachodzg wzory D1 oraz D2.

Po ustaleniu terminologii oraz oznaczen, a takze przyjetych
okresleniach algebr (de Morgana i Boole’a) przejdziemy teraz
do zagadnienia ich interpretacji.

4, FUNKCYJINA INTERPRETACJA ALGEBRY DE MORGANA

Niech A bedzie dowolnym zbiorem niepustym, zas§ M dom-
knietym odcinkiem od zera do jednosci, czyli zbiorem wszy-
stkich liczb rzeczywistych zawartych miedzy zerem i jednos-
cig z wlgczeniem krancéw. Niech f, g, h oznaczajg dowolne
funkcje okreslone na zbiorze A przyjmujgce wartoSci ze zbio-
ru M. Uméwmy sie, ze symbol : = oznacza ,réwne z defini-
cji”.

Okreslmy na zbiorze powyzszych funkeji nastepujgce dzialta-
nia:

(f + g) (@) : = max][i(a), g(a)]
(f-g)(a) : = min[i(a), g(a)]
fa) : = 1 —f(a),
gdzie a jest dowolnym elementem zbioru A.

Pierwsze z powyzszych dzialan bedziemy nazywaé sumg
funkcji, drugie z nich — iloczynem funkeji, za$§ trzecie — do-

2 Por. C. V. Negoita, D. A. Ralescu, Applications of fuzzy sets to
systems analysis, Basel und Stuttgart 1975, 13—14, 16. Gdy idzie
o wyklad teorii algebr Boole’a i ich zastosowan zob. T. Traczyk,
Wstep do teorii algebr Boole’a, Warszawa 1970, 20, 27, 28; M. A. Har-
rison, Wstep do teorii sieci przelqczajgcych i teorii automatéw, War-
szawa 1973, 59—63; F. L. Bauer, G. Goos, Informatyka, Warszawa
1977, 186—192.
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pelnieniem danej funkcji, Sensowne s3 wiec wyrazenia posta-
ci: f+g, f-g, f.

Niech teraz K hedzie dowolng algebrg de Morgana. Przyj-
mijmy, ze elementami zbioru K bedg wszystkie funkcje okres-
lone na zbiorze A przyjmujgce wartosci ze zbioru M. Przyj-
mijmy dalej, ze

Dx := Df := {

Jest widoczne, ze dzialania sumy, iloczynu oraz dopelnienia
funkeji sa dzialaniami okreslonymi i wykonalnymi w zbiorze
wszystkich funkcji zdefiniowanych na A o wartosciach z M;
wynik dokonanego dzialania nalezy bowiem dalej do zbioru
funkcji odwzorowujgcych zbior A w zbior M.

Latwo jest dalej sprawdzi¢, ze zachodzg nastepujace wzory:

+1f+g=g+ ¢ s1f.g=g-f
+2.f+@+h=f+g +h «2f.(g-h)y=(f-g).h
+3 f+f=1
+4. f+(f.-g)="1f B f-f=1

4. f-(C+g =t

Stanowig one, przy rozwazanej interpretacji, odpowiedniki
wzoréw S1—S4 oraz I1—I4. Zatem zbidér wszystkich funkeji
okredlonych na zbiorze A przyjmujacych wartosci ze zbioru
M z dzialaniami dodawania oraz mnozenia funkcji jest krata.

Krata ta posiada takze zero oraz jednod¢. Zerem bedzie
w tym przypadku funkcja réwna tozsamosciowo zeru, tj. przy-
porzadkownjgca kazdemu elementowi a ze zbioru A liczbe ze-
ro, natomiast jednosciag — funkcja réwna tozsamosciowo jed-
noéci, a wiec przyporzadkowujaca kazdemu elementowi zbio-
ru A liczbe jeden, Tak rozumiane elementy e oraz u spehia-
ja bowiem warunki:

+0. f+e=1f f+u=u, O . fee=¢ foeu=f,
bedace odpowiednikiem wzoréw SO oraz IO.

Nie jest takze trudno zauwazy¢, ze dzialanie dopelnienia
spelnia wzor:

—1. @ =f =y d=e

Jest on odpowiednikiem warunku DI.

Nadto, znajgc relacje zachodzgce miedzy max oraz min,
sprawdzamy, ze spelnione sg wzory:
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+5. f.(g+h) =(¢-g + (f-h)
5. f+@-h)y=@E+g) - (E+h),

ktére stanowig odpowiedniki warunkéw S5 oraz IS5.

Dochodzimy przeto do wniosku orzekajacego, ze rozwazana
przez nas krata jest algebra de Morgana.

Inaczej mozna powiedzieé, ze zbior wszystkich funkeji okres-
lonych na dowolnym zbiorze niepustym A przyjmujacych war-
toéci z odcinka domknigtego od zera do jednosci wraz z dziala-
niami dodawania funkeji, mmozenia funkcji i dopelnienia fun-
keji jest algebrg de Morgana, wzglednie iz jest interpretacja
funkcyjng abstrakcyjnej algebry de Morgana.

Rozrwazmy przypadek specjalny, gdy mianowicie zbior M
wartoéci funkeji redukuje sie do dwu elementow: liczby zero
oraz liczby jedem, czyli gdy mamy do czynienia z funkcjami
okres§lonymi na dowolnym zbiorze niepustym A przyjmuja-
cymi tylko jedna z wymienionych wartosci zero lub jeden.
Jest widoczne, 7e wowczas spelmione sa wzory +0 — +5,
.0 — .5 oraz wzor —1, Nadto jednak zachodzi wzdr

2. ft+f=u f.-f=e,

co znaczy, iz mamy do czynienia z algebrg Boole’a (wzor —2
jest bowiem odpowiednikiem wzoru D2).

Zwréémy uwage na to, ze w przypadku ogdélnym, kiedy
rozwazamy funkcje o wartosciach z domknietego odcinka od
zera do jeden, wzér —2 nie zachodzi. Wystarczy wzigé np.
funkcje f(a) = 1/3. Woéwcezas f(a) = 2/3. Natomiast f + f = 2/3,
a wiec nie jest suma ta réwna 1, f. £ = 1/3, czyli iloczyn po-
wyzszy nie jest rowny zeru.

A zatem klasa algebr Boole’a jest istotnie wezsza od klasy
algebr de Morgana. Kazda algebra Boole’a jest algebra de
Morgana. Istniejg jednak algebry de Morgana mie bedace al-
gebrami Boole’a.

Przedstawiona funkcyjna interpretacja algebry de Morgana
(a takze algebry Boole’a) prowadzi w prosty sposéb do in-
terpretacji mnogosciowej wspomnianych algebr, a takze do
jednolitego ujecia klasycznego pojecia zbioru oraz zbioru roz-
mytego w sensie Zadeha. Zajmiemy sie teraz tym zagadnie-
niem.

5. FUNKCJE A ZBIORY ROZMYTE

Niech A oznacza zbidr uniwersalny, poza ktéry nie wy-
chodzimy w naszych rozwazaniach, Niech f bedzie dowolna
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funkcjg okreslong na zbiorze A o warto$ciach ze zbioru M, tj.
z odcinka domknietego od zera do jednosci.

Interpretujmy funkcje f jako podzbiér rozmyty w zbiorze
uniwersalnym A. Dla kroétkosci moéwi¢ bedziemy po prostu:
zbidr rozmyty 3. Wielkoé¢ f(a) interpretujmy jako stopien przy-
naleznosci elementu a do danego zbioru rozmytego. Zgodnie
z przyjetymi umowami stopien przynaleznosci zawiera sie mig-
dzy zerem oraz jednoscig. W szczegoélnosci, jezeli stopien tem
jest réwny zeru, to moéwimy ze dany element nie nalezy do
zbioru rozmytego; jezeli natomiast jest réwny jednosci, to
moéwimy o pelnej przynaleznos$ci rozwazanego elementu do
danego zbioru rozmytego.

Nie jest trudno zauwazye, ze ,naturalna” interpretacjg dzia-
lan £+ g, f-g oraz f bedzie, odpowiednio, suma mnogo$cio-
wa, iloczyn mnogo$ciowy zbioréw rozmytych oraz dopelnienie
zhioru rozmytego do zbioru uniwersalnego A.

Element zerowy, czyli funkcje réwng tozsamosciowo zeru,
interpretujemy jako zbiér pusty, zas element jelnostkowy,
a wiec funkcje rowng tozsamosciowo jednosci, interpretujemy
jako zbiér uniwersalny A.

Woéwezas wzory +0 — +5, « 0 — - 5 oraz wzor —1 przyj-
ma nastepujgca tresc:

+0. Suma mnogos$ciowa dowolnego zbioru rozmytego oraz
zbioru pustego jest réwna temu zbiorowi. Suma mmgosciowa
dowolnego zbioru rozmytego oraz zbioru uniwersalnego jest
rowna zbiorowi uniwersalnemu.

+ 0. Iloczyn mnogosciowy dowolnego zbioru rozmytego oraz
zbioru pustego jest rowny zbiorowi pustemu. Iloczyn mnogos-
ciowy dowolnego zbioru rozmytego oraz zbioru uniwersalnego
jest réwny danemu zbiorowi.

+1. Suma mnogosciowa zbioréw rozmytych jest dzialaniem
przemiennym.

« 1. Iloczyn mnogosciowy zbioréw rozmytych jest dzialaniem
przemiennym.

+2. Suma mnogosciowa jest dzialaniem lgcznym.

+ 2. Iloczyn mnogoéciawy jest dziataniem lgcznym.

+3. Suma mnogoéciowa danego zbioru rozmytego i jego
samego jest rOwna temu zbiorowi.

3 Zob, L. A. Zadeh, Fuzzy sets, Information and Control 8 (1965),
338—353. Jest to historycznie pierwsza praca po$wigcona teorii zbio-
réw rozmytych. Obecnie literatura po$wiecona tej teorii oraz jej za-
stosowaniom jest olbrzymia. Zob. np. bibliografie podang w C. V.
Negoita, D. A. Ralescu, dz. cyt.
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.+ 3. Iloczyn mnogosciowy danego zbioru rozmytego i jego
samego jest roéwny temu zbiorowi.

+4. Suma mnogos$ciowa danego zbioru rozmytego oraz ilo-
czynu mnogosciowego tegoz zhioru przez dowolny zbiér roz-
myty jest rowna temuz zbjorowi rozmytemu.

+ 4. Tloczyn mmnogosciowy danego zbioru rozmytego przez
sume mnogosciowg tegoz zbioru i dowolnego zbioru rozmytego
jest réwny danemu zbiorowi rozmytemu.

+5. Iloczyn mmogosciowy zbioréw rozmytych jest rozdziel-
ny wzgledem sumy mnogosciowej zbiorow.

. 5. Suma mnogo$ciowa zbioréw rozmytych jest rozdzielna
wzgledem iloczynu mnogosciowego zbiorow.

—1. Dopelnienie dopelnienia dowolnego zbioru rozmytego
jest roéwne zbiorowi wyjsciowemu. Dopelnienie zbioru puste-
go jest zbiorem uniwersalnym. Dopelnienie zbioru uniwersal-
nego jest zbiorem pustym.

Mamy wiec do czynienia z rachunkiem zbioréw rozmytych,
ktory stanowi interpretacje algebry de Morgana.

Rozwazmy jeszcze przypadek szczegolny, kiedy mianowicie
bierzemy pod uwage funkcje przyjmujgce wartosci ze zbioru
{0, 1}. Jest jasne, ze warunki +0 — -+5, .0 — .5 oraz waru-
nek —1 bedg spelnione, nadto spelniony bedzie réwniez wzoér
—2 orzekajgcy, ze suma mmogoSciowa zbioru (w znaczeniu
zwyklym) i jego dopelnienia jest réwna zbiorowi uniwersal-
nemu, za$ iloczyn mnogo$ciowy zbioru i jego dopelnienia jest
zbiorem pustym.

Funkcje okreS§lone na zbiorze uniwersalnym A przyjmujg-
ce warto$ci rowne bgdz jedno$ci, bagdZz zeru, interpretujemy
jako zbiory w rozumieniu cantorowskim. A zatem klasycz-
ny rachunek zbioréw stanowi interpretacje algebry Boole’a.

6. ANALOGIE I PROBLEMY OTWARTE

.Jest bezposrednio widoczne, ze funkcje (okreslone ma zbio-
rze A) przyjmujgce wartosci ze zbioru {0, 1} stanowia szcze-
golne przypadki funkeji przyjmujacych wartosci ze zbioru M.
Konsekwentnie zbiory w znaczeniu zwyklym (klasycznym, can-
torowskim) s szczegélnym przypadkiem zbioréw rozmytych.
Jest jasne takze, ze klasa zbioréw rozmytych jest istotnie
szersza od klasy zbior6w w znaczeniu klasycznym. Wspomina-
lismy takze, ze klasa algebr de Morgana jest istotnie szersza
od klasy algebr Boole’a. Otrzymujemy w ten sposéb nastepu-
jace zaleznosci:
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(1) Algebra de Morgana tak sie¢ ma do algebry Boole’a, jak
klasa zbioréw rozmytych ma sie do klasy zbioréw w zna-
czeniu zwyklym.

(2) Tak jak algebrze de Morgana odpowiadajg zbiory roz-
myte, tak podobnie algebrze Boole’a odpowiadajg zbiory w zna-
czeniu zwyklym.

Stwierdzenia powyzsze otrzymaliSmy w oparciu o posiadang
wiedze w odniesieniu do algebr i zbiorow, a wiec dysponujac
zaré6wno pojeciem algebry de Morgana i algebry Boole’a oraz
pojeciem zbioru rozmytego i zbioru w znaczeniu klasycznym.

Przypusémy, ze znamy jedynie trzy z wystepujacych w (1)
oraz (2) czynnikow. Przypusémy dalej, ze dysponujemy ogol-
nym pojeciem symetrii, Wowcezas w oparciu o zasade symetrii
mozna postulowaé istnienie czynnika czwartego.

Na tej drodze uzyskuje sie interesujgce wyniki. Mogg nimi
byé zarowno uogélnienia, jak tez specjalizacje, uszczegdlowie-
nia. Wskazuje to na heurystyczny aspekt zasady symedtrii.

Jednoczesnie zasadzie tej mozna przypisa¢ aspekt metodolo-
giczny, Shuzy ona przeciez niewgtpliwie do budowania nauki
zar6wno w znaczeniu funkcjonalnym, jak i przedmiotowym.
Zasada symetrii moze bowiem byé przewodnikiem (i istotnie
bywa nim) w postepowaniu badawczym, a takze w teoretycz-
nym ujmowaniu, formutowaniu wiedzy.

W naturalny sposéb nasuwa sie pytanie o zwigzek zachodza-
cy miedzy pojeciem analogii i pojeciem symetrii, jak tez za-
sady analogii i zasady symetrii. Sprawa ta wydaje sie byé¢
warta uwagi badawczej.

Do dalszych probleméw otwartych mozna zaliczyé zagadnie-
nie relacji zachodzacych miedzy takimi pojeciami jak analogia
i symetria a dwoistoéé, przeciwienstwo, Interesujgco tez pre-
zentuje sie sprawa zaleznosci zachodzgcych miedzy symetrig
a dang logikg nieklasyczng. Ta ostatnia lgczy sie z teorig zbio-
réw rozmytych. Jezeli wzigé pod uwage istnienie uogdlinie-
nia zbioréw rozmytych (tzw. zbiory L-rozmyte 4), to powstaje
caly szereg nowych zagadnien zaréwno scisle przedmiotowych,
jak tez rzutujgcych na plaszezyzne filozoficzng. W ten sposob
wchodzimy na rozlegle tereny badan o charakterze takze fi-
lozoficznym.

Jezeli spojrzeé na nasze poznanie, w szczegélnosci na pozna-
nie naukowe, z systemowego punktu widzenia, to przedstawia

4 Zob. J. A. Goguen, L-fuzzy sets, Journal of Mathematical Ana-
lysis and Applications 18 (1967), 145—174.
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sie nam ono jako zespél dwu nieodigcznych od siebie proce-
sow: konstrukeji i rekonstrukeji, ktére zachodzg w czasie nie-
ustannej wymiany miedzy podmiotem i jego otoczeniem za-
réowno fizycznym, jak i spolecznym. A zatem gnoseologia nie
daje sie ograniczy¢ do poziomu jednostki. Niezbedne jest od-
niesienie sie do poziomu grupy spolecznej, a wiec zlozonego
systemu. Konsekwentnie nastepuje rprzezwyc'ieiende stanowiska
sohtpsystycznego jak tez me(pelnosca ujecia tradycyjnego. Sy-
stemowe ujmowanie poznania makazuje pozostawienie w slo-
wniku naukowym otwartych poje¢ i takich samych konstruk-
cji teoretycznych 5. Nie trzeba dodawaé, ze harmonizuje ono
z konkretng praktyks badawcza. Wyraznym tego przejawem
jest wypracowanie teorii zbioréw rozmytych, jak tez L-roz-
mytych,

MENGEN UND ALGEBREN

(Zusammenfassung)

Die Hinweisung der verschiedenen Interpretationen fiir die Boole-
sche Algebra, insbesondere das Interpretieren ihrer im Mengenkal-
kiil, wie lehrt die Geschichte der Wissenschaft, hat sich als eine wi-
chtige Errungenschaft der Forschung gezeigt. Im Jahre 1965 gab
L. A. Zadeh eine Veraligemeinerung des Mengenbegriffs; er nannte
sie die verschwommene (unscharfe) Menge (fuzzy set). Es erweist
sich, dass der Kalkiil von verschwommenen Mengen als eine Inter-
pretation fiir die de Morgansche Algebra gelten kann.

Der Aufsatz beschiftigt sich mit der Angabe der Relationen, wel-
che zwischen diesen Algebren und deren Mengen- (oder Funktionen-)
interpretationen gelten. Man erwigt auch die neuen Forschungshori-
zonte in dem gegenstiéndlichen, methodologischen und philosophischen
Bereich.

5 W. Buckley, Epistemologia w ujeciu systemowym, w: Ogélna teo-
ria systeméw, Tendencje rozwojowe, pod red. G. J. Klira, Warszawa
1976, 188—191, 194—195, 198.



