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1. WPROWADZENIE

W wielu naukach, jak np. w psychologii, socjologii, peda-
gogice, mamy do czynienia z relacjg dominowania, preferowa-
nia, majoryzowania. Jedni autorzy terminéw tych uzywajg
zamiennie, inni natomiast rozrézniajg je miedzy soba. Intui-
cja badacza jest zrodlem, z ktérego biorg sie konkretne rozu-
mienia wspomnianych terminéw. Intuicje bywaja rozne, totez
nic dziwnego, ze spotykamy sie z réznymi stanowiskami. Od-
wolanie sie do znaczenia slownikowego nie daje zbyt wiele.
Dobry stownik rejestruje jedynie znaczenia zastanych siow;
z tego wzgledu znajdziemy w nim - uzasadnienie dla réznych
sposobdw rozumienia. Naukowa uzyteczno§é uzyskuje termin
z chwilg jego sprecyzowania, usSciSlenia. Artykul ten stawia
sobie za cel przedstawienie pewnej propozycji uscislenia po-
wyzszych terminéw. Okreslimy formalnie pojecie majoryzowa-
nia. Wyréznimy trzy jego znaczenia, rozwazymy zwigzki mie-
dzy nimi zachodzgce oraz powigzania z pojeciem dominowa-
nia 1 pojeciem preferowania, sformulujemy twierdzenia
i wnioski, jak tez wskazemy na szereg zastosowan w odme-
sieniu do réznych zagadnien.

2. ZNAKOWANIE
Relacja dominowania, preferowania, wzglednie majoryzowa-
nia bywa odnoszona do réznych przedmiotéw. Mogg nimi by¢
jednostki ludzkie, grupy spoteczne, organizmy zywe, pogla-



110 MIECZYSELAW LUBANSKI [2]

dy, idee itd. Przedmioty, miedzy ktérymi zachodzi przynaj-
mniej jedna ze wslpo»mmanyvch relacji, zwaé¢ bedziemy obiek-
tami. Obiekty oznacza¢ bedziemy duzymi literami lacinski-
mi; jezeli bedzie to celowe, badz wygodne, z ewentualnymi
umieszezonymi u ich dotu ‘wskaznikami liczbowymi. A wiec
np. A, A;, A, As, B, C, D, ... oznaczajg obiekty. Nie precyzu-
jemy blizej czym one sg. Jak widzieliSmy mogg byé bardzo
roznorodne.

Zamiast mowié, ze obiekt A ma]oryzuje obiekt B moéwié
bedziemy krétko AmB.

Wyréznimy trzy rozumienia relacji majoryzowania: majory-
zowanie w znaczeniu pierwszym (oznacza¢ je bedziemy sym-
bolem m;), majoryzowanie w znaczeniu drugim (oznaczaé¢ je
bedziemy symbolem m,) oraz majoryzowanie w znaczeniu trze-
cim (oznacza¢ je bedziemy symbolem mj). Zrozumialte wiec
stajgq sie wyrazenia postaci: Am;B, Cm,D, Em;F. Ze wzgledow
stylistycznych, tj. aby unikngé niemilej jednostajno$ci w wy-
powiedziach, mowi¢ bedziemy takze pierwsze majoryzowanie,
drugie majoryzowanie, trzecie majoryzowanie myslac, odpo-
wiednio, o relacji m;, m,, m;.

Dla wzbogacenia stownika, jak tez dla pomocy intuicji, moz-
na relacje m; nazywaé¢ slabym majoryzowaniem, relacje m, —
zwyklym majoryzowaniem, relacje m; — silnym, badz moc-
nym, majoryzowaniem. Niekiedy moéwi¢ takze bedziemy m,
-majoryzowanie, m,-majoryzowanie, ms-majoryzowanie.

3. WARUNKI DLA RELACJI MAJORYZOWANIA

Podamy teraz warunki formalne dla relacji majoryzowania.
Przypusémy, ze dany jest uklad zlozony z n rdéznych obie-
ktow. Zakladamy, ze miedzy niektérymi przynajmniej sposrod
nich zachodzi relacja majoryzowania, a wiec, ze ma miejsce
zwigzek AmB.

3.1. MAJORYZOWANIE W ZNACZENIU PIERWSZYM

Powiemy, ze relacja mojoryzowania jest majoryzowaniem
w znaczeniu pierwszym, jezeli dla dowolnego obiektu nie jest
prawdg, aby on majoryzowal siebie, tj. aby zachodzil zwig-
zek Am;A.

Jest to jedyny warunek, ktéry naklada si¢ na relacje mj.

Zapiszmy go w postaci oddzielnego zdania:

(1.1) Dla dowolnego obiektu A nie jest prawdg Am,A.
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Innymi stowy relacja czedciowa dwuargumentowa zwie sig
relacjg majoryzowania w znaczeniu pierwszym, jezeli jest re-
lacja przeciwzwrotng .

Wygodnie jest prezentowaé relacje majoryzowania przy po-
mocy macierzy wzglednie grafu zorientowanego . Ze wzgle-
dow technicznych pominiemy ilustracje przy pomocy grafu;
poprzestaniemy jedynie na ilustracji przy pomocy macierzy.

Przypusémy wiec, Zze mamy do czynienia z n réznymi obiek-
tami A;, A, ..., Ap. Tworzymy macierz kwadratowg o n wier-
szach i n kolumnach, zlozong tylko z liczb zero oraz jeden.
Na przecieciu i-tego wiersza oraz j-tej kolumny piszemy zero,
jezeli nie zachodzi relacja m; miedzy obiektem A; oraz obiek-
tem A; Jezeli natomiast wspomniana relacja zachodzi, to pi-
szemy liczbe jeden. Powstaly w ten sposéb macierz zwaé be-
dziemy macierzg relacji pierwszego majoryzowania.

Poniewaz zakladamy jedynie warunek (1.1), przeto na ,,prze-
katnej gtéwnej” macierzy znajdowaé sie bedg tylko liczby ze-
ro, pozostale elementy macierzy zlozone bedg z zer i jedynek
rozmieszczonych w dowolny sposab.

Jezeli zachodzi relacja Am;B, to méwimy ze obiekt A majo-
ryzuje jednoczionowo obiekt B, bgdz tez ze A majoryzuje B
bezposrednio. Jezeli natomiast mamy Am;B oraz Bm,C, to mé-
wimy, ze obiekt A m;-majoryzuje posrednio (lub: dwucziono-
wo) obiekt C. Widoczne jest, ze elementem ,;posredniczgcym”
jest obiekt B. Nalezy zwroéci¢ uwage na to, ze czym innym
jest poSrednie majoryzowanie obiektu, czym innym zas bez-
posrednie, tj. jesli Am;B oraz Bm;C, to woéwezas A posrednio
majoryzuje C, nie mozna za$ twierdzi¢, ze wowczas Am,C;
o relacji majoryzowania w znaczeniu pierwszym nie zaklada
sie bowiem zachodzenia wlasnosci przechodnio$ci.

Posrednie majoryzowanie daje sie latwo przedstawié przy
pomocy macierzy kwadratowej. Za punkt wyjscia bierzemy
macierz mojoryzowania w znaczeniu pierwszym. Nastepnie
bierzemy jej kwadrat, tzn. mnozymy ja przez siebie. Z wla-
snosci mnozenia macierzy wynika prosto, ze otrzymamy ma-
cierz kwadratowa o tej samej liczbie wierszy i kolumn co
macierz majoryzowania zlozong z liczb caltkowitych nieujem-

! Relacja przeciwzwrotna bywa nazywana takze relacjg irreflek-
sywng. Por. L. Borkowski, Logika formalna, Warszawa 1970, 196; K.
Kuratowski, A. Mostowski, Teoria mnogosci, Warszawa 1978, 97.

2 Czytelnika zainteresowanego teorig graféw odsylamy do jednego
z licznych podrecanikow z tej dziedziny. Zob. np. H. Noltemeier, Grap-
hentheorie, Berlin, 1976; N. Deo, Teoria graféw i jej zastosowania
w technice i informatyce, Warszawa 1980.
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nych. Element znajdujacy sie na przecieciu i-tego wiersza
oraz jtej kolumny w tej macierzy podawa¢ nam bedzie licz-
be posrednich majoryzowan obiektu A, przez obiekt A;. Wspo-
mniana liczba bedzie bowiem rézna od zera w tym jedynie
przypadku, jezeli dla jednego chociaz obiektu B bedzie: Aym,B
oraz BmyA;. Jest réwniez widoczne, ze kwadrat macierzy ma-
joryzowania moze zawiera¢ na ,giéwnej przekatnej”’ liczby
rézne od zera. Fakt ten interpretujemy w ten sposob, ze obiekt
A; majoryzuje posrednio (dwuczlonowo) samego siebie. Dowol-
ny obiekt moze wiec posrednio m;-majoryzowaé samego sie-
bie.
3.2. MAJORYZOWANIE W ZNACZENIU DRUGIM

Mowimy, ze relacja majoryzowania jest majoryzowaniem w
znaczeniu drugim, czyli m,-majoryzowaniem, jezeli spelnione
sg nastepujgce dwa warunki:

(2.1) Dla dowolnego obiektu A nie zachodzi Am,A.

(2.2) Jezeli A oraz B sg roznymi obiektami, to bgdz Am,B,
badz Bm,A.

A zatem relacja dwuargumentowa zwie sie relacjg majory-
zowania w znaczeniu drugim, jezeli jest ona relacjg przeciw-
zwrotng, za$§ kazde dwa obiekty sg w odniesieniu do niej po-
rownywalne. Zwroémy uwage na to, ze wykluczone jest za-
chodzenie jednoczesne relacji Am,B oraz Bm,A. Mamy tu do
czynienia z alternatywg wylaczajacg.

Z warunkoéow (1.1) oraz (2.1) i (2.2) wynika natychmiast, ze
jezeli miedzy obiektami A oraz B zachodzi relacja m, to za-
chodzi miedzy nimi takze relacja m;. Innymi stowy powiemy,
ze relacja majoryzowania w znaczeniu drugim zawiera sie w
relacji majoryzowania w znaczeniu pierwszym.

Podobnie jak w przypadku poprzednim, mozna ilustrowac
relacje drugiego majoryzowania przy pomocy macierzy kwa-
dratowej zerowojedynkowej. Na przecieciu i-tego wiersza oraz
j-tej kolumny piszemy liczbe jeden o ile zachodzi Am,A;, w
przeciwnym razie piszemy liczbe zero. Warunek (2.1) pocigga
za sobg wystepowanie na ,gléwnej przekatnej” macierzy sa-
mych liczb zero. Warunek (2.2) natomiast powoduje pewna
asymetrie macierzy majoryzowania; jezeli na przecieciu i-tego
wiersza oraz j-tej kolumny znajduje sie liczba jeden, fo na
przecieciu j-tego wiersza oraz i-tej kolummny musi znajdowaé
sie Liczba zero i odwrotnie. Liczby jeden oraz zero muszg wiegc
sobie odpowiadaé¢ asymetrycznie w odniesieniu do przekatnej
macierzy.
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Jezeli zachodzi relacja Am,B, to mowimy, ze obiekt A ma-
joryzuje bezposrednio (lub tez jednoczlonowo) obiekt B. Jesli
natomiast mamy jednoczesnie Am;B oraz Bm,C, to moéwimy,
ze obiekt A m,majoryzuje posrednio (lub dwucztonowo) obiekt
C. Jest widoczne, ze majoryzowanie posrednie nie pocigga za
sobg majoryzowania jednoczionowego; relacja ms,-majoryzowa-
nia nie jest bowiem relacjg przechodnisa.

Analogicznie jak w przypadku m,-majoryzowania, mozemy
takie dla zwyklego majoryzowania przedstawic¢ liczbe dwu-
czlonowych majoryzowan przy pomocy macierzy. Bierzemy
w tym celu macierz m,majoryzowania i mnozymy ja przez
siebie. Liczba znajdujgca sie na przecieciu i-tego wiersza oraz
jotej kolumny w tej ostatniej macierzy daje ilo§¢ dwuczlono-
wych zwyklych majoryzowan obiektu A; przez obiekt A,
Z warunku (2.2) wynika, Ze w macierzy tej elementy na glow-
nej przekagtnej sg réwne zeru. Znaczy to, ze zaden obiekt nie
_moze dwuczlonowo m,-majoryzowaé samego siebie. Wlasnosé
ta odréznia relacje slabego majoryzowania od relacji zwylkle-
g0 majoryzowania.

3.3. MAJORYZOWANIE W ZNACZENIU TRZECIM

Méwimy, ze relacja majoryzowania jest majoryzowaniem
w znaczeniu trzecim, czyli mz-imajoryzowaniem, jezeli speinio-
ne sg nastepujace trzy warunki:

(3.1) Dla dowolnego obiektu A nie zachodzi relacja AmsA.

(3.2) Dla pewnych dwu réznych obiektow A oraz B jest
badz Am;B, badz Bm;A.

(3.3) Jezeli zachodzg zwigzki Am,B oraz Bm;C, to zachodzi
takze zwigzek Am;C. .

A wiec relacja czeSciowa dwuargumentowa zwie sie majo-
Tryzowaniem w znaczeniu moenym, jezeli jest ona relacjg prze-
ciwzwrotng, czeSciowo poréwnywalng i dla obiektéw pordw-
nywalnych relacjg przechodnia.

Z definicji relacji stabego majoryzowania oraz mocnego ma-
joryzowania wynika, ze. zachodzenie miedzy dwoma obiekta-
mi tej ostatniej pocigga za sobg zachodzenie pierwszej z nich.
Innymi slowy relacja mocnego majoryzowania zawiera sig¢ w
relacji stabego majoryzowania.

Widzimy Wwiec, ze relacja majoryzowania w znaczeniu pierw-
szym zawiera w sobie zaréwno relacje majoryzowania w znha-
czeniu drugim, jak i relacje majoryzowania w znaczeniu trze-
cim. Konsekwentnie wiec kazde twierdzenie zachodzgce dla
8 — Studia Philosophiae Christianae 1/83
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relacji m; bedzie zachodzilo zaroéwno dla relacji m, jak tez
i dla relacji m;.

Jesli chodzi o zwigzek zachodzacy miedzy relacjami m, oraz
m;, to mozna go wyrazi¢ w postaci stwierdzenia orzekajgcego,
ze czes¢ wspolna obu wspomnianych relacji nie jest pusta. Ist-
niejg bowiem konkretne relacje dwuarngumentowe, ktére spel-
niajg jednoczesnie warunki (2.1), (2.2) oraz (3.1), (3.2), (3.3).

Zwréémy uwage na roéznice zachodzacg miedzy warunkami
(2.2) i (3.2). W pierwszym z nich wystepuje duzy kwantyfi-
kator, w drugim natomiast — maly kwantyfikator. Jesli pierw-
szy z tych warunkéw nazwaliby$émy spdjnoscia relacji m,, to
drugi z nich nalezaloby nazwa¢ wiasnoscig czeSciowe] spdjnos-
ci relacji m;.

Podobnie jak w obu poprzednich przypadkach mozna rela-
cje mocnego majoryzowania ilustrowaé¢ przy pomocy macie-
rzy kwadratowej zerowojedynkowej. Elementy na glownej
przekatnej macierzy utworzone sg wylacznie z liczb rownych
zeru. Pozostate elementy mogg byé zerami, badz jedynkami
jednakze pod warunkiem czeSciowej asymetrycznosci (bierze
sie to z warunku (3.2) ), tj. asymetrycznosci dla pewnych tyl-
ko obiektow, oraz warunkiem przechodnio$ci (3.3) zharmonizo-
wanego z warunkiem (3.1) oraz warunkiem (3.2). Jezeli wiegc
zachodzi relacja Am;A; oraz relacja Aym;Ag, to zachodzi row-
niez relacja Aym,A;, jednakze pod warunkami: ik oraz nie-
prawda, ze AymzA,

Jest widoczne, ze dla relacji m; majoryzowanie dwucziono-
we zachodzgce miedzy obiektami A oraz B pocigga za sobg
majoryzowanie jednoczionowe migdzy tymi obiektami. Wias-
nos¢ ta jest specyficzna dla majoryzowania w znaczeniu_trze-
cim. Nie przystuguje ona dwu pozostalym rodzajom majory-
zowania.

4. ROZWINIECIE TEORII MAJORYZOWANIA

Przejdziemy obecnie do sformulowania oraz uzasadnienia
pewnych prostych zwigzkow, ktére majg miejsce dla wyrédz-
nionych rodzajow majoryzowania. Zwigzki te ujmiemy w po-
staci twierdzen, ktore zostang wypowiedziane w dwu jezykach:
macierzowym oraz ,zwyklym”. Dzieki pierwszemu z nich
otrzymamy latwag metode rachunkowg umozliwiajacg bliZszy
wglad w strukture zachodzgcych zwigzkéw, dzieki drugiemu
natomiast — wzbudzenie pewnych intuicji tyezacych sie trzech
typéw majoryzowania. Postugiwanie si¢ dwoma jezykami sta-
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nowi wzbogacenie oraz rozbudowe interesujacych nas feorii.
Po tych uwagach wstepnych przystepujemy do wykonania za-
lozonego zadania.

41. W ODNIESIENIU DO PIERWSZEGO MAJORYZOWANIA

Jak pamietamy dla relacji m; wymagamy jedynie speinie-
nia warunku (1.1). Konsekwencjg jego jest to, ze giéwna prze-
‘katna macierzy m;-majoryzowania ziozona jest z samych zer;
pozostale elementy macierzy sg zerami, bgdz jedynkami. Je-
zeli zachodzi zwigzek AmB, za$§ nie zachodzi relacja BmyA,
to mowimy, ze miedzy obiektami A oraz B ma miejsce majo-
ryzowanie jednostronne. Jezeli byloby zarazem Am;B oraz
Bm;A, to méwimy, ze miedzy wspomnianymi obiektami za-
chodzi majoryzowanie dwustronne.

Przypusémy, ze dane mamy obiekty A, A,, .., A, Zakla-
damy, ze sg to rézne obiekty. Przypusémy dalej, ze miedzy
fymi obiektami zachodzi co najmniej majoryzowanie jedno-
stronne, tzn. dla kazdej pary roéinych obiektéow A, oraz Ay,
gdzie wskazniki i oraz j sg liczbami zawartymi miedzy 1 oraz
n, zachodzi przynajmniej jedna z relacji AmA;, wzglednie
AmA, Wowezas ma miejsce nastgpujace twierdzenie 3:

(1) Jezeli obiekt A; nie majoryzuje slabo obiektu A, dla
i#£j, ani bezposérednio, ani posrednio, to suma elementéw j-te-
go wiersza macierzy majoryzowania jest co najmniej o jeden
wigksza od sumy elementéw i-tego wiersza tej macierzy.

Dowdd. Jezeli nie zachodzi relacja Am;A;, przeto zgodnie
z zalozeniem zachodzi relacja A;mA;. Podobnie, jezeli dla
wszystkich wskaznikéw k nie zachodzi jednocze$nie A;m;A;
oraz A,myA,, to jezeli jest Aym,A,, wowczas jest takze AymA,.
Znaczy to, ze liczba jedynek w j-tym wierszu macierzy ma-
joryzowania jest co najmniej o jeden wieksza od liczby jedy-
nek w wierszu i-tym rozwazanej macierzy. A to jest innym
sformulowaniem tezy (1). W ten sposéb dowadd twierdzenia zo-
stat zakonezony.

Powyisze twierdzenie mozna w jezyku ,zwyklym” wypo-
wiedzie¢ nastepujgco:

(1’) Jezeli obiekt A; nie majoryzuje slabo obiektu A,, dla
i=£j, ani bezposrednio, ani posrednio, to liczba obiektéw majo-
ryzowana jednoczionowo przez A; jest co najmniej o jeden
wieksza od liczby obiektéw majoryzowanych jednoczionowo
przez A, -

3 Por. J.G. Kemeny, J.L. Snell, G.L. Thompson, Wwiedienie w konie-
cznuju matiematiku, Moskwa 1965, 425,
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Oznaczmy przez M,; macierz relacji pierwszego majoryzowa-
nia w odniesieniu do obiektéw A;, A, ..., Ap. Oznaczmy dalej
przez S; sume macierzy M, oraz jej kwadratu M,?, czyli niech
S,=M,+M,2. Wykazemy, ze zachodzi nastepujace twierdze-
nie 4:

(2) Niech dana bedzie relacja slabego majoryzowania mie-
dzy n obiektami A;, A,, ..., A, taka, ze miedzy kazdymi dwo-
ma réznymi obiektami zachodzi przynajmniej majoryzowanie
jednostronne. Wowczas w macierzy S, istnieje co najmniej je-
den wiersz (jedna kolumna), ktorego (ktorej) wszystkie ele-
menty (z wyjatkiem by¢ moze elementu znajdujgcego sie na
gtéwnej przekatnej) sg rozne od zera.

Dowdd. Oznaczmy przez s; sume elementéow i-tego wiersza
macierzy S; dla i = 1, 2, ..,n. Przypusémy, ze s, jest nie-
mniejsze od pozostalych s; dla j = 1, .., k—1, k+1,..., n.
Wowczas k-ty wiersz macierzy S; spelnia teze twierdzenia.
Istotnie, gdyby jakis element k-tego wiersza rozwazanej ma-
cierzy byl réwny zeru (pomijamy element znajdujacy sie na
glownej przekagtnej), niech to bedzie element m-ty, wtedy
zgodnie z zatozeniem (w my$l twierdzenia (1) dla A=Ay oraz
A;=A,) suma s, bylaby co najmniej o jeden wieksza od su-
my sg. A to przeczy temu, ze s jest niemniejsze od wszystkich
pozostalych s;.

Dowod wykazujacy istnienie kolumny o wskazanej wiasnos-
ci jest analogiczny do przeprowadzonego przez chwila.

Uwzgledniajge charakterystyke macierzows relacji bezpo-
$redniego i posredniego stabego majoryzowania podang
w punkcie 3.1 powyzsze twierdzenie daje sie wystowi¢ na-
stepujaco 5:

(2’) Niech dana bedzie relacja stabego majoryzowania mie-
dzy pewng skonczong liczbg obiektow taka, ze miedzy kazdy-
mi dwoma réznymi obiektami zachodzi przynajmniej m,-ma-
joryzowanie jednostronne. Woéwcezas istnieje co najmniej je-
den obiekt, ktéry majoryzuje (jest majoryzowany) bezposred-
nio lub posrednio wszystkie (przez wszystkie) pozostale obie-
kty.
Jest bezposrednio widoczne, ze obiekt majoryzujacy wszy-
stkie pozostale obiekty jest tym obiektem, ktéremu odpowia-
da maksymalna suma elementéw pewnego wiersza macierzy
S;. Podobnie, obiektem majoryzowanym przez wszystkie po-

4 Tamze, 425—426.
$ Tamze, 425.
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- zostale obiekty jest ten, ktéremu odpowiada w macierzy S,
maksymalna suma elementéw pewnej kolumny.

Rozwazimy raz jeszcze macierz M,. Jak wiemy jest to ma-
cierz kwadratowa o n wierszach i tyluz kolummach. Totez
mozna tworzyé nie tylko jej kwadrat, ale dowolng skoriczong
jej potege. Z przeprowadzonych wyzej rozwazan wynika, ze
element znajdujacy sie na przecieciu i-tego wiersza oraz j-tej
kolumny k-tej potegi wspomnianej macierzy M, daje liczbe
k-wyrazowych (k-czltonowych) stabych majoryzowan obiektu
A; przez obiekt A;. Konsekwentnie mozna podaé analogon
twierdzenia (2) dla przypadku k-czlonowych (tacznie z nizszy-
mi az do jednoczlonowego) stabych majoryzowan. Sygnalizu-
jemy tylko nasuwajgce sie tutaj uogolnienia, nie zajmujac sie
nimi blizej, gdyz nie wchodza w sposéb zasadniczy do tema-
tu artykutu.

4.2. W ODNIESIENIU DO DRUGIEGO MAJORYZOWANIA

W punkcie 3.2 zauwazylidmy, ze relacja zwykiego majory-
zowania jest szczegélnym przypadkiem relacji stabego majo-
ryzowania. Konsekwentnie bedzie dla niej zachodzi¢ twierdze-
nie (2). Warunek (2.2) pocigga za soba niemozliwo$é dwu-
czlonowego m,-majoryzowania obiektu przez samego siebie.
Znaczy to, ze kwadrat macierzy majoryzowania zwyklego za-
wiera na glownej przekatnej tylko liczby réwne zeru. Oznacz-
my przez M, macierz zwyklego majoryzowania. Niech S, =
= M, + M?%. Twierdzenie (2) przyjmie nastepujace sformulo-
wanie &

(3) Niech dana bedzie relacja zwyklego majoryzowania za-
chodzgca miedzy n réznymi obiektami. Woéwezas w macie-
rzy S, istnieje co najmniej jeden wiersz (jedna kolumna) taki
(taka), ktorego (ktorej) wszystkie elementy, z wyjatkiem ele-
mentu znajdujacego sie na giownej przekatnej, sa roéine od
zera.

Podajmy jeszcze analogon twierdzenia (2’). Ma on postaé:

(3’) Niech dana bedzie relacja zwyklego majoryzowania mie-
dzy pewna skonczong liczbg obiektow. Wéwcezas istnieje co
najmniej jeden obiekt taki, ktory m,-majoryzuje (jest m,-
-mojaryzowany) bezposrednio lub posrednio wszystkie (przez
wszystkie) pozostate obiekty.

Z przeprowadzonych do tej pory rozwazan wynika latwo, ze
mozna dla macierzy zwyklego majoryzowania M, tworzyé do-

¢ Por. J.G. Kemeny, J.L. Snell, G.L. Thompson, dz. cyt., 418.
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wolne skonczone jej potegi, a wiec wyrazenia postaci M, +
+ M2, + M3, + ... + M~%,. Interpretacja r-tej potegi macierzy
M, jest jasna, konsekwentnie zrozumiala jest interpretacja po-
wyzszej sumy. Totez w latwy sposob nasuwa sie uogdlnienie
twierdzenia (3) na przypadek sumy r skiadnikéow. Czytelnik
obeznany z elementami rachunku macierzowego bez trudu do-
kona wspomnianego zabiegu.

Twierdzenie (3) orzeka m.in. istnienie przynajmmiej jednego
wiersza w macierzy S, kitoérego wszystkie elementy, oproécz
elementu znajdujacego sie¢ na gtéwnej przekatnej, sg rozne od
zera. Nie jest wykluczone, Ze tego rodzaju wierszy jest wiecej.
Innymi slowy jest mozliwe istnienie kilku obiektow, ktoére
majoryzuja bezposrednio lub posrednio wszystkie obiekty poza
nim samym. Nasuwa sie pytanie, czy mozna okre$li¢ miedzy
nimi jaka$ hierarchie, czy mozna przypisa¢ im pewmng range,
aczkolwiek kazdy z rozwazanych obiektéw m,-majoryzuje jed-
no- lub dwuczlonowo wszystkie pozostalte obiekty poza nim
samym. Odpowiedz na postawione pytanie jest pozytywna.
Ale nie jednoznaczna. Podamy dwie propozycje porangowa-
nia dyskutowanych obiektéw. Wygladaja one nastepujaco 7:

Niech dana bedzie relacja zwyklego majoryzowania w odnie-
sieniu do n réznych obiektéw. Niech M, oznacza macierz tej
relacji majoryzowania. Niech M2, oznacza kwadrat wspomnia-
nej macierzy, zas 0,5.M2, — polowe jej kwadratu, tj. macierz
otrzymnag z macierzy M?, przez podzielenie kazdego jej ele-
mentu przez liczbe dwa. Niech A; bedzie jednym z obiektow,
miedzy ktorymi okreslona jest relacja zwyklego majoryzo-
wania. Przez range w znaczeniu pierwszym tego obiektu (ozna-
cza¢ ja bedziemy symbolem ranga ,A;) rozumieé bedziemy sume
elementéw i-tego wiersza macierzy M, + M2, za§ przez ran-
ge w znaczeniu drugim tegoz obiektu (oznacza¢ jg bedziemy
symbolem ranga ,A;) — sume elementéow i-tego wiersza ma-
cierzy M, + 0,5.M2%. W nastepnym punkcie artykutu wspo-
minamy o mozliwych aplikacjach okreslonych pojeé.

4.3. W ODNIESIENIU DO TRZECIEGO MAJORYZOWANIA

Niech M; oznacza macierz relacji mocnego majoryzowania
. zachodzgcej miedzy n roznymi obiektami A,, A, .., A,. Ma-
cierz ta jest macierza zerowojedynkowa, speliajgcg pewne
proste warunki wymienione w punkcie 3.3. Wiemy takze juz,
ze zachodzenie my;-majoryzowania dwuczlonowego implikuje

7 Tamze, 419, 422.
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zachodzenie majoryzowania jednoczionowego. Z tego wzgle-
du uszczegélowienie twierdzenia (2) dla relacji ms-majoryzo-
wania nie przedstawia wiekszej wartosci naukowej. Mozna
oczywiscie, podobnie jak w przypadkach wezesniejszych, roz-
wazat macierz S, = M; + M2, Jednakze wszystko to, co mowi
nam macierz S; daje sie¢ odczyta¢ z macierzy M, Totez nie
bedziemy blizej zajmowaé si¢ badaniem macierzy S,.

Uczynione przed chwilg uwagi byly podyktowane zasadg
ekonomii; zbedne jest rozwazanie majoryzowania dwucziono-
wego, skoro pocigga ono za sobg majoryzowanie jednocziono-
we; wystarczy zaja¢ sie tylko tym ostatnim.

Interesujgcy wydaje sie byé przypadek szczegélny, kiedy
obiektami sg zdarzenia 8. Wowczas celowe jest wprowadzenie
pojecia loterii. Przypomnijmy je teraz®.

Przyps$émy, ze A oraz B sg zdarzeniami. Niech p oznacza
liczbe zawartag w domknietym odcinku od zera do jednosci.
Innymi stowy p jest ulamkiem wilasciwym, badz zerem, badz
tez jednoscia.

Przez loterie, ktéra ma dwa mozliwe wyniki: zdarzenie A
zachodzace z prawdopodobiefistwem p oraz zdarzenie B za-
chodzgce z prawdopodobienstwem réwnym 1-4p, rozumiemy
zdarzenie postaci pA + (1-p) B.

Z okreslenia wynika, ze dla p=1 loteria jest po prostu
réwna zdarzeniu A, za§ dla p=20 revd~uku]e sie do zdarzenia B.
Mozna przeto zda‘rzema A oraz B uwazaé za szczegbdlne przy-
padki loterii.

Zaklada sie, ze loterla spelnia nastepujgcy, intuicyjnie zro-
zumialy, warunek:

Przypusémy, ze zdarzenie A mocno majoryzuje zdarzenie C,
a wiec iz zachodzi zwigzek Am;C. Wéwcezas dla dowolnego
zdarzenia B oraz dla kazdego p dodatkowego, nie wiekszego
od jednogci, spelniona jest zalezno§é¢ (pA+/l1-p/B) m; (pC-+
+/1p/B).

Mozna wykaza¢, ze zachodzi nastepujace twierdzenie:

(4) Istnieje funkecja rzeczywista f okreslona na zbiorze wszy-
stkich zdarzen, ktora dla kazdych dwu zdarzeh A oraz B
i dla dowolnego p zawartego w domknietym odcinku od zera
do jednosci spelnia nastepujace dwa warunki:

8 W tym artykule poprzestajemy na intuicyjnym rozumieniu termi-
nu zdarzenie. Formalnie zdarzenie okre§la sie¢ przy pomocy pojecia
ciala zbioré6w zbudowanego na tzw. przestrzeni zdarzefi elementarnych.
Zob. np. S. Zubrzycki, Wyktady z rachunku prawdopodobienstwa i sta-

tystyki matematycznej, Warszawa 1966, 13—16.
9 Zob. np. G. Owen, Teoria gier, Wanszawa 1975, 112—113.
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1° f/A/>£/B/ jest rownowazne Am,B,

2° f(pA+/1-p/B)=pt/A/+ /1-p/t/B/.

Dowdd tego twierdzenia pomijamy ze wzgledow czysto te-
chnicznych. Zainteresowanego Czytelnika odsylamy do jakiego-
kolwiek podrecznika z zakresu teorii gier 19,

Funkcja f, o kiérej mowa w twierdzeniu (4), bywa nazywana
funkejg uzytecznosci. Zgodnie z wlasnoscig 2° funkecja £ jest
funkejg liniowg wzgledem loterii, chociaz nie jest oma okres-
lona jednoznacznie. Dwie funkecje uzytecznosSci réznig sie mie-
dzy sobg, mowige obrazowo, odmiennym polozeniem punktu
Zerowego oraz rozng wielkoécia jednostki skali; innymi stowy
daja one rézne skale, aczkolwiek odnoszgce sie do tej samej
dziedziny. Uzytecznos¢, o ktérej byla do tej chwili mowa,
moze by¢ nazwana uzyteczno$cig wzgledna. Zwréémy uwage
na to, ze otwarte pozostaje zagadnienie uzytecznosci bez-
wzglednej, ktére w naturalny niejako sposéb nasuwa sie przy
rozwazaniach zwigzanych z teorig uzytecznosci 1,

5. PRZYKEADY ZASTOSOWAN

Podamy obecnie kilka przykladéw zastosowan wprowadzo-
-nych trzech pojgeé majoryzowania.

Pojecie stabego majoryzowania znajduje w naturalny spo-
sob ilustracje w dziedzinie komunikacji, eczyli przekazywania
informacji. Chodzi tutaj o przekazywanie informacji w zna-
czeniu $cislym, nie obejmuje ono wiec tworzenia, zdobywania
informacji. Relacje Am,B czytamy: obiekt A przekazuje infor-
macje obiektowi B. Warunek (1.1) zaklada, ze zaden obiekt
nie przekazuje informacji sam sobie. I tyle tylko zaklada sie
o relacji m,. Przykladami komunikowania mogg stuzy¢: sygna-
lizacja drogowa, stuchanie radia, czytamie ksigzki, rozmowa
telefoniczna. Widzimy wiec, ze komunikowanie moze by¢é za-
ré6wno jednostronne, jak i dwustronne. Moze ono by¢ takze
jednoczlonowe, czyli bezposrednie, jak i dwuczlonowse, czyli po-
$rednie. Jezeli mamy do czynienia z taka relacjg komunikowa-
nia, ktoéra spelnia zalozenia twierdzenia (2), to wowczas jego
teza orzeka, ze istnieje co najmniej jeden obiekt taki, ktéry
moze przekazaé jedno- lub dwuczlonowo informacje kazdemu
z pozostalych obiektow, jak tez istnieje co najmniej jeden
taki obiekt, ktéremu moze kazdy z pozostalych obiektéw prze-

16 Moze nim byé ksiazka cytowana w poprzednim przypisie. Dowdd
omawianego twierdzenia zawarty jest na stronach 114—1186.
1 Por. G. Owen, dz. cyt.,; 116, 118—119.
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kaza¢ informacje jedno- lub dwuczltonowo. Méwige ' skrotowo
twierdzenie powyzsze glosi istnienie co najmniej jednego obiek-
tu, ktéry ma maksymalng moznos¢ komunikacji, jak tez o-
biektu, z ktérym moze sie komunikowa¢ maksymalna liczba
obiektow. Ta interpretacja twierdzemia (2) wydaje sie byé
interesujgca. Nie jest oma takze pozbawiona pewmnych aspek-
toéw praktycznych. W licznych zastosowaniach mamy do czy-
nienia z wielkim bogactwem konkretéw. W kazdym z nich
schemat abstrakcyjny jest identyczny, odmienna natomiast
jest jego konkretna tresc 12,

Rozwazmy teraz relacje majoryzowania w znaczeniu dru-
gim. Wzér Am,B czytajmy: obiekt A dominuje nad obiektem
B. A wige np. druzyna sportowa A dominuje nad druzyng
B, jeieli wygrala z nia mecz, zwierze A dominuje nad zwie-
rzeciem B, jezeli jest bardziej sprawne od tego drugiego w
zdobywaniu pokarmu itd. Dominacja lub hierarchia socjal-
na w grupowym zyciu zwierzat jest innym przykiadem relacji
zwyklego majoryzowania. Pamietamy, ze w przypadku re-
lacji m, zakladamy zachodzenie dwu warunkow (2.1) oraz (2.2.).
Wykluezone sa wiec dla dwu rdéznych obiekiow sytuacje re-
misowe. Jezeli miedzy pewng liczba obiektéw zachodzi re-
lacja dominowania, to woéwczas, zgodnie z twierdzeniem (3),
istnieje co najmniej jeden taki obiekt, ktéry dominuje nad
weszystkimi pozostatymi obiektami, jak tez istnieje taki obiekt
nad ktérym dominuja wszystkie pozostate obiekty. Mowiagc
obrazowo, jstnieje wowczas co najmniej jeden obiekt najbar-
dziej ,uprzywilejowany” i co najmniej jeden obiekt najmniej
suprzywilejowany”. We wszystkich konkretnych ilustracjach
mamy do czynienia z tym samym schematem abstrakeyjnym.
Bogactwo konkretow jest olbrzymie 13,

W przypadku relacji zwyklego majoryzowania okreslilismy
pojecie rangi obiektu. Dzieki temu rozwazane obiekty wyste-
pujace w stosunku dominowania dajg sie ponumerowaé. Oto
prosty przyklad zastosowania pojecia rangi w znaczeniu pierw-
szym 4,

12 Zob. liczne przykilady przekazywania informacji referowane w ja-
kimkolwiek podreczniku informatyki, np. F.L. Bauer, G. Goos, Infor-
matyke, Warszawa 1977, 20—31. Por. takze. J.G. Kemeny, J.L. Snell,
G.L. Thompson, dz. cyt., 423—428.

13 Por. P. Trojan, Ekologia ogdlna, Warszawa 1975, 204—205; takze,
J.G. Kemeny, J.L. Snell, G.L. Thompson, dz. cyt., 415. .

14 Przyklad zostal zaczerpniety z ksiazki: J.G. Kemeny, J.L. Snell,
G.L. Thompson, dz. cyt., 420.
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Przypusémy, ze mamy do czynienia z czteroma druzynami
sportowymi: I, II, III, IV. Przyp$émy dalej, ze druzyna I
wygrala z druzyng II oraz z druzyng III, za§ druzyna IV,
wygrata z druzyng III, natomiast druzyna III wygrala z dru-
zyng I, nadto druzyna IV wygrala z druzyng II oraz III. Wow-
czas macierz M,, jej kwadrat oraz macierz S, wygladaja na-
stepujgceo:

(0020l . [Yob0] . 1510l
M,= 1000|’M’z=10101[’sz=11101]
0110 1010 1120

Otrzymujemy przeto:

ranga, (I)=25
ranga, (II) =2
ranga, (III) =3
ranga, (IV) =4

Konsekwentnie wigc przypiszemy wymienionym druzynom
nastepujgeg kolejnosé: I, IV, II1, II.

Majoryzowanie w znaczeniu mocnym, o ile nadto ma wias-
nos$¢ poroéwnywalnosci, wigze sie w widoczny sposdb ze sto-
sunkiem preferowamnia, ktory moze byé odnoszony do zagad-
nien zwigzanych z podejmowaniem ryzyka, z teorig uzytecz-
no$ci. Podejmowanie ryzyka ma miejsce w wiely, sytuacjach
zycia codziennego, jak rowniez w problematyce eRonomicznej
itd. Dziedzina zastosowan jest tu niezwykle obszerna. Jezeli
zaktadamy jedynie czeSciowa poréwnywalnodé, a wiec waru-
nek (3.2), otrzymujemy slabsze wprawdzie twierdzenia, lecz
bardziej ogdlne, obejmujace wiele sytuacji, w ktorych wyste-
puje, nazwijmy to tak, pseudouporzadkowanie liniowe 15. Wy-
daje sig, ze pojecie majoryzowania w znaczeniu trzecim okaze
sie¢ wygodne takze w przypadku pewnych rozwazan o tema-
tyce filozoficznej.

Zwigzki zachodzace miedzy wyréznionymi rodzajami majo-
ryzowania, jak tez szerokie spektrum ich zastosowan w licz-
nych naukach nasuwaja niewatpliwie, w sposéb posredni, wnio-
sek o istotnej jednosci wszystkich nauk. Nie ma absolutnie
wyizolowanych nauk, nie ma tez bezwzglednie wyodrebnio-
nych metod naukowych.

15 Por. G. Owen, dz. cyt., 111, 119—120. Zob. takze R.L. Ackoff,
Decyzje optymalne w badaniach stosowanych, Warszawa 1969, 57—61.
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FORMALE CHARAKTERISTIK DER MAJORISATIONSRELATION
(Zusammenfassung)

Verschiedene Wissenschaften, wie z.B. Okologie, Soziologie, Psycho-
logie, Pddagogik, wenden Relationen wie Domination, Priferenz, Ma-
jorisation an. Einige Verfasser verwenden diese Begriffe als Synony-
me, andere aber unterscheiden zwischen ihnen. Dieser Aufsatz schlégt
eine formale und prézise Charakterisierung dieser Begriffe vor und
verdeutlicht deren unterschiedliche Bedeutung. Es wird auch betrach-
tet die Wechselwirkung zwischen ihnen und eine Reihe von Anwen-
dungen in konkreten Disziplinen. :



