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ogrodéw, krajow, rozmowa, marzenie jako mys$lenie mozliwosciami,
rozpoznanie swych zalet, i zgoda na siebie, szacunek dla czyjejs wia-
sno$ci, przezwyciezanie proéznosci, niekiedy gniew, przerazenie, brzy-
dota, wreszcie lagodna zgoda na los os6b niekochanych.

Nadzieja jest wiec swoistg réwnowagg wewnetrzng, tym, co naj-
lepsze miedzy wlasnie rozpaczg i miloscig. Jest przezwyciezeniem uzna-
wania celow blizszych za ostateczne, uczeniem sie rzeczywistosci, wig-
zania decyzji i emocji z prawda i dobrem poprzez piekno.

Najkrocej moéwige, piekno wprowadza nas w nadziejg, nigdy w roz-
pacz i nigdy w milosé. Wyrywa nas z rozpaczy, lecz nie ma sily wnie-
sienia nas w milo§é. Zatrzymuje przy sobie w pogodnej kontemplacji
nie dopuszczajgc do spelnien: do nieszczescia $mierci z rozpaczy i do
szcezeScia trwania w milosci. Budzac jednak oczekiwanie, ktére jest
nadzieja, kieruje do prawdy i dobra, wiary i milosci, gdy nadzieje
ozywi cierpienie i tesknota.

MIECZYSEAW LUBANSKI
ZAGADNIENIE ISTNIENIA W MATEMATYCE, I

Jednym 1z centralnych probleméw w filozofii matematyki jest za-
gadnienie istnienia, a wiec pytanie o sposéb, czy sposoby, istnienia
obiekt6w matematycznych. Problem ten jest zarazem jednym z najstar-
szych probleméw filozoficznych i do dzi§ problemem otwartym. Przy-
czyne tego stanu rzeczy mozna upatrywaé zar6wno w specyficznej na-
turze matematyki, jak tez w niemoznos$ci pojeciowego ujecia istnie-
nial. Matematyka moze byé uznana za wyjatkowa dziedzine wie-
dzy, z tego choéby powodu, Zze bywaja jej przypisywane cechy wy-
kluczajgce sie. Jedno ze skrajnych stanowisk uwaza ja za jedyna
niepowatpiewalng nauke, w ktérej mamy do czynienia z twierdzenia-
mi w pelnym tego stowa znaczeniu, drugie za$ traktuje ja tylko za
jezyk nauki, zwlaszeza fizyki. Prawda o matematyce nie jest latwa
do odkrycia. Ujawnia sie ona najbardziej przy analizowaniu badan
matematycznych, ewentualnie ich wynikéw, a wiec twierdzen mate-
matycznych, ich dowodéw, jak tez celu uprawiania matematyki. Duzo
Swiatla moze tu rzucié réwniez rozwazanie genezy poje¢ matematycz-
nych. Sam termin istnienie nie nalezy r6éwniez do terminéw prostych
i latwych. W przypadku spraw dnia codziennego nie budzi on naj-
mniejszych watpliwosci. Je§li jednak chcemy przyjrzeé mu sie blizej,
staje sig¢ prawie Ze nieuchwytny. Nic wiee dziwnego, Ze problem
istnienia w matematyce, choé dawno juz postawiony, pozostaje i dzis
aktualny 2.

t Por. M. A. Krapiec, Metafizyka, Zarys podstawowych zagadnien,
Poznan 1966, 417.

2 Problem sposobu istnienia obiektéw matematycznych jest zalicza-
ny do centralnych zagadnien filozofii matematyki; uchodzi on za
problem niezwykle zlozony i trudny. Zob. np. J. Such, Wstep do me-
todolgii ogélnej mauk, Poznan 1973, 106; Mala Encyklopedia Logiki,
Wroclaw 1970, 205, 208; A. Mostowski, The present state of investi-
gations on the foundations of mathematics, Rozprawy Matematyczne
9, Warszawa 1955.
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Jest rzecza niewatpliwa, ze w matematyce méwi sie o istnieniu
réznego rodzaju obiektow. Powstaje pytanie co sie przez to w tej
dyscyplinie rozumie; innymi slowy, co znaczy istnie¢é w matematyce.
Ponizsze rozwazania stawiajg sobie za cel wychwycenie znaczen ter-
minu istnieé w matematyce. W tym celu przeanalizuje sie dowody
twierdzen, w ktérych orzeka sie istnienie pewnych obiektéw matema-
tycznych. Analiza ta pozwoli ujrzeé sposéb rozumienia interesujgce-
go nas terminu; znajomos¢ samych bowiem sformulowan twierdzen
nie wystarcza do tego celu. Analizy nasze obejmg podstawowe dzie-
dziny matematyki. Obecne opracowanie ogranicza sie do algebry. Za
podstawe analiz bierze sie typowe wspbélczesne podreczniki alge-
bry 3.

Zeby rozwazania nasze byly konkretne i jednocze$nie dostepne dla
filozofa zostang podane mozliwie proste w formie twierdzenia orze-
kajgce o istnieniu pewnych obiektéw w zakresie rozwazan algebrai-
cznych. Z namystlu unika sie szczeg6éléw techniczmych, kidre zaciemni-
lyby tylko rozwazania. Sposréd wielu twierdzen odpowiadajgcych po-
danym warunkom wybieramy kilka najbardziej, jak sie zdaje, repre-
zen'ﬁa\tywnych. Oto wspomniane twierdzenia zebrane w trzech gru-
pach:

Grupa L

Twierdzenie 1. Dla kazdej liczby calkowitej a i dowolnej liczby na-
turalnej n istnieje dokladnie jedna taka liczba r, ktéra jest resztg z
dzielenia liczby a przez n i jest mniejsza od n.

Twierdzenie 2. Niech d bedzie najwiekszym wspllnym dzielnikiem
liczb calkowitych a oraz b. Istniejq takie liczby catkowite x oraz y,
ze zachodzi rowmno$é d==ax-+by.

Grupa II.

Twierdzenie 3. Niech A bedzie podzbiorem ciala K. Istnieje
najmniejsze podciato L ciata K zawierajgce A.

Twierdzenie 4. Niech A bedzie dowolnym podzbiorem przestrzeni
liniowej V. Istnieje najmniejsza podprzestrzen W przestrzeni V za-
wierajgca A.

Twierdzenie 5. Niech A bedzie podzbiorem pierscienia P. Istnieje
najmniejszy podpierscien R pierScienia P zawierajacy A. )

Twierdzenie 6. Niech A bedzie podzbiorem pierscienia P. Istnieje
najmniejszy ideal zawierajgcy A.

Twierdzenie 7. Dla dowolnego podzbioru A grupy G istnieje naj-
mniejsza podgrupa H grupy G zawierajgca zbioér A.

Grupa IIIL .

Twierdzenie 8. Jezeli I jest idealem pierscienia P, to istnieje ho-
momorfizm pierscienia P, ktérego jadrem jest I

Twierdzenie 9. Jezeli H jest dzielnikiem normalnym grupy G, to
istnieje homomorfizm grupy G, ktérego jadro jest réwne H.

3 S. Balcerzyk, Wstep do algebry homologicznej, Warszawa 1970;
A. Biatynicki-Birula, Algebra, Warszawa 1976; G. Birkhoff i S. Mac
Lane, Przeglad algebry wspéblczesnej, Warszawa 1966; J. Browkin,
Teoria ciat, Warszawa 1977; B. L. van der Waerden, Algebra I,
Berlin 1971. Podane nizej twierdzenia algebraiczne s3a zaczerpnigte
z wymienionych podreczniké4w. Nie podajemy dokladnych danych biblio-
graficznych ze wzgledu na Iatwosé odszukania ich w cytowanych
ksigzkach. Same twierdzenia zaliczyé nalezy do bardzo elementar-
nych.
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Twierdzenie 10. Jezeli f jest R-homomorfizmem modulu M w mo-
dul N, to istnieje izomorfizm R-modultu Imf na R-modut Coimf.

Nie zamieszczamy tutaj dowoddéw powyiszych twierdzen, gdyz by-
loby to nuzgce dla Czytelnika nie-matematyka. Z tego tez wzgledu
nie podajemy ich analiz in extenso. Wychodzimy z zalozenia, Ze wy-
starczy przedstawié podsumowanie przeprowadzonych analiz. Czytel-
nik zainteresowany blizej problematyka znajdzie teksty dowoddow
w cytowanych podrecznikach. Ich analiza przekona go o poprawnosci
zaprezentowanych podsumowan.

Wezmy teraz pod uwage grupe I twierdzen, skladajaca sie z dwu
twierdzen. Orzekajg one o istnieniu pewnych liczb. Analizujgc ich do-
wody zauwazamy, ze stwierdzanie istnienia wspomnianych 1liczb do-
konuje sie przez wskazanie sposréd istniejgcych liczb takich, ktore
posiadajg dane wtlasciwosci. To wskazanie, z reguly, polega na wy-
konaniu pewnych dzialan, czy cperacji, na liczbach wyjlsciowych. Ich
wykonalnosé jest zagwarantowana przyjetymi warunkami nalozony-
mi na dziatania. Moina by powiedzieé, ze tworzy sie pewne liczby,
przedstawiajac je przy pomocy odno$nych wzordéw, a nastepnie wy-
kazuje iz posiadaja zadane wilasno$ci. Przy tym postepowaniu nie
wychodzi sie poza rozwazany zakres liczb. Wskazanie zatem odno-
$nej liczby polega na przedstawieniu jej w postaci, z ktérej da sie
wywnioskowaé teze twierdzenia.

Z podobna sytuacja mamy do czynienia w przypadku II grupy
twierdzen. Sklada sie ona z pieciu twierdzen majgcych analogiczne
wystowienie. Orzeka sie w nich o istnieniu najmniejszego obiektu
o pewnej wilasnosci. Ten najmniejszy obiekt otrzymuje sie biorgc
cze$é wspblng obiekidw o0 rozwazanej wlasnosci, a wiec obiektow
bedgcych cialami, pier§cieniami, przestrzeniami liniowymi, idealami,
grupami. Istnienie najmniejszego obiektu wynika =z istnienia czesci
wspblnej odnosnych zbioréw. Operacja wziecia czesSci wspblnej jest
pewnym dzialaniem, ktére w oczach matematyka prowadzi od obie-
ktow istniejagcych do nowych obiektéw réwniez istniejgcych. Mozna
wiec powiedzieé, ze tutaj takie wskazuje sie odnosny obiekt przez
wykonanie pewmnego szeregu dzialanh na obiektach juz istniejgcych.
To wskazanie polega na przedstawieniu go w postaci, z ktérej daje
sie wywnioskowaé rozwazane twierdzenie. Ideowo rzecz biorge mamy
wiec postepowanie takie, jak w poprzedniej grupie twierdzen. Rézni-
ca polega na tym, ze w grupie 1 rozwaza sie liczby, w grupie II
za$ zbiory o pewnej wlasno$ci i konsekwentnie w przypadku pier-
wszym wystepujg zwykle dzialania na liczbach (choé¢ nie muszg to
byé zawsze dzialania arytmetyczne), zas§ w drugim abstrakecyjne
dzialania mnogosciowe. Zauwazimy takze, 2e w przypadku II grupy
twierdzen nie wychodzimy réwniez poza zakres rozwazanych zbiorow.
Koncentrujemy jedynie swg uwage na zbiorach posiadajacych inte-
resujagce nas wilasnosci.

Rozwazmy teraz grupe III twierdzen. Zawiera ona trzy twierdzenia,
z ktérych dwa (twierdzenie 8 oraz 9) majg analogiczne sformulowa-
nia, za§ twierdzenie ostatnie (twierdzenie 10) nieco od nich odbiega
orzekajac zachodzenie izomorfizmu pomiedzy pewnymi obiektami.
W kazdym ze wspomnianych twierdzen glosi sie istnienie odpowied-
niego przeksztalcenia; jest nim badz homomorfizm, badz izomorfizm.
Mozna wiec by sadzié, Zze chodzi tu tylko i jedynie o istnienie pew-
nych przeksztalcen, czyli funkcji. A funkcja to zbiér par uporzad-
kowanych; zatem sytuacja zdaje sie byé podobna do sytuacji wczes-
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niejszych, z ktérymi mieliSmy do czynienia w przypadku dwu pierw-
szych grup twierdzen. Tak mozna by sadzié poprzestajagc na powie-
rzchownym ujeciu samego sformulowania twierdzen grupy III. Je-
zeli jednak przyjrzeé sie dowodom rozwazanych twierdzen, to za-
uwazamy ze orzekanie istnienia odno$nych homomorfizmoéw jest réw-
nowazne przyjeciu istnienia obiektéw o wyzszym poziomie abstrakeji.
Nieco konkretniej. Twierdzenie 8 jest réwmowazne skonstruowaniu
tzw. pilerscienia ilorazowego, za$§ twierdzenie 9 skonstruowaniu tzw.
grupy ilorazowej z Jjednoczesnym przyjeciem ich istnienia. Mozna
wiec powiedzieé, ze dyskutowane {wierdzenia gloszg istnienie pier-
$ciendia ilorazowego otaz istnienie grupy ilorazowej. Kazdy za$ z tych
obiektow jest zbiorem pewnych zbior6éw, a wiec tworem o niewa-
tpliwie wyzszym poziomie abstrakecji w poréwnaniu do tworéw wyj-
$ciowych. Elementami grupy ilorazowej (Zeby pozostaé tylko przy
tym przykladzie) sa tzw. warstwy, czyli odpowiednie podzbiory gru-
py wyjSciowej. Na warstwach tych okre§la sie dzialanie grupowe
oraz wykazuje, ze zbiébr warstw z okre§lonym na nim dzialaniem
tworzy grupe. Dzialanie grupowe jest wiec tu wykonywane nie na
elementach grupy wyjsSciowej, lecz na warstwach, czyli na zbiorach
elementéw grupy wyjsciowej. Twierdzenie 10, z interesujgcego nas
punktu widzenia, nie wnosi istotnie czego$ nowego. Orzeka ono bo-
wiem zachodzenie izomorfizmu miedzy dwoma modulami ilorazowy-
mi. W istocie rzeczy odnosi sie ono do tych moduléw, a wiec za-
klada ich istnienie. Modul ilorazowy za$ jest obiektem konstruowa-
nym analogicznie do grupy ilorazowej, czy tez pierScienia ilorazo-
wego. Przechodzi sie wiec takze na wyzszy poziom abstrakcji w po-
réwnaniu do modulu wyjsciowego.

W III grupie twierdzenn orzekamie istnienia odnosnego obiektu po-
lega wiec na skonstruowaniu go przez utworzenie przedmiotu bar-
dziej abstrakcyjnego w poréwnaniu do przedmiotéw wyjéciowych.
Ujmujac rzecz od strony logicznej bedzie to utworzenie klas abstrak-
cji pewnej relacji réwnowazno$ci z przyjeciem jednoczesnym ich
istnienia, albo jeszeze dokladniej: z przyjeciem istnienia obiektu be-
dacego zbiorem wspommnianych klas abstrakecji.

Podsumowujac wyniki przeprowadzonych analiz mozemy powie-
dzieé, ze dla matematyka istnieé znaczy badz wskazaé obiekt (zwykle
przy pomocy prostych operacji), badz tez skonstruowaé obiekt (przez
przejScie do wyzszego poziomu abstrakcji). Z sytuacja pierwsza mamy
do czynienia w przypadku grupy I oraz II twierdzen, za§ z sytuacja
druga w przypadku III grupy twierdzen.

Powiedziane wyZej nalezy rozumieé¢ w sensie niewylaczajacym.
I to nawet tylko w odniesieniu do algebry. Znaczy to, Ze nie wy-
kluczamy, aby nie byly mozliwe inne jeszcze sposoby rozumienda
terminu istnienie w algebrze. Stwierdzamy jedynie, ze wymienio-
ne dwa znaczenia slowa istmieé funkcjonujg w algebrze. Algebra jest
dzialem matematyki rozwijajacym sie ogromnie. Totez Zzadne progno-
zy nie moga byé traktowane powaznie. Osiggniecia algebraiczne
przekraczajg wyobraznie budzac podziw swymi wynikami. Wydaje
sie, z2 odnosié to mozna takie do poszerzania terminu istnie¢ w alge-
brze.

Zwréémy uwage na to, ze niekiedy formuluje sie twierdzenia
algebraiczne w taki sposéb, ktéry wywoluje wrazenie, ze termin
istnie¢ zdaje sie byé zbedny, aczkolwiek chodzi, méwigc naszym je-
zykiem, o twierdzenia o istnieniu. Jest to jednak pozorne obywanie
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sie bez interesujgcego nas terminu. Zamiast niego uzywa sie terminu
z nim zamiennego. Kiedy wiec czyta sie, ze ,,w dowolnej grupie réw-
nania xa=b oraz ay=b maja jednoznaczne rozwigzania”, znaczy to
oczywiscie, ze istniejg rozwigzania wspomnianych réwnant, Jest zro-
zumiale, ze nie sugerujemy sie samymi sformulowaniami czysto je-
zykowymi. Chodzi zawsze o meritum sprawy.

Niezaleinie od sposobu redagowania twierdzen w ktorych orzeka
sie o istnieniu pewnych obiektoéw, jest rzeczg niewatpliwg, Ze w ma-
tematyce, w szczegblnosci w algebrze, moéwi sie o istnieniu calego
szeregu obiektéw. Matematyk, wzglednie algebraik, ma do czynienia
z tworami, ktére w jego rozumieniu istniejg, nad ktérymi dokonuje
roéznych operacji, o ktérych dowodzi réznych wlasnosei, ktore by-
wajg wykorzystywane do opisywania, a takze tlumaczenia, zjawisk
zachodzacych w otaczajacym nas $wiecie.

Bywa rowmiez tak, ze chociaz sformulowanie twierdzenia obywa
sie bez terminu istnienie, to wystepuje on w dowodzie. Czytelnik
interesujacy sie sygnalizowanymi tu szczegbélami znajdzie latwo ilu-
stracje w ksigzkach cytowanych w przypisku 3.

Zanotujmy jeszcze, ze w matematyce wystepujg rowniez twierdze-
nia o nieistnieniu® Problematyka ta jest powigzana z negatywnymi
rozwigzaniami pewmnych zagadnien. Te za§ prowadzg do wzbogacania
i poszerzania dziedziny rozwazan matematycznych. Sygnalizujemy tyl-
ko te bogata i zlozng problematyke bez wchodzenia w szczegéty. Pro-
blem wart jest oddzielnego rozwazenia.

RozwazaliSmy sens terminu istnieé w algebrze. Co ma na mys$li
algebraik kiedy moéwi, Ze dany obiekt istnieje. DoszliSmy do wnio-
sku, ze znaczy to jedng z dwu rzeczy: albo wskazuje dany obiekt
wséréd obiektoéw istniejacych, albo konstruuje go droga przechodzenia
do wyzszego poziomu abstrakcji,. W tym drugim przypadku zakta-
da sig, iz wspomniane przejScie do wyzszego poziomu abstrakeji
pozostawia nas w zakresie tworéw matematycznie istniejacych. Sty-
kamy sie tu z pewng postacig postulowania istnienia tworéw wyZsze-
go typu abstrakcyjnego.

Otwarty pozostaje problem charakieru istnienia obiektéw matema-
tycznych. Nie naleiy sadzié, ze sposOb istnienia w matematyce musi
byé jeden. Wydaje sie, Ze obecne rozwazanie lgcznie z dalszymi po-
dobnego rodzaju moze rzuci¢ nieco Swiatla na interesujgcy nas pro-
blem, a przynajmniej pozwoli usystematyzowaé typy istnienia w ma-
tematyce stanowigc podstawe do dalszych analiz.

ANNA NAWROCKA

TEOANTROPOCENTRYZM ETYKI AMBROZEGO

1. Przestanki polityczne i ideologiczne powstania dziala Ambrozego
De officiis ministrorum. 2. Ethos chrzescijanina w ujeciu Ambrozego.
3. Rola KoSciola w ksztalbowaniu S$wiadomoéei moralnej jednostki

* G. Birkhoff i S. Mac Lane, dz. cyt., 141.

5 Szerzej pisze o tym w artykule Zagadnienie istnieniq twierdzen
o istnieniu i nieistnieniu, Zagadnienia filozoficzne w nauce 3 (1981),
62—172.



