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1. WSTEP

Pojecie wielkosci (ilosci) jest jednym z podstawowych po-
je¢ klasycznej filozofii przyrody. Tradycyjnie przyjelo sie od-
rozniaé wielkosci ciggle oraz wielkosei nieciggle. Liczby natu-
ralne mozna traktowaé jako egzemplifikacje wielkosci niecig-
glej, za$ linie, powierzchnie, bryly — egzemplifikuja wielko-
$ci ciggle'. Przy pomocy pojecia zbioru liczb rzeczywistych
mozna w latwy sposéb opisywaé jednowymiarowe wielkosci
ciggle, albo poprawniej: wielkosci spojne. Fakt istnienia zbioru
liczb wymiernych stawia nas przed koniecznoscia dokonania re-
wizji wspomnianego podzialu wielko$ei. Zbior liczb wymiernych
nie jest bowiem wielkoscig ani ciggla, ani nieciggla w trady-
cyjnym znaczeniu tych terminéw. Pozostawiajac na uboczu
te sprawe zauwazmy, ze uzyliSmy przed chwilg terminéw
,Zbidr” oraz ,liczba rzeczywista”. Pojecia te znalazly liczne
zastosowamia przy opisywaniu zjawisk zachodzacych w §wie-
cie nas otaczajgcym, jak tez przy formulowaniu pewnych tez
z zakresu kosmologii zaréwno przyrodniczej, jak i filozoficz-
nej; w szczegodlnoSci liczby rzeczywiste okazaly sie uzyteczne
jako aparatura pojeciowa dla ujecia zagadnien zwiagzanych ze
spojnoscig, ciggloseig, ruchem ®.

! Por. St. Mazierski, Elementy kosmologii filozoficznej i przyrodni-
czej, Poznan 1972, 91; takze A. G. van Melsen, Filozofia przyrody, ti
S. Zalewski, Warszawa 1968, 193—194.

¢ C. B. Boyer, Historia rachunku rézniczkowego i catkowego i To2woj
Jjego pojeé, ti. St. Dobrzycki, Warszawa 1964, 69—70.
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Pojecie zbioru zostalo uogé6lnione przez L. A. Zadeha®
Wprowadzil on pojecie zbioru rozmytego. Kazdy zbiér w zna-
czeniu dotychczasowym jest szczegolnym przypadkiem zbioru
rozmytego, takim mianowicie przypadkiem, w ktérym stopien
przynaleznosci elementu do zbioru jest réowny jednosci.

Analogiczna sytuacja ma miejsce w odniesieniu do pojecia
liczby rzeczywistej. Zostaly one uogdlnione do postaci liczb
zespolonych, te nastepnie w postaci kwaternionéw. A. Robin-
son* zaproponowal! innego rodzaju poszerzenie klasy liczb
rzeczywistych. Wprowadzil on tzw. niestandardowe liczby rze-
czywiste.

Celem tego artykulu jest przyblizenie wspomnianego poje-
cia Czytelnikowi filozofowi. Zreferujemy pojecie niestandar-
dowej liczby rzeczywistej, omowimy sposoby konstrukeji tego
rodzaju liczb, zasygnalizujemy takze otwierajgce sie perspekty-
wy ich zastosowan w nauce oraz w filozofii®.

2. CIALA UPORZADKOWANE

Rozwazania nasze rozpoczniemy od przypomnienia pojecia
ciala. Uczynimy to podajac aksjomatyczne okreslenie ciala.

2.1. POJECIE CIALA

Niech dany bedzie zbiér niepusty K. Przypuscmy, ze okre-
Slone zostaly w nim dwa dzialania dwuargumentowe, ktore
bedziemy nazywa¢ dodawaniem oraz mmozeniem i oznaczaé
odpowiednio symbolem =+ oraz -; znaczy to, ze kazdym dwom
elementom ze zbioru K zostaje przyporzadkowany jednozna-
cznie element zwany ich sumg oraz element zwany ich ilo-
czynem. Jezeli wiec x oraz y sg elementami zbioru K, to
réwniez x+y oraz x'y sg rowniez elementami zbioru K. Za-
kladamy dalej, ze w zbiorze K znajdujg sie dwa wyro6znione
elementy, ktére bedziemy nazywaé zerem oraz jedno$cig i ozna-
cza¢ symbolami 0 oraz 1.

1. Wspomniany zbiér K nazywaé¢ bedziemy cialem, jezeli
spelnione sg nastepujgce warunki zwane aksjomatami:

(Al xty=y+x,

3 Fuzzy sets, Information and Control 8(1965), 338—353.

4 Non-Standard Analysis, Proc. Konikl. Ned. Akad. Wet., A, 64(1961),
4, 432—440.

5 O analizie niestandardowej informuje na terenie polskim praca:
St. Krajewski, Analiza niestandardowa — mnowe stowo w podstawach
rachunku réziniczkowego i caltkowego. Studia Filozoficzne 1976, 1, 109—
124.
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(A 2) x+H(ytz)=(xt+y)tz

(A 3) xt+0=x,

{A 4) dla kazdego x istnieje taki element t, ze zachodzi za-

leznosé x+t=0,

(A 5) xy=yx,

(A 6) x(yz)=(xy)z,

(A7) x1=x,

(A 8) dla kazdego x#0 istnieje taki element s, ze speliona
: jest zaleznos$¢ x-s=1,

(A9 x-(ytz)=x.y+x.2
gdzie x,y,z s3 dowolnymi elementami zbioru K.

Zauwazmy, ze powyzsze okre§lenie mozna wypowiedzie¢
krécej postugujgc sie pojeciem grupy przemiennej (abelowej).
Zbior K bedzie mianowicie ciatem, jezeli jest grupg abelowa
ze wzgledu na dodawanie oraz mnozenie (w tym przypadku
w odniesieniu do elementéw roéznych od zera) i zachodzi roz-
dzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania.

Ze znanych wlasno$ci grupy abelowej wynika, Zze w kaz-
dym ciele okre$lone sg réwniez dzialania odwrotne wzgle-
dem dodawania oraz mnozenia (z wyjatkiem elementu réwnego
zeru); pierwsze z tych dzialan zwiemy odejmowaniem, drugie
natomiast — dzieleniem. Odejmowaé mozna dowolne dwa
elementy ciala, dzieli¢ natomiast mozna jedynie przez elemen-
ty rézne od zera.

Przykilady cial. 1. Zbiér K zlozony tylko z dwu elementéw
01i 1, przy czym dzialania + oraz - sg okreSlone nastepuja-
co: 0+0=0, 0+1=1, 1+0=1, 1+1=0, 0.0=0, 0. 1=0,
1.0=0, 1.1=1, jest ciatem.

2. Zbior wszystkich liczb wymiernych ze zwyklymi dziala-
niami dodawania oraz mnozenia jest cialem.

3. Niech K bedzie zbiorem liczb 0, 1, 2, ..., p—I1, gdzie
p jest liczbg pierwszg. OkresSlmy sume (iloczyn) dwu elemen-
tow x oraz y zbioru K jako reszte z dzielenia zwyklej sumy
(zwyklego iloczynu) tych elementéw przez liczbe pierwszg p.
Woéwezas zbidr K jest cialem.

4, Zbiér wszystkich liczb rzeczywistych (zespolonych) ze
zwyklymi dzialaniami dodawania oraz mnozenia jest cialem.

Sprawdzenie, ze w wymienionych przypadkach spemione
s wszystkie aksjomaty (A 1) — (A 9) jest rzecza nietrudns.

- 2.2. POJECIE UPORZADKOWANIA
Niech K bedzie cialem. Przypu$émy, ze dla kazdej pary roz-
nych elementdéw x oraz y okreslona zostala relacja wigkszo$-
ci (mniejszosci). Zapisywaé jg bedziemy w postaci x<y i czy-
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taé x jest mniejsze od y, wzglednie: y jest wigksze od x. Za-
damy, aby speinione byly nastepujgce warunki, zwane aksjo-
matami uporzadkowania: ‘

(U 1) Jezeli x<y oraz y<lz, to x<<z.

(U 2) Jezeli x<y, to x+z<y+z dla dowolnego z nalezg-
cego do K.

(U 3) Jezeli x<y, zas z>0, to x« z<ly - z.

Jezeli x<y, zas z<<0, to x « z>y « z.
Moéwimy woweczas, ze w ciele K zostal okreslony porzadek lub
uporzadkowanie, za$ cialo K zwiemy cialem uporzgdkowanym.

Elementy ciala uporzadkowanego K, ktore sa wieksze od
elementu zerowego, zwie sie dodatnimi, zas te ktére sg mniej-
sze od zera — ujemnymi. A zatem dowolny element ciala
uporzgdkowanego K jest badZz réwny zeru, badz dodatni, badz
ujemny.

Mozina wykaza¢, ze w ciele uporzgdkowanym roéwnanie
X « Xx+1=0 nie ma rozwigzania. Fakt ten méwi o ,naturze”
pojecia uporzadkowania; wskazuje zarazem na to, ze' cialo
liczb zespolonych nie moze zostaé uporzgdkowame w wyzej
podanym sensie. Jest tak z tej racji, gdyz w ciele liczb ze-
spolonych réwnanie x « x+1=0 posiada rozwigzanie.

2.3. PRZYKLADY

W rozwazaniach naszych pojecie uporzadkowania odgrywadé
bedzie istotng role. Z tego tez wzgledu podamy obecnie kilka
przykladéw cial uporzgdkowanych, a takze mieuporzgdkowa-
nych. .

1. Ciato liczb wymiernych jest cialem uporzgdkowanym, je-
zeli przyjmiemy, ze liczba x jest mniejsza od liczby y wtedy,
gdy réznica y—x jest dodatnia. Sprawdzenie, ze aksjomaty
(U 1) — (U 3) s3 spelnione jest rzecza latwa.

2. Okreslajagc analogicznie relacje mniejszosci (wiekszo$ci)
miedzy dwoma liczbami rzeczywistymi wnosimy, ze cialo liczb
rzeczywistych jest takze cialem uporzadkowanym. Ciato liczb
wymiernych jest podciatem ciala liczb rzeczywistych.

3. Cialo K z przykladu 1 (punkt 2.1.) nie da sie uporzad-
kowa¢. Cialo to zawiera tylko dwa elementy 0 oraz 1. Przyij-
mujac, ze 0 jest mniejsze od 1, zauwazamy, ze 0+1=1, za$
1+1=1. Nie jest wiec spelniony aksjomat (U 2).

4. Analogiczna sytuacja zachodzi w odniesieniu do przy-
kladu 3 (ze wspomnianego punktu 2.1.). Nie jest rzeczg trudna
przekona¢ sie, iz aksjomat (U 2) nie bedzie w ogélnosei spel-
niony. Jezeli bowiem zgodzimy sie, ze 0 jest mniejsze od 1,
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to biorgc sume 0 oraz p—1 otrzymamy p—1, za$ suma 1 oraz
p—1 da w wyniku 0.

W ciele uporzadkowanym mozna wyrozni¢, jak pamietamy,
trzy klasy elementow. Pierwszg klase miech tworzy klasa zto-
zona z jednego tylko elementu, mianowicie z zera, drugg kla-
se — zbior wszystkich elementéw wiekszych od zera, zwanych
elementami dodatnimi, trzecig klase — zbiér wszystkich ele-
mentéw mniejszych od zera, zwanych elementami ujemmymi.
Weimy w szczegdlnosci cialo uporzadkowane liczb rzeczywi-
stych. Przypomnijmy okreslenie warto$ci bezwzglednej liczby
rzeczywistej x; oznaczaé¢ ja bedziemy symbolem |x|. Okresla
sie jg- nastepujagco: |0 = 0, xI = x jesli x>0,
|x] = —x jezeli x jest mniejsze od zera.

3. LICZBY NIESKONCZENIE MALE

Niech dane bedzie uporzgdkowane ciato liczb rzeczywistych
R. Dokonamy rozszerzenia ciala R przez dolgczenie nowych
elementow, ktore nazywaé bedziemy liczbami nieskonczenie
malymi oraz liczbami nieskonczenie duzymi. Wspomniane roz-
szerzenie ciala R oznaczaé bedziemy symbolem S. Rozszerze-
nie S rozumiemy w ten sposob, ze zbiéor S nie tylko zawiera
w sobie wszystkie liczby rzeczywiste, ale jest takze ciatem upo-
rzgdkowanym, przy czym porzadek okreslony w ciele S po-
krywa sie dla zwyklych liczb rzeczywistych z porzgdkiem ary-
tmetycznym, a wiec z porzgdkiem, z ktérym mamy do czy-
nienia w ciele R.

Podamy teraz okre$lenie liczb nieskonczenie malych oraz
liczb nieskonczenie duzych.

3.1. POJECIE LICZBY NIESKONCZENIE MALEJ

Niech e bedzie liczba dodatnig. Rozwazamy sumy postaci:
ete, etete, etetet... Jezeli kazda z podanych sum jest
mniejsza od liczby jeden, to liczbe dodatnig e zwie sie mie-
skonczenie malg.

Geometrycznie mozna okreslenie powyzsze zilustrowa¢ na-
stepujaco. Przypusmy, ze rozwazamy odcinek o dlugosci row-
nej e. Jezeli e jest liczbg nieskonczenie mala, to wéwezas od-
kladajac kolejno na odcinku jednostkowym od zera, czyli od
lewego konca odcinka, sumy e+te, etete, etete+.. nigdy
nie dojdziemy do punktu jeden, czyli do drugiego, prawego
konca odcinka.

Zauwazmy, ze kazda liczba nieskonczenie mala jest mniej-
sza od dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej.
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Istotnie. Niech x bedzie dowolng liczbg rzeczywisty dodat-
nig. Woéwezas pewna suma skonczonej iloSci elementow row-
nych x bedzie wieksza od jednosci. A wiec xt+x+..+x>1.
Gdyby ez=x, to wtedy takze odnosna suma postaci e+e+...+e
bylaby wieksza od sumy x+x+..+Xx, a zatem bylaby wiek-
sza lub réwna jednosci. A to jest niemozliwe dla liczb nieskon-
czenie matlych. Stwierdzenie zostalo wiec udowodnione.

Wsrod liczb nieskoriczenie malych mozna méwié o réznych
,stopniach maloseci”. Niech e oraz d bedg dwoma liczbami
nieskonczenie malymi. Mowimy, ze liczba d ma wyzszy sto-
pien malosci niz liczba e, jezeli iloraz d/e jest liczbg nieskon-
czenie maljg.

Przyklad. Liczby e, €?, €° ... sg liczbami nieskonczenie ma-
lymi o coraz wyzszym stopniu malosci.

Liczba mieskonczenie mala e zwie sie mniejsza od liczby
nieskonczenie matej d, jezeli réznica d—e jest liczbg dodat-
nig, albo réwnowaznie: jezeli réznica e— d jest liczbg ujemns.
Moéwimy takze, ze liczba nieskonczenie mala d jest wieksza
od liczby nieskoniczenie malej e.

Jest widoczne, ze podane przed chwilg okreslenie relacji
wiekszosci (mniejszoSei) dla liczb nieskonczenie matych jest
zgodne z okreSleniem tejze relacji dla zwyklych liczb rzeczy-
wistych. Dolgczajac wiec do zbioru liczb rzeczywistych zbiér
liczb nieskonczenie malych otrzymamy obszerniejszy zbiér
liczb, w ktérym relacja porzadku harmonizuje z taz relacja
w odniesieniu do podzbioru liczb rzeczywistych.

Nie jest trudno zauwazyé¢, ze liczb mieskonczenie matych jest
nieskonczenie wiele. Pozostawiamy w tej chwili na uboczu
sprawe, jaka jest moc wspomnianego zbioru liczb, w szczegél-
nofci czy jest to zbiér przeliczalny, czy tez nieprzeliczalny.

3.2. LICZBY NIESKONCZENIE DUZE

Liczbe dodatniag E zwie sie nieskonczenie duza, jezeli jest
(3*1_1a+wieksza od kazdej z sum postaci: 1+1, 1+1+1, 1+1+

1+....

Amalogicznie jak w przypadku liczb -nieskonczenie matych
mozna zilustrowaé¢ to pojecie geometrycznie nastepujgco: je-
zeli wezmiemy odcinek dlugosci réwnej jeden, to odmierza-
jac go od punktu zero w prawo dowolng liczbe razy nigdy nie
dotrzemy do liczby E.

tatwo jest réwniez wykazaé, ze kazda liczba nieskonczenie
duza jest wieksza od dowolnej liczby rzeczywistej dodatmiej.

Mozna wprowadzi¢ dla liczb nieskonczenie duzych ich ,sto-
pien wielko$ci”. Niech E oraz D bedg dwoma liczbami nie-
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skofezenie duzymi. Powiemy, ze liczha D ma wyzszy stopien
wielkosci niz liczba E, jezeli ich iloraz D/E jest liczbg nieskon-
czenie duzg. Liczby E, E?, E° ... sg liczbami nieskonczenie wiel-
kimi o coraz wyzszym stopniu wielkosci. J

Zwroémy uwage na zwiazek zachodzgcy miedzy liczbami
nieskonczenie duzymi oraz nieskohczenie malymi.

Niech e bedzie liczbg nieskoficzenie malg dodatnig. Wéwcezas
liczba 1/e bedzie, co tatwo zauwazy¢, liczbg nieskonczenie du-
z3. Podobnie, jezeli E jest liczbg dodatnig nieskonczenie duza,
to liczba 1/E bedzie liczbg nieskonczenie malg dodatnig.

Plynie stgd prosty wmiosek: istnienie liczb nieskorczenie ma-
lych (dodatnich) jest réwnowazne istnieniu liczb nieskoncze-
nie duzych (dodatnich). Jezeli wigc zgodzimy sie, z jakich$
powodow, ze istnieja, liczby nieskonczenie duze, to musimy
konsekwentnie zgodzi¢ sie, ze istniejg Iliczby nieskonczenie
male.

3.3. LICZBY RZECZYWISTE NIESTANDARDOWE

Do chwili obecnej zakladalisSmy zaréwno w odniesieniu do
liczb nieskonficzenie malych, jak i liczb nieskoniczenie duzych,
ze sg to liczby dodatnie. Teraz uwolnimy sie od tego ograni-
czenia. Element s zbioru S bedziemy nazywaé¢ liczbg nieskon-
czenie maly, jezeli kazda z sum wartosci bezwzglednej liczby
s postaci: Is|+|sl, Is|+Isl+Isl, Is|+Isl4-Is|+... jest mniejsza od
jednosci. Podobnie element T zbioru S bedziemy nazywac
liczba niekonczenie duza, jezeli wartos¢ bezwzgledna |T| jest
wieksza od kazdej z sum postaci: 1+1, 1+1+1, 1+1+1+....
Jezeli liczby s oraz T sg liczbami dodatnimi, to okreslenie
obecne pokrywa sie z podanym wecze$niej. Jest wiec uogélnie-
niem pojecia liczby nieskonczenie malej oraz liczby nieskon-
czenie duzej na liczby ujemne.

Liczby nieskonczenie male (dodatnie i ujemne) oraz liczby
nieskonczenie duze (dodatnie i ujemme) zalicza sie do liczb
rzeczywistych niestandardowych.

Do tej klasy nalezg réwniez liczby rzeczywiste skonczone
{niestandardowe). Przez liczbe rzeczywistay niestandardows
skonczong rozumie sie sume dowolnej liczby rzeczywistej
(zwyktlej) skonczonej oraz liczby nieskonczenie matej. A zatem
liczbe postaci y=x-+e, gdzie x jest zwykla liczbg rzeczywista
skonczong, zas e jest liczbg nieskonczenie maly, zwie sie licz-
ba rzeczywistg skonczona niestandardowy. Zwykle liczby rze-
czywiste zwie sie liczbami rzeczywistymi standardowymi. Licz-
be x zwie sie czeScig standardowsg liczby y. Przyjelo sie na-
stepujace znakowanie: x=st(y).
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Przypuscmy, ze cze$é standardowa liczby y jest rowna zeru.
Woweczas liczba y jest rowna po prostu liczbie nieskonczenie
malej e. Znaczy to, ze liczby nieskonczenie male sg podzbio-+
rem Zbioru liczb rzeczywistych skonczonych niestandardowych.

Wobec tego wsrod zbioru liczb rzeczywistych niestandardo-
wych wyroézniamy 3 klasy: zbior liczb nieskonczenie duzych
ujemmnych, zbiér liczb skonczonych niestandardowych oraz zbiér

liczb nieskonczenie duzych dodatnich.

*  Dwie liczby zwiemy nieskonczenie bliskimi, jezeli ich rézni-
ca jest liczbg nieskonczenie malg. A zatem x oraz y sg nie-
skonczenie bliskie, jezeli x—y, a takze co na to samo wycho-
dzi y—Xx, jest liczba nieskonczenie malg. Jest widoczne, ze
spos$rod dwu liczb x oraz y co majmniej jedna z nich musi by¢
liczbg niestandardows skonczong, aby mogly one by¢ nieskon-
czenie bliskie. Jezeli x oraz y sg liczbami rzeczywistymi skon-
czonymi (standardowymi), to nie moga one by¢ nieskoncze-
nie bliskie siebie. W tym przypadku mozna zawsze dobra¢
dwie liczby rzeczywiste skonczone w taki sposéb, by ich roz-
nica byla dowolnie mala, nie moze jednak ona by¢ nieskon-
czenie mala.

Niech a bedzie liczbg rzeczywistg standardowsy. Klase wszy-
stkich liczb niestandardowych skonczonych nieskonczenie bli-
skich do liczby a zwie sie jej monada® Zatem kazda zwykla
liczba rzeczywista skonczona, czyli liczba rzeczywista stan-
dardowa, zawiera sie w swej monadzie. Konsekwentnie zbidr
wszystkich liczb rzeczywistych skonczonych (standardowych
i niestandardowych) mozna traktowaé¢ jako sume odnos$nych
monad, tj. monad utworzonych dla kazdej zwyktlej liczby rze-
czywistej.

4. WEASNOSC ARCHIMEDESA

Przypustmy, ze mamy dane cialo uporzadkowane K. Przy-
pusétmy dalej, ze x oraz y sa dwoma elementami ciala K ta-
kimi, ze 0<<x<{y. Wowczas mozliwe sg dwa przypadki: badz
istnieje taka liczba naturalna m, ze suma n skladnikéw row-
nych x bedzie wieksza od y, badz takiej liczby n nie ma.
Przypadek pierwszy zwie sie archimedesowym, przypadek dru-
gi — mearch1medesowym Rozwazymy obecnie te sprawe bli-
zej.

8 Termin ten uzyto z racji ideowych celem nawigzania do monado—
logii Leibniza.
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4.1. AKSJOMAT ARCHIMEDESA

“ Mozna mu nadaé nastepujace sformulowanie:

(1 A) Dla kazdych dwu elementéow x oraz y ciala uporzad-
kowanego K takich, ze 0<<x<y istnieje taka liczba naturalna
n, dla ktorej zachodzi nieréwnos$¢ nx>y.

{ Jezeli cialo uporzgdkowane K spelnia aksjomat (1 A), to
moéwimy, ze posiada ono wlasnos¢ Archimedesa. W tym przy-
padku mowi sie takze, iz cialo uporzadkowane jest archime-
cesowe.

Jest rzeczg dobrze znang, ze ciato liczb rzeczywistych jest
cialem archimedesowym ’. Intuicyjna tre$¢ aksjomatu Archi-
medesa jest wyrazna. W jezyku geometrii aksjomat ten orze-
ka, ze jezeli mamy dane dwa odcinki, to odmierzajgc dosta-
teczng ilos¢ razy odcmek mniejszy pokryjemy w calosci od-
cinek wiekszy.

Jezeli rozwazamy konkretne cialo, np. cialo liczb rzeczy-
wistych, to mozemy stwierdzi¢, czy posiada ono wilasnos$é ar-
chimedesa, czy tez nie posiada. Jezeli natomiast wprowadza-
my pojecie ciala uvorzgdkowanego aksjomatycznie, to nalezy
wyraznie wymieni¢ aksjomat (1 A). Aksjomat ten bowiem
nie wynika z pozostalych aksjomatoéw ciata uporzadkowanego.

4.2. WEASNOSC NIEARCHIMEDESOWOSCI
" Przyjmijmy nastepujgce sformulowanie zaprzeczenia aksjo-
matu Archimedesa:

(1 N) Istniejg dwa elementy x oraz y ciala uporzadkowanego
K takie, ze 0<x<y przy czym jakakolwiek wzielibysmy licz-
be naturalng n, to bedzie zawsze nx<y.

Cialo uporzadkowane K, w ktorych zachodzi aksjomat (1 N),
zwiemy cialem niearchimedesowym.

Latwo jest zauwazyé, ze jezeli cialo K posiada dwa ele-
menty x oraz y, ktéore majg wlasnos¢ wymieniong w aksjo-
macie (IN), to wowczas dane cialo K posiada nieskonczenie
wiele par o wspomnianej wtasnosci.

Jezeli dane cialo zawiera liczby mieskonczenie mate, to wow-
czas speliony zostaje aksjomat (1 N). Innymi slowy z ist-
nienia w danym ciele liczb nieskonczenie malych wynika jego
niéarchimedesowo$¢. Zachodzi takze wynikanie odwrotme. Je-
zeli cialo jest niearchimedesowe, to istniejg w nim liczby nie-
skonczenie male. To ostatnie stw1erdzen1e mozna wypowie-
dzie¢ w postaci tezy: Jezeli w ciele uporzadkowanym nie ist-

7 Zob. np. G. Birkhoff i S. Mac Lane, Przeglad albebry wspélczesnej,
tl. A. Ehrenfeucht i A. Wi Mostowski, Warszawa 1966, 105.
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nieja liczby mieskonczenie mate, to cialo jest archimedesowe.
A ta jest bezpoSrednio widoczna. A zatem niearchimedesowosé
ciala jest rownowazna z istnieniem w nim liczb nieskoncze-
nie matych.

Jezeli przeto weZmiemy rozszerzenie S ciala liczb rzeczy-
wistych R polegajace na dotgczeniu do R zbioru liczb nieskon-
czenie malych (a takZze nieskonczenie duzych), to otrzymamy
ciato uporzadkowane niearchimedesowe.

Aksjomaty (1 A) oraz (1 N) sa wzajemnymi zaprzeczeniami.
Nadto, sa one niezalezne od pozostalych aksjomatéw ciala upo-
rzagdkowanego. Konsekwentnie mozna rozbudowywaé teorie ciat
uporzadkowanych archimedesowych oraz teorie cial uporzad-
kowanych miearchimedesowych.

Zauwazmy jeszcze, ze liczba zero jest jedyng liczba standar
dowa bedaca zarazem liczbg nieskonczenie mals. Kazda inna
liczba nieskonczenie mala jest liczbg niestandardows.

Monada liczby zero sklada sie ze wszystkich liczb nieskoncze-
nie malych, zaréwno dodatnich, jak i ujemnych.

5. CIALA NIEARCHIMEDESOWE

Ciato niearchimedesowe jest to niepusty zbiéor K speihiajgcy
aksjomaty (A 1) — (A 9), (U 1) — (U 3), (1 N). Podamy teraz
minimalne niearchimedesowe rozszerzenie ciala liczb rzeczywi-
stych.

5.1. PRZYKELAD CIAEA NIEARCHIMEDESOWEGO

Odwolujac sie do przeprowadzonych rozwazan interesujgcy
nas przyklad mozna skonstruowaé¢ latwo w nastepujacy sposob.
Niech R oznacza cialo liczb rzeczywistych. Elementy ciala R
bedziemy nazywali liczbami rzeczywistymi standardowymi.
Zbiér liczb standardowych powiekszymy o liczby niestandardo-
we. Zaliczymy do nich liczby nieskonczenie mate dodatnie oraz
ujemne, a takze wszelkie ich wymierne polgczenia. Mamy tu na
mys$li wyrazenia postaci P (x) oraz Q (x), gdzie symbole P
oraz Q oznaczaja wielomiany o wspélczynnikach rzeczywistych,
jak tez ich sensowne ilorazy. Te ostatnie dajg takze liczby nie-
skonczenie duze (dodatnie oraz ujemne), a takze liczby skonczo-
ne niestandardowe.

A wiec np. ulamek postaci

a,taetaer+...+aef
b, +b,e +be*+... 4+ bee®
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w ktorym pierwszy roézny od zera wspoélczynnik w liczniku
i mianowniku ma ten sam wskaznik, daje liczbe skonczong nie-
standardows. Jezeli pierwszy roézny od zera wspoélczynnik w
liczniku ma mniejszy wskaznik, niz analogiczny wspolczynnik
wystepujgcy w mianowniku, to utamek rozwazany daje liczbe
nieskonczenie duza. Jezeli matomiast pierwszy roézny od zera
wspolezynnik w liczniku ma wskaznik wigkszy, niz analogicz-
ny wspéleczynnik w mianowniku, to ulamek daje liczbe nie-
skonczenie malsg.

Oto proste przyklady wspomnianych sytuacji.

Jezeli e oznacza liczbe nieskonczenie matlg, to liczby po-
staci e* / (1+e), (3e*+e®) / (1+e?) sg liczbami nieskonczenie
malymi, za$ liczby (1+e) / €3, (1+e®) / 3e? — nieskonczenie
duzymi, natomiast liczby (e+e? / (3e+5e?), (1+e)/ (1+4e) —
liczbami skonczonymi niestandardowymi (cze$¢ standardowa
tych liczb jest, odpowiednio, ré6wna 1/3 oraz 1).

Otrzymaliémy przeto niearchimedesowe rozszerzenie zbioru
liczb rzeczywistych.

Zauwazmy, ze nie byla to, rzecz Scisle biorgc, konstrukcja
liczb miestandardowych, lecz wsparty o intuicje ich opis.

5.2. LICZBY HIPERRZECZYWISTE

Uporzgdkujmy terminologie w odniesieniu do omoéwionych
rodzajow liczb. Jak juz wspominaliSmy liczby rzeczywiste
zwie sie liczbami rzeczywistymi standardowymi. Wsrod liczb
rzeczywistych niestandardowych wyrézniamy 3 klasy: liczby
nieskonczenie mate (dodatnie oraz ujemne), liczby mieskoncze-
nie duze (dodatnie i ujemne), liczby skohczone niestandardo-
we. Liczby rzeczywiste standardowe oraz niestandardowe zwie
sie liczbami hiperrzeczywistymi. Z przeprowadzonych rozwa-
zan wynika, ze klasa liczb hiperrzeczywistych jest ciatem
uporzgdkowanym niearchimedesowym. Innymi stowy: mozna
powiedzieé, ze liczby hiperrzeczywiste sg niearchimedesowym
rozszerzeniem zbioru zwyklych (standardowych) liczb rzeczy-
wistych.

Przyjrzyjmy sie nieco blizej pewnym podzbiorom klasy liczb
hiperrzeczywistych. Rozwazmy zbiér N wszystkich liczb na-
turalnych (standardowych). Temu zbiorowi odpowiada zbiér
liczb hipernaturalnych. Nalezg do niego wszystkie elementy
zbioru N oraz liczby niestandardowe hipernaturalne. Kazda
liczba niestandardowa hipernaturalna jest liczbg mieskorniczenie
duzg. Nie ma wsréd nich ani liczby najwiekszej, ani liczby
najmniejszej. Zatem zbior liczb hipernaturalnych jest upo-
rzadkowany podobnie do zbioru zwyklych liczb calkowitych
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Nie wchodzimy blizej w dyskusje struktury liczb hiperrze-
czywistych, gdyz nie jest to celem obecnego artykulu. Czytel-
nika interesujgcego sie tym zagadnieniem odsylamy do litera-
tury specjalistycznej ®.

Wspomnijmy jeszcze o sposobach konstrukeji zbioru liczb
hiperrzeczywistych. Znamy obecnie dwa takie sposoby. Pierw-
szy z nich mozna nazwa¢ jezykowym, drugi — algebraicznym.
Pierwszy korzysta bowiem z wezszego rachunku predykatow,
drugi natomiast z pojecia ultrafiltru® Naszkicujmy gtéwne
rysy odnosnych konstrukeji.

W pierwszym sposobie okresla sie termy, a nastepnie for-
muly. Interpretujemy je jako predykaty okreslone na zbiorze
liczb rzeczywistych. Liczba argumentéw moze by¢ dowolna.
Oznaczmy przez T klase wszystkich formul prawdziwych
w zbiorze liczb rzeczywistych R. Kazdy model zbioru T zwie-
my elementarnym rozszerzeniem zbioru R. Wspomniane roz-
szerzenie zwiemy niestandardowym modelem zbioru liczb rze-
czywistych. Otrzymane w ten sposéb cialo uporzgdkowane jest
niearchimedesowe.

Ta metoda jest interesujaca z tego wzgledu, ze wigze liczby
hiperrzeczywiste z jezykiem (predykatéw). Konsekwentnie su-
geruje zachodzenie zaleznoSci miedzy plaszezyzng semantycz-
ng jezyka a matematyksg. Rozszerzanie jezyka, w tym przy-
padku, jest réwnowazne rozszerzaniu tworéw matematycz-
nych. Pojawia sie tu wyraznie problem filozoficzny odnosza-
cy sie do struktury rzeczywistosci: przy jakich warunkach
mozna zasadnie przypisywac¢ naszym konstrukcjom istnienie
realne.

Drugi sposob postuguje sie pojeciem ultrafiltru. Przypommnij-
my to pojecie. Przez ultrafiltr nad danym niepustym zbio-
rem X rozumiemy rodzine niepustych podzbiorow danego
zbioru X, svelniajgcg nastepujace warunki: cze$¢ wspdlna dwu
zbiorow nalezacych do F nalezy do F, jezeli Y jest podzbio-
rem X, to badz Y nalezy do F, badZ roznica mmogosciowa
X-—Y nalezy do F. Inaczej mozna powiedzie¢ ze ultrafiltr jest
maksymalnym idealem dualnym w boolowskiej algebrze pod-
zbiorow zbioru X. Bierzemy teraz ultrafiltr zbudowany nad
zbiorem wszystkich liczb naturalnych N. W celu bardziej

8 Zob. np. W. A. J. Luxemburg, Non-Standard Analysis, Pasadena
1962; M. Machover, J. Hirschfeld, Lectures of Non-Standard Analysis,
Berlin 1969; R. Lutz, M. Goze, Nonstandard Amnalysis, Berlin 1981.

9 A. Robinson, Wuwiedienije w tieoriju modelej i mietamatiematiku
algebry, Moskwa 1967, 321--324.
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intuicyjnego ujecia tej metody okreslmy wspomniany ultra-
filtr bezposrednio. A wiec wyrdznijmy w zbiorze N dwa ty-
py zbioréw: pierwsze nazwijmy ,,duzymi”, drugie — ,ma-
tymi”. Zgdamy, aby spelnione byly nastepujgce warunki:

(F 1) Dowolny zbiér liczb naturalnych zalicza sie do do-
kladnie jednej tylko klasy; jest wiec badZz zbiorem duzym,
bagdz — malym.

(F 2) Dopelnie do zbioru N zbioru malego jest zbiorem du-
zym, dopekienie zbioru duzego jest zbiorem malym.

(F 3) Kazdy podzbiér zbioru matego jest maly, kazdy nadz-
biér zbioru duzego jest duzy.

(F 4) Suma dwu zbiorow malych jest zbiorem malym, czesé
wspolna dwu zbioréow duzych jest zbiorem duzym

(F 5) Kazdy podzbior skonczony zbioru N jest zbiorem
malym, kazdy zbior majacy skonczone dopelnienie jest zbio-
rem duzym.

Majac juz do dyspozycji ultrafiltr nad zbiorem wszystkich
liczb naturalnych rozwazamy ciggi nieskonczone wsrod kto-
rych okreslamy relacje réwnowaznosci. Dzieki temu kazdy
cisg nalezy dokladnie do jednej klasy réwnowaznosci. Otrzy-
mane na tej drodze klasy réwnowazmosci zwiemy liczbami hi-
perrzeczywistymi. Mozna wykaza¢, ze skonstruowany zbior jest
uporzagdkowanym cialem niearchimedesowym bedgcym rozsze-
rzeniem zbioru zwyktych liczb rzeczywistych .

Z racji czysto historycznych wypada przypomnieé, ze podczas
ksztaltowania si¢ rachunku rézniczkowego i calkowego postu-
giwano sie pojeciem liczb nieskoniczenie malych. Nie byly one
jednak okreslone precyzyjnie, byly raczej tylko nazwami na
niezbyt wyrazne intuicje uczonych . Okazuje sie, ze intuicje te
daja sie ujac¢ Scisle, a te z kolei znajduja liczne zastosowania.
Przyjrzymy sie tej sprawie nieco blizej.

6. PERSPEKTYWY ZASTOSOWAN

Omowimy zastosowanie naukowe dzi§ juz znane oraz za-
sygnalizujemy otwierajgce sie perspektywy zastosowan filo-
zoficznych. Wsréd zastosowan maukowych wskazane jest wy-
roznienie zastosowan wewngtrz-matematycznych oraz zastoso-
wan pozamatematycznych.

A. Zastosowania wewngtrzmatematyczne

10 A, Robinson, dz. cyt.,323—324.
1 C. B. Boyer, dz. cyt.,, 267—3117.

§ -- Studia Philosophiae Christianae nr 2
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W artykule omoéwiliSmy jedynie ciato liczb hiperrzeczywi-
stych. Nie wspominaliSmy o budowaniu na nim rachunku ana-
lityczngo. Mozna to uczyni¢. Otrzymuje sie wowcezas tzw. ana-
lize niestandardowg. Ta nowa dziedzina jest juz rozwinietg ga-
lezig matematyki. Sama w sobie jest interesujgca. Nadto oka-
zuje sie uzyteczna przy uprawianiu matematyki. Umozliwia
otrzymywanie prostszych dowodéw twierdzen w poréwnaniu
do dowodéw wezesniejszych, ktére nie byly oparte o poje-
cia z zakresu analizy niestandardowej. Niestandardowy rachu~
nek rézniczkowy moze $mialo konkurowac, jesli chodzi o pro-
stote ujecia, z podejéciem klasycznym **. Analiza niestandar-
dowa bywa przyrownywana do mostu zbudowanego na rzece.
Sam most nie daje wprawdzie powiekszenia terenu, ulatwia
jednak poruszanie sie po nim skracajgc wiele drog. Dawniej
byly one o wiele dluzsze, teraz staly sie latwiejsze i krotsze .
Mozna z uzasadnieniem przypuszczaé, ze nie wykorzystano
jeszcze wszystkich otwierajgcych sie tutaj mozliwosci.

B. Zastosowania pozamatematyczne

Jest rzeczg dobrze znang, ze od dawna fizycy mowili (i na-
dal mo6wig) o nieskonczenie matych wielkosciach, jak np. o nie-
skonczenie matych objeto$ciach, o nieskoficzenie matych czes-
ciach powierzchni, a takze o nieskonczenie duzych wielkos-
ciach, jak mp. o nieskonczenie duzych gestosciach, tempera-
turach. Tego rodzaju zwroty mogg znajdowac Scisle ujecie
w oparciu o aparature pojeciowg analizy niestandardowej.
Wszystko wydaje sie swiadezy¢ o tym, ze idee analizy niestan-
dardowej wycisng wlasne pietno na fizykalnym obrazie $wiata.
Literatura specjalistyczna notuje dosé liczne juz prace fizykéw-
-teoretykow idgce po wskazanej linii.

Jest takze prawdopodobne, ze wczesniej czy poézniej me-
tody i pojecia rachunku niestandardowego znajda zastosowa-
nie w innych naukach przyrodniczych, jak np. w biologii, bio-
fizyce, biochemii.

Analogiczna predykcja wydaje sie by¢ rowniez stuszna w
odniesieniu do niektérych przynajmniej dziedzin humanisty-
ki, np. do zagadnienia rozrézniania miedzy bardzo silnymi
przekonaniami, ktére co do tre$ci mogg istotnie sie rézni¢ mie-
dzy sobg. Aparatura pojeciowa analizy niestandardowej po-

12 A, Robinson, dz. cyt., 340. Elementarne wprowadzenie do problema-
tyki analizy niestandardowej podaje praca: W. A. Uspienski, Niestan-
dartnyj, ili niearchimedow, analiz, Moskwa 1983.

13 A, Hurd (ed.), Vistoria Symposium on Non-Standard Analysis, Ber-
lin 1974.
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zwala zrozumie¢ istniejacy tu stan rzeczy. Postugiwanie sie
w historii terminem ,,gdyby” wydaje sie réwniez przykladem
pokrewnym z rozwazanym *.

C. Perspektywy zastosowan filozoficznych

Rozpocznijmy od strony jezykowej. Jest rzeczg niewatpliwa,
ze rozporzadzajac pojeciem liczb hiperrzeczywistych, a wiec
w szczegoélnosei liczb niestandardowych, operujemy bogatszym
zasobem termindw, niz to jest mozliwe bez ich pomocy. A po-
niewaz jezyk okresla nasza my$l ¥, przeto staje si¢ ona bar-
dziej bogata. Z teoriopoznawczego punktu widzenia jest to zja-
wisko w pelni pozytywne. Jezeli nie rozporzagdzamy odpowied-
nig aparaturg pojeciows, to stajemy bezradni wobec zadania
adekwatnego opisania poznawanej rzeczywistosci.

Pojecie wielko$ci niestandardowych ukazuje wigksze moz-
liwe bogactwo $wiata materialnego, niz poprzestawanie na po-
jeciach utworzonych w oparciu jedynie o poznanie potoczne
i tzw. zdrowy rozsgdek. Rokuje to pozytywnie w odniesieniu
do rozwazan kosmologicznych. Nie trzeba dodawaé, ze cieszg
sie one dzi§ szczegélnym zainteresowaniem *°.

Zagadnienie relacji zachodzacych miedzy wielkosciami cigg-
tymi i niecigglymi, wielkimi i malymi, a takze sam problem
klasyfikacji zbioru wielkosci — to przyklady zagadnien w od-
niesieniu do ktorych aparatura pojeciowa z zakresu wielkoSci
niestandardowych oferuje znaczng pomoc.

Widoczne sg wiec korzysci jezykowe i metodologiczne ply-
nace z ubogacenia naszej aparatury poznawczej. Mozna nie
bez racji wnosi¢, ze trudniej jest wowczas popeii¢ pomyike
kategorialng, ktéora — jak wiadomo — polega na przedsta-
wianiu faktéw nalezacych do pewnej kategorii przy pomocy
zwrotow stosownych dla innej kategorii V.

Mozna wskazaé takze na korzysci ogédlnofilozoficzne. Wyko-
rzystywanie, nawet fragmentaryczne, nowej aparatury pojecio-
wej zdaje sie otwiera¢ przed myslg ludzkg nowe, szerokie

14 M. Bobrzynski, W imie preawdy dziejowej. Rzecz o zadaniu his-
torii i dzisiejszym jej stanowisku, w: M.H. Serejski (red.), Historycy
o historii, 1775—1918, Warszawa 1963, 183—185.

15 S, Czarnowski, Metoda socjologiczna e historyczna, w: M.H. Serej-
ski (red.), Historycy o historii, 1918—1939, Warszawa 1966, 196.

18 Por., np. M. Heller, Ewolucja kosmosu i kosmologii, Warszawa
1983.

7 por. E. Gilson, T. Langan, A. A. Maurer, Historia filozofii wsp6l-
czesnej od Hegla do czaséw najnowszych, tl. B. Chwedeniczuk, S. Za-
lewski, Warszawa 1977, 495.
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horyzonty poznawcze, wzmaga nas z krytycyzm, strzeze przed
popadaniem w aprioryzm i abstrakcjonizm. Jezeli bowiem isto-
tnie potrafimy wzbogaci¢é nasz jezyk, jezeli potrafimy kon-
struowa¢ nowe twory pojeciowe, to tym samym zwielokrotnia
sie nasza umiejetnosé bardziej subtelnego opisywamia $wiata,
a takze tlumaczenia zachodzgcych w nim zjawisk. Ufilozofi-
czniajgc pojecia, ktéorymi sie postugujemy, jak rowniez twier-
dzenia do ktorych dochodzimy, tworzymy filozoficzny obraz
otaczajgcej nas rzeczywistosci. Obraz ten jest wprawdzie funk-
cja naszego rozwoju intelektualnego, a wiec utworzonych po-
jeé, uzasadnionych twierdzen, a wiec jest zmienny, ale pozo-
staje w nieustannym kontakcie z rzeczywistoscia, z naszym
jej obiektywnym odpoznawaniem. Tak rozumiane filozofowa-
nie, cho¢ jest z natury swej otwarte na zmiany, przerdbki,
udoskonalenia, przeredagowywania, to jednak jest filozofowa-
niem realnym, a wiec zachowujacym staly kontakt z rzeczy-
wistoscig. A to jest bardzo wiele.

Nasuwa sie konkluzja o charakterze antropologicznym. Czlo-
wiek jest istotg nie do zastgpienia. Subtelna proporcja elemen-
tow jezykowych, intelektualnych i emocjonalnych powoduje,
ze jest on istotg niepodrabialng .

UBER DAS PROBLEM VON NICHTSTANDARDGROSSEN
Zusammenfassung

Der Grossenbegriff, oder der Quantitidtsbegriff, gehort zu den Grund-
begriffen der klassischen Naturphilosopie. Traditionell unterscheidet man
die stetigen und unstetigen Grossen. Die natiirlichen Zahlen konnen als
Beispiele von unstetiben Grossen dienen, Linien, Fldchen und Korper —
als Beispiele von stetigen Grossen. Die reellen Zahlen bilden die Grund-
lage fiir die Fragen nach der Kontinuitat, Stetigkeit, Bewegung. Die
reellen Zahlen konnen auf zwei verschiedene Weisen verallgemeinert
werden. Auf die erste Weise erh#dlt man die komplexen Zahlen und
Quaternionen, auf die zweite — die hyperreellen Zahlen. Die Menge von
den hyperreellen Zahlen enthélt die Menge von den reellen Zahlen und
die Menge von den reellen Nichtstandardzahlen. In diesem Aufsatz be-
trachtet man den Begriff von reellen Nichtstandardzahlen (in ihm sind
die unendlich kleinen und unendlich grossen Zahlen enthalten) und deren
Eigenschaften. Man weist auf die Auwendungen von Nichtstandardzah-
len in der Mathematik, in der Philosophie und in anderen Wissen-
schaften hin. Man bemerkt auch, dass die Einfiihrung von Nichtstan-
dardzahlen den Grossenbegriff bereichert und grosse sprachliche und
methodologische Vorteile bietet.

18 J. Banka, Filozofia techniki, Czlowiek wobec odkrycia mnaukowego
i technicznego, Katowice 1980, 150.



