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1. WSTEP

Istnieje poglad gloszacy, Ze zmiane w naukowym obrazie
Swiata powodujg nie tyle poznane nowe fakty doswiadczalne
czy tez odkrycia, ile raczej przeobrazenia zachodzgce w sa-
mym sposobie myslenia uczonych. Chodzi o to, aby potrafié¢
ujrzeé znany zespOl faktow w nowym Swietle, a wiec zajgé
wobec niego nowg postawe mys$lows. Innymi slowy chodzi
o elastycznos¢ umysltowa '

Artykul ten stawia sobie za cel przedstawienie rozwazan
Galileusza na temat nieskonczonosci. Zreferujemy trzy para-
doksy sformulowane przez Galileusza wraz z podang przez
niego sugestia rozwigzan. Stanie sie dzieki temu widoczna
ogromna pomystowos$é oraz elastycznosé umyslowa charakte-
ryzujgca Galileusza, ktéora umozliwila mu spojrzenie w nowy
sposéb na znane tzeczy. Na przedstawione paradoksy, jak tez
proby ich rozwiazan, spojrzymy w Swietle wspolczesnej wie-
dzy z zakresu teorii mnogoséci oraz topologii. Bedziemy jednak
ostroini w dokonywaniu poréwnan czy tez poddajgc ocenie
dawne osiggniecia pamietajac, ze jezeli nie skorzystamy z
wyzszoSci wspolczesnej wiedzy w poréwnaniu do dawnej, to
stracimy wiele, ale zarazem korzystajac z niej narazamy sie
na niebezpieczenstwo zafalszowania istoty tego co sie zwie
postepem naukowym 2

2. PARADOKS MALEGO I DUZEGO OKREGU

ZakreSlmy dookola punktu A dwa kola wspolsrodkowe
zwigzane ze sobg razem; koto mniejsze niech ma promien AB,
za$ kolo wigksze — AC (rys. 1). Przypu$émy, ze punkty A

1 H. Butterfield, Rodowdéd wspéblczesnej nauki 1300—1800, t1. H. Xra-
helska, Warszawa 1963, 5—6.

.2 A. C. Crombie, Nauka $redniowieczne i poczqtki nauki nowozyt-
nej, t. I, Nauka w S§redniowieczu w okresie V—XIIT w., tl. St. Ly-
pacewicz, Warszawa 1960, 18. )
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oraz B i C lezg na jednej prostej. Poprowadzmy z koncow Sred-
nic B oraz C dwie styczne BE oraz CF, za$ przez Srodek A row-
nolegls do mich AD. Toczmy nastepnie kolo wigksze po stycz-
nej CF. Przypusémy, ze po jednym obrocie duzego kola punkt
C znajdzie sie w punkcie F. Innymi stowy zakladamy, ze diu-

Rys. 1

go$¢ odcinka CF jest rowna obwodowi kola wiekszego, czyli
okregowi o promieniu AC. Zastanéwmy sie — moéwi Gali-
leusz® — co sie stanie z mniejszym kolem oraz ze $rodkiem
A. Ten ostatni przebiegnie niewatpliwie caly odcinek AD row-
ny odcinkowi CF, za$§ obwod mmiejszego kola dotknie swymi
punktami calego odcinka BE réwnego odcinkowi CF. W jaki
wiec sposéb — zapytuje Galileusz — kolo mniejsze moze bez

3 Galileo Galilei, Rozmowy i dowodzenia matematyczne w zakresie
dwéch nowych umiejetnosci dotyczqeych mechaniki i ruchéw miejsco-
wych, tt. Fleliks]) K{ucharzewski}, Warszawa 19830, 25.
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przeskakiwania przebiec droge znacznie dluzszg od swego okre-
gu? Pojawia sie tutaj sytuacja paradoksalna.

Jezeli bysmy toczyli kolo mniejsze po prostej stycznej BE
i przypuscili, ze po jednym obrocie punkt B znajdzie sie w
punkcie E, czyli iz odcinek BE jest réowny obwodowi kota
mniejszego, to woéwczas takie powstaje analogiczna sytuacja
paradoksalna w odniesieniu do kola wiekszego. Punkt A
przejdzie droge AD rowng odcinkowi BE, zas kolo wigksze —
droge CF, ktora bedgc rowna drodze BE jest w oczywisty spo-
sob mmiejsza od obwodu kota wiekszego. Mozna wigc podob-
nie — za Galileuszem — zapyta¢ w jaki to sposéb moze
koto wieksze bez cofania sie przebiec droge znacznie krotsza
od dlugosci swego okregu?

Zauwazmy, ze nie przedstawia trudnosci jednolite sformu-
lowanie obu paradoksow, wzglednie, jak kto woli, dwu wersji
jednego paradoksu ‘. Istota wystepujacej tu sytuacji paradok-
salnej polega, jak widzimy, na tym, ze przy jednym obro-
cie mniejsze kolo przebiega droge wieksza od swego obwodu,
za$ kolo wieksze — droge mniejszg od swego obwodu. Nie-
watpliwie niezbedna jest pewna doza pomystowosci, aby doj-~
rze¢ rozwazany paradoks. Mozna przypuszczaé, Ze wiele osob
miato do czynienia z toczeniem sie k6l po prostej, jednakze
nie potrafiono poczynié tych spostrzezen, ktére wyraznie sfor-
mulowane znajdujemy u Galileusza.

Jakie rozwigzamie powyzszego paradoksu proponuje Gali-
leusz? Aby je przedstawi¢ zauwazymy najpierw, nasladujac
rozumowanie Galileusza, ze w przypadku toczenia sie wielo-
katéw foremnych po prostej analogiczny paradoks nie powsta-

je.

Niech dany bedzie sze$ciokat foremny o boku AB oraz wpi-
sany wen mniejszy szesciokat foremny o boku EF. Zalézmy,
ze bok EF jest réwnolegly do boku AB. Przypusémy, ze
szesciokat wiekszy toczy sie po prostej bedgcej przedluzeniem

4 Mozna im nadaé nastepujaca postaé: Jezeli okolo $§rodka A za-
kreslimy dwa kota wspélérodkowe zwigzane razem i jezeli z koncoéw
ich érednic B oraz C poprowadzimy dwie styczne BE oraz CF, za$
przez Srodek A réwnolegly AD i jezeli bedziemy toczyé kolo wieksze
{mniejsze] po CF [BE], to po jednym obrocie ¢4z sie stanie z matym
[wiekszym] kolem i ze Srodkiem? Ten ostatni przebiegnie niewatpli-
wie calg dlugoé¢ AD, a obwdéd matego [wiekszego] kola dotknie swy-
mi punktami calej linii BE [CF). W jaki wiec sposéb moze mniej-
sze {[wieksze] kolo, bez przeskakiwania [cofania sie], przebiec droge
tak znacznie dluisza [krétsza] od swego okregu?
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boku AB. Rozwazmy ruch szesciokata wickszego polegajacy
na jego obrocie o kat rowmny szeSédziesiagt stopni dokola punk-
tu B (rys. 2). Wowczas bok BC zajmie polozenie BD (tj. punkt
C pokryje sie z punktem D), zas bok FG mniejszego szescio-
kata zajmie polozenie HK ({j. punkt F przejdzie na punkt H,
za$§ punkt G przejdzie za punkt K). Srodek szesciokata O
zajmie polozenie O’ przesuwajac sie na odlegloé¢ réwng boko-
wi AB. W tym przypadku boki EF oraz HK sa rozlgczne; do-
kladniej: miedzy bokiem EF oraz bokiem HK pojawia sie

Rys. 2

odcinek FH, ktéry przy ruchu wiekszego szesciokata zostal
»przeskoczony” przez mniejszy szeSciokat. Nie ma w tym nic
dziwnego i rozwazajgc szeSciokrotne powtérzenie opisanego ru-~
chu stwierdzamy, ze zaden paradoks amalogiczny do paradok-
su wiekszego i mniejszego okregu nie powstaje ®.

Podobna sytuacja ma miejsce w przypadku kiedy mniejszy
szeSciokat zrobi jeden elementarny ruch. Przypu$émy miano-
wicie, ze mniejszy szesciokat obréoci sie o kat rowny szesé-

S Galileo Galilei, dz. cyt, 24—25.



{5] PARADOKSY GALILEUSZA 43

dziesigt stopni dokola punktu F (rys. 3). Wowezas bok FG zaj-
mie polozenie FR (tj. punkt G pokryje si¢ z punktem R),
za§ bok BC wiekszego szeSciokgta zajmie polozenie ST (tj.
punkt B przejdzie na punkt S, punkt C przejdzie na punkt
T). Srodek szesciokata O znajdzie sie w punkcie O’ przebywa-
jac droge réwng dlugosci boku EF. W tym przypadku boki
AB oraz ST wiekszego szesciokata majg cze$¢ wspdlng réw-
ng odcinkowi SB, o ktéry przy ruchu mmiejszego szeSciokata
zostaje ,cofniety” bok BC. Nie ma w tym nic dziwnego
i rozwazajac szeSciokrotng iteracje opisanego ruchu elemen-

L) B <
Rgs. 3

tarnego mniejszego szesciokata stwierdzamy, Ze Zaden para-
doks analogiczny do paradoksu wiekszego i mniejszego okregu
nie powstaje °.

Zanotujmy, ze skonstatowanie nieparadoksalnosci sytuacji
w przypadku toczenia sie po prostej zwigzanych ze sobg szes-
ciokatow foremnych (wigkszego i mniejszego) wydaje si¢ by¢
pouczajace i dzi§ choéby ze wzgledu na charakter ksztal-

¢ Tamze.
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cacy naszg wyobraznig w odniesieniu do ruchu prostych fi-
gur geometrycznych.

Przed chwila rozwazaliSmy toczenie sie szeSciokatow fore-
mnych (wigekszego i mniejszego) po prostej. Podobne rozumo-
wanie prowadzi do wmiosku, ze z analogiczng sytuacjag mamy
do czynienia w przypadku wielokatow foremmnych o dowol-
nej liczbie bokdw. Przypus$émy, ze wielokat wigkszy toczy sie
po prostej. Wowczas kolejne boki wielokata mniejszego ,,prze-
skakuja” odcinki réwme jego bokom; innymi siowy mamy do
czynienia z ciggiem odcinkdéw ,zajetych” i ,,przeskoczonych”.
Niech teraz wielokat mmiejszy toczy sie po prostej. Wowezas
kolejne boki wielokgta wiekszego ,,cofaja sie” o odpowiednia
czes¢ swej dlugosci. Mamy wiec do czynienia z zachodzeniem
na siebie bokow wielokgta wiekszego.

Galileusz traktuje okrag kota (wzglednie kolo) jako wielokat
foremmy o nieskonczonej liczbie bokoéw. Wychodzac z tego
zalozenia oraz z poczynionego wyzej spostrzezenia w odnie~
sieniu do toczenia sie wielokatéw foremnych po prostej za-
uwaza, ze podczas toczemia sie wiekszego okregu po prostej
opisywana linia jest réwna nieskonczemie wielu bokom kota
wiekszego oraz nieskonczenie wielu bokom kola mniejszego
poprzedzielanym nieskonczona iloscia miejsc pustych. Podob-
nie jezeli toczy sie kolo mniejsze, to opisywana linia jest row-
na nieskonczenie wielu bokom kola mniejszego oraz nieskon-
czenie wielu bokom kola wiekszego, przy czym nieskonczenie
wiele bokéw kola wiekszego zachodzi na siebie. Konsekwen-
tnie paradoks nie powstaje’.

Jak nalezy oceni¢ Galileuszowg propozycje rozwigzania pa-
radoksu duzego i malego kola? Wydaje sie, Ze z psychologicz-
nego punktu widzenia malezy uznaé jg za trafng. Z metodo-
logicznego oraz merytorycznego punktu widzenia budzi ona
raczej watpliwosci. U podloza rozumowania Galileusza znaj-
duje sie zalozenie, ze wlasnosé przystugujaca nieskonczonemu
ciagowi figur przystuguje takze figurze gramicznej. A tak
przeciez w ogodlnosci nie jest. Wystarczy w tym celu rozwa-
zy¢ cigg funkeji (badZ ciag wykreséw funkeji) danych wzo-
rem y = x", gdzie O<{x<(1. Dla kazdego n = 1, 2, ... funkcja
y = x" jest ciggla (wykres funkcji jest zbiorem spdjnym).
Natomiast granica powyzszego ciggu, tj. funkcja f(x) = lim
x" przy n dazgcym do nieskonczonoéei, mie jest fumkejag ciagla
(jej wykres nie jest zbiorem spéjnym). Dzis jest to fakt dob-

7 Tamze, 26—27.
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rze many®. Nie nalezy jednakze zbyt mocno podkreslaé¢ po-
mytki popelnionej w tym przypadku przez Galileusza. Nie
znal on przeciez pojecia granicy’ Trzeba mie¢ na uwadze
fakt, ze Scisle rozwazZania na temat granicy funkeji i jej wlas-
nosci nastapily dopiero, z grubsza biorgc, w 200 lat po Ga-
lileuszu. Nie rozporzadzal on wiec odpowiednim zasobem fak-
tow matematycznych w odniesieniu do granic ciggdéw funkeji,
wzglednie do granic ciggéw zbiorow. Wypada natomiast zwro-
ci¢ uwage na dwa co najmniej aspekty wigzace sie z omawia-
nym paradoksem. Po pierwsze chodzi o to, ze Galileusz zajat
nowsg postawe wobec nieskonczonosci. Potraktowal jg nie ja-
ko wielko$¢, lecz jako zbidr elementéw (niepodzielnych). Zaje-
cie tego rodzaju postawy jest wyrainie widoczne z przyto-
czonych wyzej rozwazan . Konsekwentnie mozna wiec wno-
sié, ze Galileusz opowiedzial sie za nieskonczono$cia aktual-
na, czyli, ujmujac rzecz ogolnie, za nieskonczonoscia kategore-
matyczng. Po drugie, przeprowadzone przez siebie rozwazania
geometryczne w odniesieniu do toczenmia sie wielokgtéow forem-
nych oraz koét po linii prostej zastosowal do wyjasniania roz-
rzedzania i zageszczania sie cial materialnych ™.

3. PARADOKS OKREGU I PUNKTU

Rozwazmy prostokat utworzony z dwu przystajacych do
siebie kwadratéw. Wpiszmy wen polokrgg o promieniu row-
nym boku kwadratu, zas$ o srodku lezagcym na gémnej podsta-
wie prostokgta. Niech prostokat obraca sie wok6l wspdlnego
boku obu kwadratéw. W wyniku obrotu otrzymamy walec
Z wpisang wen potkula. Usunmy z walca poédlkule. Pozostals
bryle nazwijmy miska. Rozwazmy jeszcze stozek prosty wpi-
sany w rozwazany walec, ktorego podstawyg jest podstawa
miski. Latwo mozna wykazaé, ze objetosé miski jest réwna
objetosci stozka, a takze iz dowwolna plaszezyzna rownolegla
do- podstawy walca odcina z miski oraz stozka cze$ci o tej
same]j objetosci i o tym samym polu podstaw. Innymi stowy,
wierzch miski i wierzch stozka, jak rowniez ich podstawy, sg
odpowiednio sobie réwne. Zblizajmy sie teraz z odcinajacymi

& Zob. np. K. Kuratowski, Rachunek rézniczkowy i catkowy, Funkcje
jednej zmiennej, Warszawa 1967, 87—88.

% Por. C. B. Boyer, Historia rachunku rézniczkowego i catkowego
i rozwdj jego pojeé, t1. St. Dobrzycki, Warszawa 1964, 168.

¥ Por. takze C. B. Boyer, dz. cyt., 169.

1 Galileo Galilei, dz. cyt.,, 37—38.
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plaszczyznami do goérnej podstawy pierwotnego walca. W kaz-
dym momencie zachowania bedzie réwnos$¢ objetosci wymie-
monych flgur oraz pol ich podstaw. W przypadku miski od-
cinana czest figury przejdzie w okrag kola, zas w przypwdku
stozka — w jeden punkt, w jego wierzcholek. A poniewaz
sg one ostatnimi resztami i $ladami wielkosci réownych, dla-
czego nie mamy uwaza¢ ich za rowne? Na podstawie takich
rozumowan wnosimy, ze wszystkie okregi koi, jakkolwiek
bylyby rozine, mogg by¢ nazwane rownymi, a kazdy z nich
rowny jednemu punktowi . W ten sposéb powstaje paradoks,
ktory moze zosta¢ nazwany paradoksem okregu i punktu.

W jaki sposob Galileusz ustosunkowuje sie do powyzszego
paradoksu? Wydaje sie, Ze zajmuje stanowisko agnostyczne
w odniesieniu do mieskonczonosci. Uwaza, ze nieskonczaonosé
sama przez sie jest réwnie niezrozumiala, jak i czastki nie-
podzielne. Jezeli chcemy utworzy¢ linie z punktéw niepodziel-
nych, to musimy jednoczesnie bada¢ nieskonczonosé i niepo-
dzielno$¢. Naszym skonczonym umyslem nie mozemy roz-
waza¢ nieskonczonosci. ZwykliSmy bowiem przypisywaé jej
te wilasnosci, ktére obserwujemy w rzeczach skonczonych
i ograniczonych. A te tutaj sie nie nadaja. Pojecia wiekszoé-
ci, rébwnosci i mmniejszoSei nie moga by¢ stosowane do nie-
skonczonosci. Niepodobna jest mowic o wiekszych, réownych
lub mniejszych nieskonczonosciach ®*. Sformulowane prze-
$wiadczenie Galileusz uzasadnia spostrzezeniem, ze liczby cal-
kowite daja sie wzajemnie jednoznacznie (mowiac dzisiejszym
jezykiem) odwzorowa¢ na ich kwadraty. Jego zdaniem znaczy
to, ze wielkoé¢é kwadratow nie jest ani wieksza ani mmniejsza
od wielkosci liczb catkowitych. Uwaza, Ze pojecia wickszos-
ci, rOwnosci oraz mniejszosci stosuja sie tylko do ilosci skon-
czonych, nie stosuja sie natomiast nie tylko miedzy nieskon-
czorllos’c»iami, lecz takze miedzy nieskonczomo$cig a skoniczonos-
cig ¥

Istnieje opinla gloszaca, ze Galileusz sformulowal omawia-
ny paradoks nie w tym celu, aby mial wierzy¢, ze okrag kola
jest tak wielki, jak jego punkt $rodkowy, lecz raczej w chara-
kterze podniety do dalszych rozwazan . Sugestia ta wydaje
sie by¢ stuszna. W rozumowaniu Galileusza mozna widzieé in-

12 Tamze, 28—29.

13 Tamie, 31.

U Tamsze, 33.

5 B. Bolzano, Paradoksy nieskoriczono$ci, tl. E. Pakalska, PWN,
1966, 95, 98.
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tuicje (czy moze praintuicje) pojecia homotopii. Przypomnij-
my to pojecie .

Niech X oraz Y bedg dwoma przestrzeniami. Niech f oraz
g bedg dwoma przeksztalceniami przestrzeni X w przestrzeni
Y. Wyrazajac sie intuicyjnie powiemy, Ze przeksztalcenia te
sa homotopijne, jezeli dajg sie one w przestrzeni ¥ w sposob
ciggly odwzorowa¢ wzajemnie w siebie. Moéwigc S$cislej po-
wiemy, ze f oraz g sa homotopijne w Y, jezeli istnieje przek-
sztalcenie ciggle iloczynu kartezjanskiego przestrzeni X przez
domkniety odcinek [0,1], takie, ze F(x,0) = f(x) oraz F(x,1) =
= g(x) dla kazdego x nalezacego do X.

Wykazuje sie, ze relacja homotopijnosci na zbiorze cigglych
przeksztalcen przestrzeni X w przestrzen Y jest relacjg row-
nowaznosei.

Wprowadza sie takze pojecie typu homotopijnego dwu prze-
strzeni. Méwimy, ze przestrzenie X oraz Y maja ten sam
typ homotopii, jezeli istnieje ciggle przeksztalcenie f przestrze-
ni X w przestrzen Y oraz ciggle przeksztalcenie g przestrzeni
Y w przestrzen X takie, ze zlozenie przeksztalcenn gf jest ho-
motopijne z przeksztalceniem tozsamosciowym na przestrzeni
X, za§ zlozenie przeksztalcern fg jest homotopijne z przek-
srtalceniem tozsamosciowym na przestrzeni Y. O przestrze-
niach X oraz Y. moéwi sie takze, ze sa homotopijnie réw-
nowazne. Okazuje sie, ze relacja posiadania tego samego ty-
pu homotopii jest relacjg rownowazno$cei w klasie wszystkich
przestrzeni.

Przestrzen homotopijnie réwnowazna z punktem zwie sie
przestrzenia Sciagalng. Moéwiac intuicyjnie, przestrzen sciggal-
na to taka, ktédra mozna zdeformowaé w sposob ciagly w sobie
do jednego pumktu.

Paradoks Galileusza odnos$nie do okregu (bgdz kota) i ounk-
tu znajduie wiec wyjadnienie i rozwiazanie zarazem. Tarcza
kola jest éciagalna w sobie do dowolnego ze swych punktéw.
Podobnie okrag kola jest Sciggalny w tarczy kola do dowolne-
go z jej punktéw. Mozna natomiast wykazaé, ze okrag kola
nie jest Sciggalny w sobie do jednego punktu. Ten ostatni
przyklad wskazuje na potrzebe wyrézniania przestrzeni, w
ktorei dokonuje sie deformacii, jak tez na subtelno$é wsnol-
czesnych rozwazan w odniesieniu do przestrzeni $ciagalnych .

16 Zob. np. R. Engelking, K. Sieklucki, Geometria i topologia, Czesé
II: Topologia, Warszawa 1980, 59—68 a takzie Czes Kosniowski, A first
course in algebraic topology, Cambridge 1980, Chapter 13.

17 Pojecie przestrzeni sciggalnej wigze sie z szerszym pojeciem re-
traktu oraz retraktu deformacyjnego. Pojecia te wprowadzit K. Bor-
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Wrotmy jeszcze na chwile do przykladu Galileusza. Roz-
waza on miske i stozek o wspéinej podstawie bedacej tarcza
kola. Odcina plaszczyznami réwnoleglymi do podstawy obu
figur czes¢ miski oraz czes¢ stozka. Zblizajac si¢ gornej pod-
stawy otrzymuje, odpowiednio, okrag kola oraz punkt. Latwo
jest wskaza¢ przeksztalcenie ciggle, ktéore w rozwazanej fi-
gurze przeprowadzi okrag kola w wierzcholek stozka. Wys-
tarczy w tym celu okrag kola ,zsung¢” na dolng podstawe,
a nastepnie ,,podnosi¢” go po powierzchni stozka odpowiednio
zmniejszajgc az dojdziemy do wierzchotka stozka. Podobnie
mozna wskaza¢ na przeksztalcenie, ktoére przeprowadzi cala
miske na wierzchotek stozka. Nie jest rzecza trudng zauwazye,
ze miska jest przestrzenig $ciggalng w sobie, a wiec tego sa-
mego typu co przetrzen jednopunktowa.

4. PARADOKS OKREGU I PROSTEJ

Rozwazmy teraz miejsce geometryczne punktow plaszczyz-
ny, ktérych stosunek odleglosci od dwu jej punktéow statych
jest staly. Wprowadzmy oznaczenia. Niech A oraz B bedsg
dwoma danymi stalymi punktami plaszczyzny. Niech O ozna-
cza srodek odcinka AB. Niech C bedzie punktem potozonym
we wnetrzu odcinka OB. Interesuje nas miejsce geometrycz-
ne punktéw plaszczyzny, dla ktérych stosunek odleglosci od
punkituy A do odlegloéci od punktu B jest rowny stosunkowi
dlugosci odcinka AC do dlugosci odcinka CB. Proste rozu-
mowanie poucza, ze szukanym miejscem geometrycznym be-
dzie pewien okrag kola przechodzacy przez punkt C o srodku
polozonym na prostej AB. Im blizej punktu B znajduje sie
punkt C, tym mniejszy promien bedzie mial wspomniany
okrag, im za$ punkt C bedzie blizej srodka O, tym okrag be-
dzie mial wiekszy promien. Zapytujemy co sie stanie, gdy
punkt C pokryje sie¢ z punktem O? Woéwezas stosunek wspo-
mnianych odleglosci bedzie réwny jednosci i otrzymamy sy-
metralng odcinka, czyli prosta prostopadly do odcinka AB
przechodzacy przez jego srodek. Poszukiwanym miejscem ge-
ometrycznym nie bedzie wiec okrag kola, lecz prosta. Jezeli
wiec punkt C zbliza sie do punktu O, to okregi stajg sie
coraz wieksze, a wiec dazg do okregu nieskonczenie wielkiego,
ktorsy jednak nie zakrzywia sie i okazuje sie byé linig pro-
sta !
suk w latach trzydziestych. Zob. np. K. Borsuk Theory of retracts,

Warszawa 1967,
18 Galileo Galilei, dz. cyt., 36—37.
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Galileusz zwraca tu uwage na roéznice, jaka zachodzi mie-
dzy, jak mowi, kotem skonczonym i nieskonczonym. Uwaza,
ze kolo nieskonczenie wielkie zmienia swa istote; przestaje
by¢ kotem. Z tego faktu wyprowadza wniosek, Ze nie moze
istnie¢ zadne kolo nieskonczone. Z podobnych racji nie moze
istnie¢ zadna kula nieskonczona. Kolo nieskonczone bowiem
nie jest kolem w znaczeniu zwyklym, nie zakrzywia sie prze-
ciez. Podobnie kula nieskonczona nie jest kulg w znaczeniu
zwykiym, nie jest przeciez zakrzywiona. Pavadoks obecny po-
lega na tym (tak przynajmniej mozna go odczytaé), ze nie-
skonczone kolo przestaje by¢ kolem. Ale czy moze co§ prze-
sta¢ by¢ soba? Totez zaproponowane rozwigzanie paradoksu
orzeka, ze nie istniejg nieskonczone kota, a takze nieskonczo-
ne kule, jak rowniez nieskonczone ciata. Krotko mozna powie-
dzie¢, ze nie ma nieskonczonych kol, nie ma mnieskonczonych
kul itp.”. Kolo jest zawsze kolem, zas prosta jest zawsze
prosta. Inaczej nie moze byé. Wobec tego paradoks ginie.

Istotnym elementem argumentacji antyparadoksalnej jest
wiee zgoda odnos$nie do niemozliwoéci istnienia tworéow oma-
wianego rodzaju, a wigc tworéw bedacych nieskonczonymi
kotami, nieskonczonymi kulami itp.

Zauwazmy, ze Galileusz dyskutujac obecny paradoks nawig-
zuje do topienia sie cial, przechodzenia niespoéjnych cial sta-
tych {a nawet rozdrobnionych na czasteczki niepodzielne) w
stan plynny, a wiec przyjmujacych postaé ciggla (czy moze
lepiej: postaé spdjna). Czyni réowniez aluzje do tezy, ze przy
szukaniu nieskonczono$ei wsréd liczb znajdujemy w koficu ]ed-
nos¢ ®. Ta bowiem spehlia wszystkie warunki ]alkle winna
.,pelmac nieskonczonos$é #,

Paradoks okregu i pI‘OS‘CE] dotyczy problemu powstawama
tworu nieskonczonego, tworu o innych wlasno$ciach w po-
réwnaniu do wlasnosci tworow z ktorych powstaje. Galileusz
rozwaza przejScie z dziedziny tworéw skonczonych do tworu
nieskonczonego. Formulujac swdj paradoks dal wyraz przes-
wiadezeniu odnosnie do mozliwoscl powstawania tworéw nie-
skonczonych istotnie réznych od tworéw skonczonych, z kto-
rych powstaja te pierwsze. Nasuwa sie w naturainy sposéb
my$l uogélnienia spostrzezenia Galileusza. Wydaje sie, ze
mozna moéwi¢ o powstawaniu nowych co do istoty twordw
z tworéw juz istniejagcych. Wszystkie te twory mogg by¢ two-

1% Tamie, 37.

20 Tamze, 37, 35.
21 Tamze, 35.

4 — Studia Philosophiae Christianae nr 1
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rami skonczonymi w sensie wielkosci, lub inaczej tworami
o skonczonej $rednicy (czyli maksymalnej odleglosci miedzy
ich punktami krancowymi). Dla ilustracji rozwazmy trojkat
réwnoboczny oraz kolo. Zaldzmy, ze trojkat jest wpisany w
kolo. Nie jest rzecza trudng wskaza¢ przeksztalcenie, ktore
w sposéb wzajemnie jednoznaczny i obustronnie ciggly od-
wzoruje rozwazane kolo na trojkat, wzglednie trojkat dany
na kolo na nim opisane. Z metrycznego punktu widzenia
kolo i trojkat roznig sie od siebie istotnie. Czym wytluma-
czy¢é przyjecie przez kolo formy tréjkata rowmobocznego,
wzglednie odwrotnie — przyjecie przez trojkat réwnoboczny
formy kola? W dyskutowanym paradoksie mozna przeto wi-
dzie¢ problematyke powstawania rzeczy nowych. Galileusz
stwierdzil jedynie fakt powstawania nowego tworu (i to mnie-
skoficzonego). Nie zajat sie zagadnieniem mechanizméw, kto-
re by wyjasnialy rezultat ich dzialan tworzacych nowe przed-
mioty. By¢ moze, ze w przypadku rozwazan geometrycznych
jest to zbedne. Ale zagadnienie samo w sobie, a wiec w odnie-
sieniu rowniez do twordéw rzeczywistych, badanych przez przy-
rodnika, jest wazne i aktualne. Wystarczy w tym miejscu
wspomnieé¢ chocby o zmianie w pogladach naukowych na prze-
bieg ewolucji prowadzacej do nowstania czlowieka, jak tez
samej formy jei zachodzenia. Ciaglo§¢ czy skokowo$¢ zmian,
kierunek czy kierunki rozwoju — oto otwarte dzi§ pytania
w zakresie szeroko rozumianej nauki o zyciu.

Wsnomniane nieco wyzej vrzechodzenie rozdrohmionych cial
statych w postaé plynng, ciagla moze hyé odezytane jako ilu-
stracja sposobu, w jaki usilowano wyobrazié sobhie nrzechodze-
nie od wielkosci skonczonyvch do wielkosei nieskonczonych.
Nieskonczony zbi6r niepodzielnych nie jest rodobny do niesty-
chanie drobnego proszku, lecz do czego§ w rodzaiu zlewania
sie czesci w jedna cato$é. jak w nrzyvadku cieczy ®.

5. UWAGI ZAMYKAJACE

Dokonajmy teraz podsumowania rozwazan tyczacych sie
przedstawionych i przedyskutowanych paradoksow. Zanim
jednak do tego przystapimy poczynimy wpierw jeszcze pewne
uwagi. Uwyraznijmy najpierw fakt polegajacy na tym, ze
Galileusz rozwazal zbiory nieskonczone w dwu aspektach: po
pierwsze, zbiory nieskonczone jako mnogosci, a wiec jako

2 C. B. Boyer, dz. cyt, 170.
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zbiory ,same w sobie” oraz po drugie, zbiory nieskonczone
jako tzw. zbiory punktowe, a wiec zbiory wraz z topologia.
Galileusz nie positugiwal sie, rzecz zrozumiala, terminologig
zastosowana przed chwilg, nie wyrozniat takze od siebie wspo-
mnianych dwu aspektow, jednakze konkretne ilustracje, kto-
rymi sie postugiwal przy swych rozwazaniach pozwalajg na
dokonanie tego podzialu. Badajgc zbiory nieskonczone Gali-
leusz poslugiwal sie¢ zbiorami liczb catkowitych, ich kwadra-
tow itp., a takze odcinkami geometrycznymi, kolami itd. Ga-
lileusz, jak pamietamy, byl zdania, Zze nie mozna poréwny-
waé (co do wielkosci) zbioroéw skonczonych z nieskonczonymi,
jak tez zbiorow nieskonczonych miedzy soba. Dzisiaj sprawe
t¢ widzimy inaczej. Przyjmujemy, ze jest sens méwié o zbio-
rach nieskonczonych réznych mocy, a takze okresla¢ miedzy
nimi relacje mniejszosci, wzglednie wiekszosci. Czy wobec tego
stwierdzenie Galileusza orzekajgce nieporéwnywalnoéé zbio-
réw nieskonczonych nalezy uzna¢ po prostu za blagd? Wydaje
sie, ze tak nie musi by¢. W omawianym sformutowaniu Ga-
lileusza mozna dopatrywac sie niewyraZnej jeszcze intuicji
pojecia, ktéremu nadano w poczatkach obecnego wieku nazwe
homoi nieporéwnywalnych. Przypomnijmy pojecie homoi, kté-
re bywa rowniez nazywane wymiarem w znaczeniu Fré-
cheta. Niech A oraz B bedy dwoma przestrzeniami. Jezeli A
jest homeomorficzne z pewng czescig B oraz B jest homeomor-
ficzne z pewng czesciag A, to o przestrzeniach A oraz B mo-
wimy, ze maja te samg homoje. Np. domkniety odcinek oraz
prosta euklidesowa, jak latwo widzie¢, majg te samg homoje.
Jezeli zbiory sa miedzy sobg homeomorficzne, to majg oczy-
wiscie te samg homoje. Nie jest jednak odwrotnie. Zbiory
majgce te samg homoje nie muszg by¢ homeomorficzne. Blizsza
analiza wykazuje, ze istnieja homoje nieporéwnywalne, in-
nymi slowy, nie kazde dwie przestrzenie dadzg sie poréwnaé
co do homoi. Np. zbior wszystkich punktéw dwu przecinajg-
cych sie odcinkow nie daje sie poréwnaé co do homoi ze
zbiorem wszystkich punktéw okregu kola . Jezeli teraz teze
0 nieporéwnywalno$ci zbioréw nieskonczonych zawezimy do
pewnych zbioré6w punktowych, to mozemy uznaé slusznosé
stanowiska zajetego przez Galileusza.

Sprawa nastepna to zagadnienie wielkosci zmiennych. W
tym przypadku Galileusz uwazal, ze miedzy skonczonym a nie-

23 Zob. W. Sierpiniski, Wstep do teorii mnogo$ci i topologii, War-
szawa 1965, 100—103. Pojecie homoi wprowadzit P. Mahlo.
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skonczonym istnieje jeszcze cos$ trzeciego, posredniego, miano-
wicie to, co odpowiada kazdej danej liczbie. Mozemy prze-
ciez przyzna¢ danej linii sto, tysige, dziesieé tysiecy czegsci
skonczonych, ale nie mozemy jej podzielic na nieskonczenie
wiele czesci. MieSci ona w sobie nieskoniczenie wiele punk-
tow *. Wielko$é podzielng moze utworzyé¢ tylko nieskonczenie
wiele niepodzielnostek ®. Mamy tutaj wzglednie wyrazne opo-
wiedzenie sie za skladaniem si¢ kontinuum z nieskonczenie
wielu punktow i jednoczesnie zaprzeczenie, by sktadalo sie ono
z nieskonczenie wielu pododcinkéw (zwlaszeza rownej diu-
gosci). Sformutowania te nalezy obecnie uznaé za sluszne w
pewnym tylko stopniu. Adakwatne ujecie zagadnienia wyma-
ga operowania pojeciem njeskonczonosci przeliczalnej oraz
nieskonczonosci mocy continuum. Galileusz postugiwal sie wy-
mienionymi pojeciami w sposéb intuicyjny, nie sprecyzowat
ich przez podanie odnoénych okreslen. Ujmujac nieskonczonosé
nie od strony wielkosci, lecz od strony mnogosci dokonal
istotnego kroku naprzéd w obrdbce intelektualnej pojecia nie-
skonczonosci. Jednakze nadal ujmowat to pojecie intuicyjnie
jako zbioér, ktoérego liczba elementéw jest rozna od kazdej
liczby catkowitej dodatniej. Dopiero R. Dedekind * zapropo-
nowal okreslenie zbioru nieskonczonego nie postugujace sie
pojeciem liczby catkowitej. Wedlug tej propozycji zbiér jest
nieskonczony, jezeli zawiera czes¢ wlasciwg rownoliczng z nim
samym. Za czasow Galileusza bylo jeszcze za wcezesnie na
sformulowanie tego rodzaju okreslenia. W rozwazaniach Ga-
lileusza znalezé¢ jednak mozna wiele intuicji zwigzanych z
poruszanym tu problemem. W celu poréwnania z obecng sy-
tuacjg umyslowa mozna doda¢, ze dzi$ jeszcze pomimo osigg-
nie¢ z zakresu teorii mnogosci i topologii nie zawsze odroz-
nia sie np. pojecie cigglo$ci od pojecia spdjnosci. Tym bar-
dziej wiec nic dziwnego, Ze podobna sytuacja zachodzila w
czasach Galileusza i w jego rozwazaniach tyczacych sie nie-
skonczonosci.

Po tych uwagach przejdZmy do podsumowania rozwazan
odnoszacych sie do paradokséow Galileusza.

Kazde rozumowanie prowadzace do paradcksu zaklada te-
ze gloszaca, Ze granica tworow geometrycznych majgeych
wlasnos¢ W takze te wlasnos$¢ posiada. Pamietamy, ze teza ta
w caloSci swej ogoélnosci nie jest stuszna. Galileusz nie roz-

2 Galileo Galilei, dz. cyt., 34.
% Tamze, 31.
2¢ Was sind und was sollen die Zahlen, Braunschweig 1881.
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porzadzal danymi typu geometrycznego, ktore by jej stusz-
no$¢ kwestionowaly. Totez mozna optowaé za takim odczyta-
niem paradokséw, aby widzie¢ w nich negacje wspomnianej
tezy. Poniewaz rozumowanie oparte na niej prowadzi do pa-
radoksu (np. punkt jest rowny okregowi kola), przeto na-
lezy ja odrzuci¢. Z podobng sugestia wystapil, jak pamietamy,
B. Bolzano. Piszgcemu te slowa wydaje sie jednak, ze w pa-
radoksach Galileusza nalezy raczej widzie¢ zaczatki intuicji
w odniesieniu do takich poje¢ jak spdéjnosé zbioru, homoto-
pia, homoja, zbiory o $rednicy skonczonej badZ nieskonczo-
nej, nie za$ negacje ogolnej tezy o zachowywaniu sie pewnych
wlasnoéci przy przechodzeniu do granicy. Galileuszowi cho-
dzilo ‘0 przebadanie, jesli tak mozna powiedzieé¢, istoty nie-
skoneczonosci. Trzeba przyznaé, ze nie udalo mu sie to w pel-
ni. Bylo na to jeszcze za wczesnie. Ale pewne wyniki uzy-
skal ujawniajace jego glebokie intuicje tyczace sie zbiorow
nieskonczonych. Znajduje sie¢ on niewgtpliwie na drodze wio-
dacej w kierunku B. Bolzano i G. Cantora.

Zapytajmy, czym wiec jest nieskonczono$é dla Galileusza,
jak ja ujmowal? Na pytanie to odpowiedzmy w postaci na-
stepujgcych tez:

1. Istniejg zbiory nieskonczone aktualnie.

2. Wielu zbiorom mozna przypisa¢ charakter nieskonczony,
ale nieskonczono$¢ jest jedna; w najwlasciwszy sposdb jest
nig jednos$e.

3. Wielkosé podzielna sklada sie z nieskonczenie wielu nie-
podzielnostek. '

4. Dzielenie w nieskonczono$¢é wielkosci podzielnej nie do-
prowadzi do niepodzielnostek.

5. Badanie wielko$ci podzielnej, a wiec tym samym ba-
danie nieskonczonosci, jest nieroziaczne od badania niepo-
dzielnostek (i odwrotnie).

6. W przyrodzie nie ma przejscia od wielkosci skonczonych
do nieskonczonych.

Tezy powyzsze wydaja sie oddawac istote rozwazan Gali-
leuszowych tyczacych sie nieskonczonosci. Do takiego rodza-
ju tez doprowadzily Galileusza rozwazania o rozkladzie kwa-
dratéow i szescianow w ciggu liczb caltkowitych, o rozkladzie
srednich miedzy kwadratami i szeScianami, jak tez zanego-
wanie istnienia w odcinku nieskofczenie wielu pododcinkow
oraz przedstawione wyzej paradoksy i rozumowania do nich
prowadzace.

Galileusz byl empirykiem, wychodzil z doswiadczenia i na
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nim polegal. Ale zarazem swoje abstrakcyjne rozwazania o
nieskonczonosci laczyl z zagadnieniem zageszczania i rozrze-
dzania si¢ cial. Omoéwione paradoksy wskazujag na ogromna
pomyslowosé i wnikliwo$é ujawniong przezen w licznych roz-
wazaniach. Przeszkodg dla pomystowos$ci Galileusza zdaje sie
by¢ zbyt stabo opracowana za jego czaséw matematyczna teo-
ria zbioréow (a S$cislej, jej brak), a takze brak nowoczesnego
ujecia geometrii. Galileusz znal jedynie geometrie euklideso-
wa. W tej dziedzinie mial glebokie i dobre intuicje. Nie mial
ich jednak, tak wydaje sie wynika¢ z jego rozwazan, w za-
kresie geometrii rzutowej (jak dzi§ bysmy powiedzieli). Na
przykladzie Galileusza widaé jak wazne jest wspélgranie mysli
z empirig. Przy poznawaniu Swiata nie wystarczy ,,mocna”
empiria ze ,slaba” myéla, podobnie — ,;mocna” mys$l ze ,sta-
b3"” empirig; potrzebme jest i jedno i drugie na odpowiednio
wysokim poziomie. I tego takze uczy nas dzisiaj Galileusz *.

GALILEQ’S PARADOXES
(Summary)

The aim. of the paper is to present and discuss three paradoxes
formulated by Galileo. They are: 1) The paradox of the smaller and
langer circles, 2) The paradox of the circle and the point, 3) The
paradox of the circle and the line. Both the argumentations leading
to the formulation of the above paradoxes and Galileo’s attempt at
solving them seem to indicate his deep knowledge of geometrical
facts in which we can find at least the nuclei of intuition concerning
arithmeticising the continuum, concerning the concept of homotopy and
the concept of homoi.

%7 Zanotujmy, ze na XIII Miedzynarodowym Kongresie Historii Nauki
(Moskwa, 18—24 sierpnia 1971) na sekcji V po$wieconej Historii Ma-
tematyki i Mechaniki wygloszono tylko dwa referaty zwigzane z oso-
bg Galileusza. Oto one: G.C. Omer and E.E. Grissom, A putative
portrait of Galileo by Ribera (Trudy XIII Miezdunarodnogo Kongressa
po Istorii Nauki, Sekcija V, Moskwa 1974, 239—246); E. McMullin,
The conception of science underlying Galileo’s Discorsi (tamze, 250—
258). Nie trzeba przypominaé, jak sie wydaje, powszechnej opinii glo-
szgcej, ze Galileuszowi zawdzieczamy ducha wspoélczesnej wiedzy, opar-
tej na harmonii doswiadczenia z teorig, z naciskiem na jej ujegcie
matematyczne (D.J. Struik, Krétki zarys historii matematyki do kon-
ca XIX wieku, Warszawa 1963, 140).



