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1. WSTEP

. Do waznych wynikow w dziedzinie badan nad teoriami
sformalizowanymi I rzedu w logice klasycznej zalicza si¢ twier-
dzenie Godla o pelnosci, twierdzenie o zwartosci i twierdze-
nie Skolema-Lowenheima. Twierdzenie Godla o pelnoéci orze-
ka, ze konsekwencje logiczne przyjetych aksjomatéw rachun-
ku predykatow .sg tautologiami oraz ze kazda tautologia po-
siada dowd6d formalny! Twierdzenie o zwartosci mowi, ze
zbior formul jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy kaz-
dy jego skonczony podzbiér jest niesprzeczny® Twierdzenie
Skolema-Lowenheima moze by¢ ogélnie sformulowane naste-
pujaco: jezeli teoria T jest niesprzeczna, to posiada modele
dowolnej mocy nieskonczonej ®,

W dwoéch pierwszych twierdzeniach zawarte sg wazne i jed-
noczesnie oczekiwane wlasnoséci teorii sformalizowanych. Na-

-1 K. Godel, Die Vollstindigkeit der Axiome des logischen Funktio-
nenkalkiils, Monatshefte fiir Mathematik und Physik, 37(1930), 349—360.

2 7 twierdzenia o pelnos$ci wynika wersja teoriomodelowa twierdze-
nia, o zwartosci: zbiér formul ma model wtedy i tylko wtedy, edy
kazdy jego skonczony podzbiér ma model. Ta wersja jest réwnowaina
twierdzeniu o ideale pierwszym, w dowodzie ktbérego korzysta sie
z aksjomatu wyboru.

3 Twierdzenie w pierwotnej wersji brzmiato: jezeli formula jest spet-
niona w niepustej dziedzinie, to jest spelniona w dziedzinie przeliczal-
nej. Podal je L. Léwenheim w pracy: Uber Moglichkeiten im Rela-
tivkalkiil, Mathematishe Annalen, 76(1915), 447--470. Dowbd tego twier-
dzenia uproscil i wzmocnit Th. Skolem, Logish~-kombinatorische Unter-
suchungen iiber die Erfiillbarkeit oder Beweisbarkeit mathematischer
Sdtze mnebst einem Theoreme iiber dichte Mengen, Skrifter utgit av
Videnskapsselskapet i Kristiania, I. Mathematisk-naturvidenskabilig
klasse, 4(1920), 1—36, pokazujac, iz wymieniona wlasno$é zachodzi .dla
przeliczalnie wielu formul.
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toiniast twierdzenie Skolema-Lowenheima wydaje sie para-
doksalne, Glosi bowiem ono, iz zadna teoria sformalizowana
nie opisuje tylko jednej (z dokladnoscig do izomorfizmu) dzie-
dziny matematycznej. Jest to rezultat do pewnego stopnia nie-
pozadany, gdyz w niektérych przypadkach dazy sie do tego,
aby teoria sformalizowana w miare adekwatnie ujmowala wila-
snosci tylko jednej okreslonej dziedziny. Zgodnie z twierdze-
niem Skolema-Lowenheima okazuje si¢ to niewykonalne. Nad-
to z tego twierdzenia uzyskujemy zaskakujgce wnioski. Skoro
kazda teoria sformalizowana posiada modele dowolnych mocy,
przeto zaré6wno arytmetyka Peano, jak i teoria mnogosci ma-
ja modele matych jak i duzych mocy, a przeciez chcielibySmy,
aby pierwsza miata modele tylko malych mocy, za$ druga —
duzych mocy *.

Wymienione trzy twierdzenia sg ze sobg powigzane. Zosta-
nje to ukazane w tym opracowaniu. Podjeta bedzie takze proé-
ba wyjasnienia przyczyn paradoksalnych rezultatow plyna-
c¢ych z twierdzenia Skolema-Lowenheima. W tym celu przea-
nalizujemy jego tres¢ oraz $rodki, z ktérych korzysta sie w do-
wodzie. Nalezy od razu zaznaczy¢, iz wlasciwie mamy do
czynienia nie z jednym, a z calg grupa twierdzen, ktérg okres-
la sie jako twierdzenia Skolema-Lowenheima mimo, ze wiek-
szo§¢ z nich zostala sformulowana i udowodniona przez roéz-
nych matematykow.

2. WERSJE TWIERDZENIA SKOLEMA-LOWENHEIMA

Twierdzenia Skolema-Lowenheima mozng podzielic na dwie
wersje: dolng i goérng. Odnosza sie one wszystkie do jezykow
sformalizowanych I rzedu, przeliczalnych i takich, w ktérych
symbole logiczne sg interpretowane w sposéb klasyczny. Pod-
stawowa wersja twierdzenia brzmi:

Kazda niesprzeczna teoria posiada model przeliczalny.

Model ten konstruuje sie w dowodzie twierdzenia Godla
o pelnosci na termach jezyka sformalizowanego. Poniewaz
jezyk jest przeliczalny model ten réwniez bedzie przeliczal-
ny °. Jezeli rozpatrujemy teorie z réwnoscia, to z przytoczonej
wersji mozna latwo uzyskaé nastepujace sformultowanie:

4 Na paradoksalnoéé¢ twierdzenia pierwszy zwroécil uwage Skolem w
pracy: Einige Bemerkungen zur axiomatischen Begriindung der Men-
genlehre, Proceedings of the 5-th Scand. Math. Congress, Helsinki
1922, 217—232,

5 Pierwotne wersie twierdzenia zostaly oczywiscie udowodnione wcze§-
niej niz twierdzenie o pelnosci. Co wiecej dowody te sugerowaly dowéd



[3] TWIERDZENIE SKOLEMA-LOWENHEIMA 101

Kazda niesprzeczna teoria ma model normalny ® skonczony
albo przeliczalny.

Model normalny mozna uzyska¢ z dowolnego modelu przeli-
czalnego poprzez klasy abstrakcji relacji rowmowaznosci, ktora
w modelu wyjsciowym jest interpretacjag symbolu relacji réw-
nosci z jezyka.

Przy zalozeniu zasady wyboréw zaleznych? uzyskujemy
wersje nastepujaca:

Jezeli teoria T ma model A nieskonczony, to ma model B
przeliczalny, ktoéry jest elementarnym podmodelem A, tzn.
B<{A i dla dowolnej formuly i kazdego ciagu elementéw z B
cigg spelnia formule w modelu B wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnia j3 w modelu A%,

Mozna wzmocni¢ te wersje tak, aby uzyska¢ zdanie réwno-
wazne aksjomatowi wyboru, a mianowicie:

Jezeli teoria ma model mocy k, to ma elementarne podmode-
le dowolnej nieskonczonej mocy mniejszej niz k °.

Przytoczone twierdzenia sg dolnymi wersjami twierdzenia
Skolema-Lowenheima. Goérng wersje twierdzenia mozna sfor-
mulowa¢ nastepujaco:

Jezeli teoria ma model (normalny) mocy k, to posiada mo-
dele (normalne) dowolnej mocy wiekszej niz k.

Modele te mozna uzyska¢ poprzez dodanie do modelu wyjs-
ciowego odpowiedniej ilosci statych i rozszerzenie fumkeji i re-
lacji na te dodane stale. Jesli zalezy nam na uzyskaniu mode-
lu normalnego, to dodaje sie do jezyka odpowiednig ilo$¢ sta-
tych oraz aksjomaty moéwigce, iz stale sg rézne miedzy soba,
a nastepnie korzysta sie z twierdzenia o zwartosci w wersji
teoriomodelowej.

Mozna wzmocni¢ to twierdzemie, zgdajgc dodatkowo, by no-
wy model byl elementarnym nadmodelem wyjsciowego.

Z twierdzenia Skolema-Lowenheima wynika istnienie tzw.
niestandardowych modeli dla teorii sformalizowanych rzedu I,

twierdzenia Godla. Obecnie w podrecznikach logiki twierdzenie Sko-
lema-Ldwenheima podaje sie jako wniosek z twierdzenia o pelnosei.

6 Model normalny jest to model dla teorii z réwno$cig, w ktérym
symbol relacji réwnosei interpretuje sie jako rzeczywista relacje row-
nosci.

7 Zasada wybordéw zaleznych brzmi: jezeli X jest zbiorem, R rela-
cja dwuargumentowa taky, ze dla dowolnego x€X istnieje y€X, ze
xRy, to istnieje cigg x;,x.,..€X taki, ze dla kazdego n, xpRxp+41.

8 Przytoczona wersja twierdzenia jest réwnowazna zasadzie wybo-
réw zaleinych.

9. W wiekszosci dowodéw wersji dolnego twierdzenia Skolema-Loéwen-
heima korzysta sie z aksjomatu wyboru.
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na przyklad dla arytmetyki Peano, teorii modelu liczb natural-
nych czy rzeczywistych. Mozna jednak skonstruowaé¢ przy-
klady takich modeli nie odwolujac sie do tego twierdzenia;
wystarczy np. postugiwaé si¢ twierdzeniem o zwartosci, badz
wykorzysta¢ do tego celu ultrafiltry.

- Wszystkie przytoczone wersje twierdzenia Skolema-Lowen-
heima s3 réwniez prawdziwe dla teorii sformalizowanych
rzedu I w jezyku dowolnej mocy. Dolnym ograniczeniem na
moc modelu jest wtedy moc jezyka. Teorie takie moga nie
mie¢ modeli mocy ,malej”’, w szczegblnosci przeliczalnej.

W tym miejscu nasuwa sie pytanie, czy wymienione twier-
dzenia zachodzg réowniez dla innego typu jezykéw sformalizo-
wanych. Twierdzenie o pelnosci zostalo udowodnione dla
niektorych nieklasycznych rachunkéw logicznych. Dolne twier-
dzenie Skolema-Lowenheima r6éwniez zachodzi dla wigkszosci
badanych jezykéw sformalizowanych z tym, ze najmmiejsza
moc modelu zalezy od tego jezyka. Natomiast twierdzenie
o zwarto$ci w wersji teoriomodelowej i goérne twierdzenie
Skolema-Loéwenheima zachodzg rzadziej. Co wiecej P. Lind-
strom udowodnil, ze jezeli jezyk L sformalizowany i przeli-
czalny jest zamkniety ze wzgledu na koniunkcje, negacje i
kwantyfikator egzystencjalny oraz zachodzi dla niego dolne
twierdzenie Skolema-Lowenheima i obie wymienione pomze]
wlasnosei, to L jest jezykiem logiki klasycznej rzedu I. :

a) (Gorne twierdzenie Skolema-LOwenheima) Jezeli zdanie
jezyka L ma nieskonczony model, to ma model nieprzeliczalny.

b) (Twierdzenie o zwartosm) Jezeli T jest przeliczalnym
zbiorem zdan jezyka L i kazdy skonczony podzbiér T ma mo-
del, to T ma model *.

7 twierdzenia Lindstréma wynika wiec, iz tylko dla jézy-
kéw rzedu I mozna jednoczesnie udowodni¢ twierdzenie o zwar—
tosci i gérne twierdzenie Skolema-Lowenheima.

Anj dolne ani gérme twierdzenie Skolema-Lowenheima nie
zachodzi dla teorii rzedu II, w ktorych interpretuje si¢ w spo-
s6b absolutny relacje nalezenia elementu do zbioru. Mozna
wiec w takim jezyku zaksjomatyzowaé teorie modelu liczb
naturalnych lub rzeczywistych tak, aby aksjomaty wyznaczaly
jeden tylko model z dokladnos$cia do izomorfizmu *. Teorie

10 P, Lindstrom, First order logic and géneralized quantifier, Theoria,
32(1966), 186—195; On extensions of elementary logic, Theoria, 35(1969),
1—11.

11 Teorie te sg wiec kategoryczne. Z twierdzenia Skolema-Léwen-
heima wynika, Ze zadna teoria sformalizowana I rzedu nie jest ka-
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te: zawierajag pewne aksjomaty, ktérych nie da si¢ wyrazi¢
w logice I rzedu, np. aksjomat indukeji dla liczb naturalnych,
czy -aksjomat cigglosci dla zbioru liczb rzeczywistych. Twier-
dzenia o zwartosci i Skolema-Lowenheima mogg nam w ta-
kich przypadkach postuzyé do udowodnienia nieaksjomatyzo-
walnosci w logice I rzedu pewnych teorii, a takze do badania
poje¢, ktére sg niewyrazalne w takiej logice **.

3. PRZYCZYNY PARADOKSALNOSCI TWIERDZENIA

Wydaje sie, ze zasadniczym wnioskiem, ktéry wyplywa
z twierdzenia Skolema-Lowenheima, jest, ,ze istnieje tylko
powierzchowna zgodno$é miedzy naszymi intuicyjnymi wyo-
brazeniami o pojeciach zbioru lub liczby calkowitej, a forma-
lizmami, o ktorych zaklada sie, ze je wyjasniaja”*; ,intuicja
nie moze byé w pelni sformalizowana” *. Jezyki sformalizo-
wane rzedu I nie s3 w pelni adekwatne do opisu rzeczywistos-
ci matematycznej i by¢ moze pozamatematycznej. Sa bowiem
zbyt ubogie; przy ich pomocy mozna uja¢ tylko czesé wia-
snosci, relacji zachodzacych miedzy badanymi obiektami.

‘Ta ograniczono$¢ srodkéw, jakimi dysponuje jezyk sforma-
lizowany, przeliczalny, jest jedna z gléwnych przyczyn para-
doksalno$ci wynikéw plynagcych z twierdzenia Skolema-Lowen-
heima. Mozna wymieni¢ przynajmniej jeszcze trzy wazne przy-
czyny tego stanu rzeczy: ekstensjonalnos¢ jezyka sformalizowa-
nego, paradoksalno$é¢ pojecia nieskonczonosci aktualnej, nie-
efektywno$é metod, ktérych uzywa sie do dowodu tego twier-
dzenia. Scharakteryzujmy je krotko.

tegoryczna. Warto w tym miejscu przytoczyé rezultaty, ktéore uzyska-
no hadajac kategoryczno$é w poszczegbélnych mocach takich teorii sfor-
malizowanych., Okazalo sie, ze mogg zachodzi¢ tylko cztery przy-
padki: (a) teoria nie jest kategoryczna w Zadnej mocy; (b) teoria jest
kategoryczna we wszystkich mocach; (c) teoria jest kategoryczna tylko
w mocy przeliczalnej; d) teoria jest kategoryczna we wszystkich mo-
cach nieprzeliczalnych. Jest to wynik do pewnego stopnia zaskakujacy,
ukazujgcy jednoczesnie szczegbdlng role mocy przeliczalnej.

42 Dane na temat zachodzenia twierdzenia Skolema-Léwenheima dla
logik nieklasycznych mozna znalezé m.in. w pracach: A. Mostowski,
Thirty years of foundational studies, Acta Phil. Fennica XVII, 1965,
132-—134; J. Barwise, Wuwiedienije w togiku pierwogo poriadka, w:
Sprawocznaja kniga po matiematiczieskoj togikie, I, Tieorija modieliej,
pod red. J. Barwise’a, Moskwa 1982, 13—54; K.J. Barwise, Axioms for
abstract model theory, Ann. of Math, Logic, 7(1974), 258--263.

13 N, Bourbaki, Elementy historii matematyki, Warszawa 1980, przy-
pis ‘1, 60,

‘## Hao Wang, On denumerable bases of formal systems, w: Mathe-
midtical Interpretation of Formal Systems, Amsterdam 1955, 72.
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1. Ekstensjonalno$¢ jezyka. Formuly jezyka sformalizowa-
nego sg aprzedmiotowe. Wazna jest tu tylko sama forma
wyrazen, a nie ich tresé. Przy interpretacji jezyka jest wiec
miejsce na pewng dowolnos¢. Dzieki temu mozna go interpre-
towa¢ w bardzo rdéznych dziedzinach, ktérych obiekty maja
zupelnie odmienng nature. Wazne jest tylko to, aby za-
chowaé wtlasnosci relacji, o jakich jest mowa w teorii

Powstaje naturalne pytanie, do jakiego stopnia istniejgce
modele dla tej samej teorii sformalizowanej réznig sie miedzy
soba. OdpowiedZ na to pytanie bedzie zalezala m.in. od tego,
czy rozpatrujemy teorie zupelng czy niezupelns. Jezeli teoria
jest niezupelna, to mozna jg rozszerzy¢ w niesprzeczny sposob
przynajmniej na dwa rézne sposoby, dodajgc raz dowolne nie-
zalezne od tej teorii zdanie i wszystkie jego konsekwencje,
a drugi raz negacje tego zdania. W ten sposob obie teorie be-
dg mialy modele w oczywisty sposéb réznigce sie miedzy so-
ba, mimo tego beda to modele dla pierwotnej teorii. W tym
przypadku istnienie réznic miedzy modelami mozna laczyé
takze z niezupelnoscig rozpatrywanej teorii, a nie tylko z
twierdzeniem Skolema-Lowenheima. Natomiast, gdy mamy do
czynienia z teorig zupelng, to na mocy twierdzenia Skolema-
-Lowenheima teoria ta bedzie miala wprawdzie modele nie-
izomorficzne, ale bedg one wszystkie elementarnie réwnowaz-
ne, tzn. bedg w nich prawdziwe dokladnie te same zdania. Po-
woduje to, ze gdy rozpatrujemy je od ,,wewnatrz”, postugujac
sie tylko Srodkami, jakimi dysponuje nasz jezyk, to nie jestes-
my w stanie ich odrézni¢. Réznice miedzy tymi modelami sa
widoczne dopiero na zewnatrz nich, gdy mozemy postugiwaé
sie bogatszym jezykiem niz rozpatrywany. Na przyklad stwier-
dzenie, iz w modelu niestandardowym dla liczb naturalnych
istnieja tzw. elementy niestandardowe, dokonuje sie na zew-
natrz tego modelu, przy pomocy bogatszych srodkéw niz te, kts-
re s3 w jezyku arytmetyki. ,,Obserwator” znajdujacy sie we-
wnatrz modelu niestandardowego nie jest w stanie odréznié
obiektéw niestandardowych od standardowych, bowiem te wla-
sno$ci dzialan i relacji miedzy elementami modelu, ktére dajs
sie wypowiedzie¢ przy pomocy jezyka sformalizowanegn T
rzedu, bedg takie same dla wszystkich obiektéw. Nalezy tez
jeszeze raz podkre$li¢, iz przy intervretacji jezyka sformalizo-
wanego nie jest wazna natura przedmiotéw, ktére tworzg mo-
del, istotne jest tylko, aby zachodzily relacje o okreslonych
wlasnosciach. Na przyklad dowodzi sie w arytmetyce Peano,
iz tylko zero nie ma swego bezposredniego poprzednika. We
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wszystkich wigc modelach dla tej teorii zero jest wyznaczone
jednoznacznie (z dokladnoscig do relacji réwnowaznosci, spel-
niajgcej w modelu role relacji réwmosci). Podobnie jest dla
zbioru pustego w teorii mnogosci. Nie jest poza tym wazne,
czym to zero czy zbioér pusty jest w rzeczywistosci, poza mo-
delem.

W swietle tego traci do pewnego stopnia ma ostroéci para-
doksalnos¢ twierdzeniag Skolema-Lowenheima. Istnienie modeli
nieizomorficznych nie oznacza bowiem tego, iz modele te za-
sadniczo sg rozne. Sg w nich bowiem relacje, ktérych przy-
najmniej czes¢ wlasnosci musi byé taka sama we wszystkich
modelach dla tej samej teorii. Ekstensjonalno$¢ jezyka po-
zwala na pominiecie cech charakterystycznych badanych obie-
ktow; rozpatruje sie tylko wlasnosci relacji i funkcji okreslo-
nych na tych przedmiotach. Dzieki temu teorie matematyczne
mogy by¢ z powodzeniem wykorzystywane przez rézne nauki
do opisu bardzo wielu, czesto z pozoru nie majgcych ze sobg
nic wspdlnego, sytuacji.

2. Ograniczono$¢ S$rodkow jezyka. W jezyku przeliczalnym
mozemy wypowiedzie¢ tylko przeliczalnie wiele formul, czy-
1i wyslowié¢ przeliczalnie wiele zdan o wlasnosciach rozpatry-
wanej dziedziny. Gdy wiec poshugujemy sie takim jezykiem
do opisu dziedzin o duzych mocach, to ujmujemy tylko nie-
wielkg czes¢ wilasnosci. Teoria, ktéra opisuje te dziedzine, be-
dzie wiec posiada¢ modele i matych mocy — wystarczy np.
ograniczy¢ sie do przykladéow dla wszystkich prawdziwych
formul z kwantyfikatorem egzystencjalnym. Istnienie wiec
modeli malych mocy ma swe Zrédlo w samym ,,ubéstwie” je-
zyka, jakim sie postugujemy. Zwiekszenie mocy jezyka, np.
poprzez dodanie nieprzeliczalnie wielu symboli, dopuszczenie
nieskonczenie dlugich formutl, ogranicza od dolu moc modeli.
Im bogatszy jest jezyk, tym wieksza jest moc najmniejszego
modelu dla teorii. Przy pomocy jezyka przeliczalnego mozemy
w pelni opisaé tylko dziedziny skonczone. Im bardziej jest
skomplikowana dziedzina, im ma wiecej elementéw, tym bo-
gatszy musi by¢ jezyk shluzacy do jej opisu.

3. Paradoksalnoéé pojecia nieskonczonoséci. Twierdzenie Sko-
lema-Lowenheimg jest metatwierdzeniem, dowodzonym w me-
tateorii, w ktérej przyjmuje sie m.in. teorie mnogosci oparta
np. na aksjomatach Zermelo-Fraenkla. Korzysta sie tu z poje-
cia nieskonczonosci aktualnej, uznaje (na podstawie twierdze-
nia Cantora) istnienie zbioréw dowolnych mocy. Gdy odrzuci
sie istnienie aktualnej nieskonczonosci, wtedy twierdzenie
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Skolema-Lowenheima traci sw6j sens. Mozna wigc to twier-
dzenie uzna¢ za jeszcze jeden paradoks, ktéry ma miejsce wte-
dy, gdy operuje si¢ bez zadnych ograniczen pojeciem nieskon-
czonosci aktualnej. W teorii mnogosci Zermelo-Fraenkla potra-
fimy wskaza¢ zbiory roéznych mocy, ktére sg modelami dla
tej samej teorii sformalizowanej. W intuicjonistycznej teorii
mnogosci nie jesteSmy w stanie tego uczynic.

4. Nieefektywnosé¢ metod dowodzenia. Aby udowodnié¢ twier-
dzenia Skolema-Lowenheima konieczne jest postuzenie sie nie-
efektvwnymi metodami dowodu. W szczegélnosci w dowodach
wiekszosci sformulowan twierdzenia korzysta sie z pewnych
wersji aksjomatu wyboru. Co wigcej po odrzuceniu tego aksjo-
matu, czy stabszych jego odpowiednikéw (np. twierdzenie
o ideale pierwszym), przyjmujac nawet istnienie zbioréw do-
wolnych mocy, nie jesteSmy w stanie udowodni¢ tych wersji
twierdzenia Skolema-Léwenheima *. Twierdzenie to mozna
wiec uwazaé za jeszcze jeden paradoksalny rezultat, ktory
uzyskujemy przy zastosowaniu aksjomatu wyboru. Warto tez
dodaé¢, iz konstrukcje modeli w dowodach sg do pewnego stop-
nia sztuczne, np. budujemy model na termach jezyka, czy do-
dajemy odpowiednig ilosé nowych stalych.

4. UWAGI ZAMYKAJACE

Mozna uznaé, iz paradoksalnos¢ wynikéw otrzymanych z
twierdzenia Skolema-Lowenheima jest zwigzana zaréwno z sa-
mym jezykiem sformalizowanym (ekstensjonalnosé, ograniczo-
na ilo$¢ wyrazen, ktoére dajg sie sformulowaé), jak i ze $rod-
kami, ktdére sluzg do dowodu twierdzenia (pojecie nieskonczo-
nosci aktualnej, aksjomat wyboru). Mozna w tym miejscu po-
stawi¢ pytanie, czy sg prawomocne proby, czynione przez nie-
ktorych autoré6w ', przeniesienia wnioskéw wynikajacych
z twierdzenia Skolema-Lowenheima na jezyki niesformalizowa-
ne, jakimi postugujg sie np. przyrodnicy, filozofowie itp. Wy-
daje sie, iz trzeba byé ostroznym przy dokonywaniu takich
ekstrapolacji. Przede wszystkim nalezy zwréci¢ uwage na to,

15 Niektore wersje twierdzenia mozna udowodnié bez aksjomatu wy-
boru. Na przyklad Skolem w cytowanej pracy z 1922 roku udowodnil
bez aksjomatu wyboru, ze jezeli jedna formuta jest spelniona w nie-
pustej dziedzinie, to jest spelniona w dziedzinie przeliczalnej. Jest .to
wersja, ktorg w 1915 udowodnil przy pomocy. aksjomatu wyboru Lo-
wenheim.

16 Czyni tak m.in. J. Zycinski, Wielo$é mterpretacyz a jedno$é praw-
dy w filozofii, St. Phil. Chr., 22(1986)1, 21—41. .
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ze.z faktu, iz dla niektérych jezykéw sformalizowanych zacho-
dzi twierdzenie Skolema-Lowenheima nie wynika, by byto ono
prawdziwe réwniez dla jezykow niesformalizowanych. Przeciez
nawet nie wszystkie jezyki sformalizowane posiadajg wlasnos-
ci:wyrazone w tym twierdzeniu. Nie wida¢ wiec powodow, dla
ktorych jezyk niesformalizowany, roéznigcy sie pod wieloma
wzgledami od sformalizowanego, miatby te wlasno$ci posiadaé.
Przede wszystkim jezyki niesformalizowane sg intensjonalne;
istotne sg dla nich zar6wno forma jak i tres¢ wystepujgcych
symboli. Co wiecej tres¢ wydaje sig¢ by¢ wazniejsza niz forma.
Dla jezykéw sformalizowanych zas ekstensjonalno$é jest jedng
z -przyczyn, dzieki ktérej twierdzenie Skolema-Lowenheima
mozna udowodni¢. Wprawdzie wieloznaczno$¢ i nieostro$é po-
jet¢ jezyka niesformalizowanego moga do pewnego stopnia stwa-
rza¢ efekty podobne do istnienia wielu modeli dla teorii sfor-
malizowanych, to jednak przyczyny tego stanu rzeczy w obu
przypadkach sg inne. Dla jezykéw sformalizowanych, jak
stwierdzono, ma to Scistly zwigzek z ich ekstensjonalnosciag,
z ‘ujmowaniem przez takie jezyki wlasno$ci relacji miedzy
obiektami. Przy opisie jakiej$§ dziedziny pozamatematyczne]j
zas interesujg nas nie tylko relacje miedzy przedmiotami, lecz
rowhiez natura badanych obiektéw. Jezyk naturalny jest na
tyle bogaty, ze moze stuzy¢ do tego typu opisu; jednoczesnie
jest malo precyzyjny (wieloznacznosé, nieostro$¢ pojet) oraz
mogg w nim powstawaé antynomie semantyczne. W pewnych
sytuacjach jest to niepozadane. Formalizacja usuwa te wady,
ale za cene aprzedmiotowodci jezyka sformalizowanego.
Jezyki sformalizowane sa wykorzystywane przede wszystkim
do badania obiektéw matematycznych. Jezyki niesformalizo-
wahe, naturalne stuzg do opisu otaczajacego nas swiata, rze-
czywistosci, w ktorej zyjemy. Nie mamy zadnych podstaw, aby
twierdzi¢, iz w tej rzeczywistosci istniejg zbiory jakichs$ przed-
miotéw dowolnej mocy, a takze, ze istniejg dwie nieizomorficz-
ne dziedziny, ktére opisuje ta sama teoria czy to sformalizo-
wana czy nie. Nalezy jeszcze raz podkre$li¢, iz twierdzenie
Skolema-Lowenheima mozna udowodni¢ tylko wtedy, gdy
przyjmuje sie, iz istniejg zbiory réznych mocy nieskonczonych.
Teorie przyrodnicze, filozoficzne majg za zadanie za$ opisywag¢,
wyjasnia¢ rzeczywistosé otaczajgcego nas $wiata, dla ktérego
przyjecie zalozenia o istnieniu mocy nieskonczonych wydaje
sie by¢ problematyczne.
.‘Teoria sformalizowana posiada wiele réznch modeli, nato-
miast przy opisie rzeczywistoSci zachodzi odwrotna sytuacja;
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mianowicie ten sam obszar $wiata moze byé¢ opisywany przy
pomocy roéznych teorii, formulowanych w odmiennych jezy-
kach. Nie musi to oznaczaé, iz te teorie wzajemnie sg sprzecz-
ne. Mogg one bowiem dotyczy¢ réznych aspektéw tego samego
obszaru rzeczywistosci. Tak dzieje sie¢ w naukach przyrodni-
czych. Ten sam obiekt moze staé sie przedmiotem badan za-
réwno fizyka, chemika jak i biologa. Kazdy z przykladowo
wymienionych uczonych uzywa odmiennych poje¢, innego je-
zyka. Fizyka przede wszystkim interesuja prawa i wlasnosci
ruchu, chemik koncentruje sie na skladzie, budowie, przemia-
nach, ktérym ulegajg substancje, biolog zajmuje sie przeja-
wami i wlasciwosciami zycia. Wszystkie uzyskane opisy nie .s3.
sprzeczne ze soba, a wzajemnie si¢ uzupemhiaja, ukazujac réz-
ne aspekty, wlasnosci badanego przedmiotu. Natomiast w filo-
zofii wielos¢ teorii, interpretacji swiata wigze sie m.in. z tym,
iz inaczej widzi sie otaczajacy nas swiat, przypisuje sie mu od-
mijenne wlasno$ci, cechy. Trudno jest wtedy pogodzié ze sebg
stanowiska, w ktérych tym samym obiektom przypisuje sie
zasadniczo odmienne wlasnosci, dostrzega sie relacje o zupel-
nie innych cechach. Jezeli na przyktad istnieje zgodnosé, co sie
rozumie pod pojeciem materia, lecz przypisuje sie jej zasadni-
czo odmienne wlasnosci: odwiecznoé¢ — posiadanie poczatku,
niezniszczalno$é — zniszczalnosé, skonczono$é — nieskonczo-
nos¢ itd, to uzgodnienie odnosnych stanowisk filozoficznych
jest niemozliwe, mimo wspomnianej zgodnosci co jest desygna-
tem pojecia materii. Mamy wiec tu do czynienia nie z wielo-
ma modelami dla tej samej teorii, lecz z odmiennymi, sprzecz-
nymi ze sobg teoriami, o ktérych twierdzi sig, iz opisuja ten
sam obszar, aspekt rzeczywistosci. To, ze rzeczywisto§é moze
by¢ opisywana przez odmienne teorie wynika, jak sie wydaje,
zaréowno z wieloaspektowosci tej rzeczywistosei, jak i z nie-
adekwatnosci naszego aparatu poznawczego. Nie ma to jednak
nic wspélnego z wnioskami wynikajacymi z twierdzenia Sko-
lema-Lowenheima.

ON THE SKOLEM-LOWENHEIM THEOREM
Summary

The article tries to explain the reasons for paradoxes arising from
the Skolem-Lowenheim theorem. It describes four such reasons: (1)
a formalized language is extensional, (2) it has only limited resourses,
(3) proofs of the theorem are non-effective, (4) the notion of actual
mfmlty is applied. Finally the domain of appllcatlon of the theorem
is considered.



