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syczne. 4. Zbiory rozmyte. 5. Zdarzenie rozmyte. 6. Prawdopodobiesi-
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1. WPROWADZENIE

Rozwazmy nastepujgce dwie wypowiedzi: a) Jakie jest praw-
dopodobienstwo tego, ze dzien jutrzejszy bedzie cieply?, b)
Prawdopodobnie $rednia temperatura dnia w ciggu majblizszego
miesigca nie zmaleje. Nietrudno jest zauwazy¢, ze w pierwszej
z nich wystepuje nieprecyzyjny zwrot ,dzien jutrzejszy bedzie
ciepty”. Nie bardzo wiadomo, co on dokladnie znaczy, jaka
jest jego tresé. W drugiej wypowiedzi stwierdzenie prawdo-
podobienstwa jest nieprezycyjne. Powstaje pytanie, jak nalezy
rozumiet termin ,,prawdopodobnie”. Mozna wiec powiedzieg,
ze kazda z wymienionych wypowiedzi zawiera element sfor-
mulowany nieprecyzyjnie, w pierwszej z nich odnosi sie on do
pojecia zdarzenia, w drugiej — do pojecia prawdopodobien-
stwa.

Nieprecyzyjno$¢ wspomndanych termindéw moze byé scha-
rakteryzowana jako ich rozmyto$¢. A zatem mamy tu do
czynienia, odpowiednio, z pojeciem zdarzenia rozmytego oraz
z pojeciem prawdopodobienstwa rozmytego.

Artykut ten stawia sobie za cel przedstawienie, jak sadzimy,
interesujacych dla filozofa poje¢ zdarzenia rozmytego oraz pra-
wdopodobienstwa rozmytego, a takze wskazanie relacji miedzy
nimi zachodzacych.

2. ZDARZENIE KLASYCZNE

Wprowadza sie je w nastepujgcy sposob. Za pojecie pier-
wotne, a wigc miedefiniowalne, przyjmuje sie pojecie zdarzenia
elementarnego. Zbiér wszystkich zdarzen elementarnych na-
zywa si¢ Zwykle przestrzenig zdarzen elementarnych i oznacza
literg E. Dla uproszczenia rozwazan ograniczymy sie do przy-
3 — Studia Philos. Christ. nr 2/87
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padku, kiedy przestrzen zdarzen elementarnych jest skonczona,
czyli kiedy zawiera skonczong liczbe elementéw. Przez ¥ ozna-
czamy rodzing wszystkich podzbiorow przestrzeni E. Jest wi-
doczne, ze jezeli zbiér E zawiera k elementéw, to zbior F
zawiera 2% elementéw. Do rodziny F nalezy m.in. zbiér pusty,
jak réwniez caly zbioér E.

Zdarzeniami w danej przestrzeni zdarzen elementarnych zwie
sie elementy rodziny F, czyli podzbiory zbioru E. Innymi
stowy przez zdarzenie rozumie si¢ dowolny element zbioru F,
czyli dowolny podzbiér przestrzeni zdarzen elementarnych B,

Okreslone przed chwilg pojecie zdarzenia zwact bedmemy
klasycznym pojeciem zdarzenia. Zamiast klasyczne pojecie
zdarzenia moéwi¢ bedziemy krotko zdarzenie klasyczne, albo
jeszeze krocej, po prostu, zdarzenie '

Jezeli chcemy postuzyé sie wprowadzonym pojeciem zdarze-
nia, to najpierw w kazdym konkretnym przypadku nalezy po-
prawnie okresli¢ przestrzehn zdarzen elementarnych E. Zdarze-
niami bedg wowczas, zgodnie z definicjg, dowolne podzbiory
zbioru E.

Zilustrujmy fumkcjonowanie przytoczonego okreslema na
kilku przyktadach.

Przyklad 1. Jednokrotny rzut kostkg szescienns.

Zdarzeniem elementarnym bedzie tu wynik pojedynczego
rzutu kostks, czyli jedna z liczb od 1 do 6. A zatem przestrzen
E bedzie miec p-ostaé

= {1, 2, 3, 4, 5, 6}

Zdarzeniami beda tu dowolne podzbiory zbioru E. Zbior F
liczy 2° = 64 elementy. A zatem mamy w tym przypadku
do czynienia z 64 réznymi zdarzenmiami. Rodzina F zawiera
podzbiér pusty, podzbiory jednoelementowe, dwuelementowe,

pigcioelementowe i caly zbiér E. Zdarzenie post'am {1, 3,
5} polega na wyrzuceniu nieparzystej liczby oczek.

Przykitad 2. Dwukrotny rzut kostkg szescienms.

Zdarzeniem elementarnym bedzie tutaj kazdy wymik po-

1 Czytelnika zainteresowanego okreéleniem pojecia zdarzenia w przy-
przypadku ogélnym, a wiec kiedy przestrzen E jest zbiorem dowol-
nej mocy, odsylamy do literatury specjalistycznej. W jezyku polskim
mozna poleci¢ nastepujgce pozycje: S. Zubrzycki, Wyklady z rachunku
prawdopodobienstwa ¢ statystyki matematycznej, Warszawa 1966; M.
Fisz, Rachunek prawdopodobienistwa i statystyka matematyczna, War-
szawa 19673; J. Neyman, Zasady rachunku prawdopodobienstwa i sta-
tystyki matematycznej, Warszawa 1969,
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dwoéjnego rzutu kostka, czyli para uporzadkowama zlozona
z liczb od 1 do 6. A wiec przestrzen E zawiera¢ bedzie 36
elementow. Konsekwentnie rodzina F liczy¢ bedzie 2% ele-
mentéw, co znaczy, iz tyle bedzie w tym przypadku mozliwych
zdarzen. Wypisanie ich wszystkich nie byloby ani tatwe, ani
celowe. Zdarzenie postaci {(1, 3), (2, 3), (3, 3), (4, 3), (5, 3),
(6, 3)} polega na wypadnieciu oczka 3 w drugim rzucie.

Przyktad 3. Trzykrotny rzut monets.

Zdarzeniem elementarnym bedzie, jak latwo sie przekomat,
wynik potréjnego rzutu monets, czyli uporzadkowana trojka
zkozona z orla O i reszki R. Przestrzen E zawieraé¢ bedzie 22 =
8 elementéw. Innymi stowy mozliwych zdarzen w rozwazanym
przypadku mamy 256. Zdarzenie postaci {000, OOR, ROO,
ROR} polega na wyrzuceniu orta w drugim rzucie ®

Na zdarzeniach, z tej racji, ze sg one zbiorami, mozna wy-
konywa¢ dziatania mnogosciowe, a wiec bra¢ sume mnogoscio-
wa zdarzen, ich iloczyn mnogosciowy, dopelnienie danego zda-
rzenia itd. Wyniki wykonanych dzialan zwiemy, odpowiednio,
sumg zdarzen, ich iloczynem, dopelnieniem czyli zdarzeniem
przeciwnym do danego itd. Jezeli dwa zdarzenia A oraz B
majg czes¢ wspdlng pusty, to zwiemy je zdarzeniami wyklu-
czajagcymi sie.

Nietrudno jest zauwazy¢, ze zbiér F spelnia mastepujgce wa-
runki:

1 Zbiér pusty nalezy do rodziny F.

2 Przestrzen zdarzen elementarnych E mnalezy do rodziny
F.

3 Jezeli zdarzenie A malezy do rodziny F, to réwniez zda-
rzenie przeciwne do niego réwmiez nalezy do rodziny F.

4 Jezeli dwa zdarzenia A oraz B mnalezg do rodziny F, to
rowniez ich suma, iloczyn i réznica mnalezg do nodziny F.

3. PRAWDOPODOBIENSTWO KLASYCZNE

Prawdopodobienstwem na przestrzeni zdarzen elementarnych
E zwiemy funkcje rzeczywista P okreslong na zbiorze F,
ktora speinia ponizsze warunki:

(@) OP(A)K1 dla kazdego A nalezgcego do F,

(b) P(E)=1,

2 Przeprowadzone w powyzszych przykladach obliczenia ilosci ele-
mentéw zbioré6w E oraz F opierajg sie na prostych wzorach z kom-
binatoryki. Mozna je znaleZ¢ np. w ksigzce: A. Mostowski i M. Stark,
Elementy algebry wyziszej, Warszawa 1968 4.
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(¢} Jezeli zdarzenia A oraz B wykluczajg sie, to prawdo-
podobiedAstwo ich sumy jest réwne sumie ich prawdopoedo-
bienstw, czyli P(AUB) = P(A) + P(B).

W powyzszym wzorze po lewe] jego stromie figuruje sym-
bol | oznaczajgcy sume mnogoSciowg A oraz B, czyli sume
zdarzen A oraz B. P(AUB) oznacza prawdopodobiefistwo sumy
rozwazanych zdarzen. Po prawej stromie tegoz wzoru wyste-
puje znak -+, ktory oznacza zwykle dodawanie liczb; praw-
dopodobienstwo bowiem dowolnego zdarzenia jest liczba rze-
czywisty nie mniejszg niz zerno i nie wiekszg niz jeden ®

Wartos¢ funkcji P dla danmego zdarzenia A, czyli wielkosc
P(A), zwie sie prawdopodobienstwem tego zdarzemia. Uktad
zlozony z przestrzeni zdarzen elementarnych E oraz-okreslonegs
na niej prawdopodobienstwa P nazywamy przestrzenia prawdo-
podobienstwa. Jest mozliwe okre$lenie na danej przestrzeni
zdarzen elementarnych E w rozny konkretny sposéb prawdo-
podobienstwa P, z zachowaniem rzecz jasna podanych wyzej
trzech warunkow (a), (b), (¢). Innymi stowy mozemy mieé
do czynienia z réznymi przestrzeniami prawdopodobienstw na
tej samej przestrzeni E. Te przestrzenie prawdopodobienstw
bedy stanowily formalne odpowiedniki réznych sytuacji rze-
czywistych. Zilustrujmy te uwagi prostym przykladem:

Rozwazmy jednokrotny rzut monets. Poniewaz wynikiem
rzutu moze by¢ badz orzei, badz reszka, przeto przestrzen E
sklada sie z dwu elementéw: z orta O oraz reszki R. Rodzina
F w tym przypadku sklada sie z czterech elementéw, mianoc-
wicie ze zbioru pustego, ze zbioru jednoelementowego postaci
{0}, ze zbioru jednoelementowego postaci {R} oraz ze zbioru
E. Okre$lmy na rodzinie F trzy funkcje P;, P, oraz P; w
nastepujacy sposob: wartosé kazdej z wymienionych funkeji na
zbiorze pustym niech bedzie réwna zeru, zas Pi(E) = PyE) =
PyE) = 1, natomiast Pi(O) = 1/2, Py(R) = 1/2, P,(0) = 1/3,
Py(R) = 2/3, P,(O) = 1/5, Py(R) = 4/5. Yatwo jest sprawdzig,
ze kazda z wyzej okreslonych funkeji P;, P, oraz P; spelnia
warunki (a), (b), (c). Jest wiec prawdopodobienstwem na prze-
strzeni zdarzen elementarnych E. Przestrzen prawdopodobien-
stwa (E, P;) opisuje formalnie sytuacje, kiedy mamy do czy-
nienia z monetg jednorodna, a wiec taks, dla ktorej szanse

? Warunek (c) zostal podany w najprostszym sformutowaniu. Ogsél-
ne sformulowanie tego warunku, a przeto konsekwentnie i pojecia
prawdopodobienstwa, znajdzie Czytelnik w pracach podanych w przy-
pisie 1.
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wyrzucenia orta i rzeszki sg jednakowe; dwie pozostale prze-
‘strzenie prawdopodobienistw opisujg formalnie sytuacje w przy-
padku monety niejednorodnej; wuna jendakze jest szansa wyrzu-
cenia orta w przypadku sytuacji opisywanej funkejg P, in-
na — w przypadku sytuacji opisywanej funkcjg Ps.

Przypomnijmy, ze podzbiér pusty odpowiada zdarzeniu mie-
mozliwemu, za$ cala przestrzen zdarzen elementarnych, czyli
zbiér E, stanowi odpowiednik zdarzenia pewnego. Aksjomat (b)
mowi, ze prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego jest réwne
jednosci. Mozna latwo wykaza¢, ze prawdopodobienstwo zda-
rzenia niemozliwego jest réwne zeru.

Z innych podstawowych wlasnoéei prawdopodobienstwa wy-
mienmy wzor gloszacy, ze prawdopodobienstwo sumy dwu
dowolnych zdarzen jest réwne sumie prawdopodobienstw zda-
rzen skladowych pommniejszonej o prawdopodobienstwo ich czes-
ci wspélnej. Jezeli zdarzenie A pocigga za sobg zdarzenie B,
to prawdopodobienstwo pierwszego z nich nie przekracza praw-
dopodobienstwa drugiego z nich. Suma prawdopodobienstw
zdarzenia danego oraz zdarzenia wzgledem niego przec1wneg0
jest roéwna ]ednosom

Waznym pojeciem w Kklasycznej teorii prawdopodobien-
stwa jest pojecie prawd:opodob@enbtwa warunkowego. Interesuje
nas prawdopodobienstwo zajscia zdarzemia A pod warunkiem
zaj$cia zdarzenia B. Wspomniane prawdopodobieristwo okres-
lamy jako iloraz prawdopodobienstwa iloczynu zdarzen A oraz
B przez prawdopodobienstwo zdarzenia B. Jest zrozumiale, ze
okreslenie prawdopodobienstwa warunkowego funkejonuje na
rozwazanej przestrzeni prawdopodobienstwa.

Dwa zdarzenia A oraz B nazywamy zdarzeniami niezalez-
nymi, jezeli prawdopodobienstwo ich cze$ci wspoiney jest row-
ne iloczynowi prawdopodobienstwa zdarzenia A przez prawdo-
podobienstwo zdarzenia B. OkreSlenie to przy pomocy wzoru
zapisujemy nastepujgco:

P(ANB) = P(A) - P(B)

Nakresliwszy tho naszych rozwazan, przejdziemy obecnie do

przypomnienia pojecia zbioru rozmytego, przy ktérego pomocy

bedzie mozna okresli¢ pojecie zdarzenia rozmytego oraz praw-
dopodobienstwa rozmytego.
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4, ZBIORY ROZMYTE

Niech dany bedzie pewien zesp6t przedmiotéw X. Przypustmy,
ze kazdemu przedmiotowi malezgcemu do X zostala przypo-
rzgdkowana pewna liczba rzeczywista nieujemmna zawarta mig-
dzy zerem i jednoscig. Innymi stowy, okreslona zostala funkcja
f ma zespole X przyjmujgca wartoSci z demknigtego odcinka
[0, 1]. Powiemy wowczas, ze dany jest podzbiér rozmyty w ze-
spole obiektéw X. Wartosé funkeji £ dla konkretnego przed-
miotu zwiemy stopniem jego przynaleznosci do podzbioru roz-
mytego. Zgodnie z podanym okresleniem stopien przynalez-
nosci przedmiotu do podzbioru rozmytego moze byt réwny
zeru, jednosci, badz ulamkowi wlasciwemu. Zespot tych wszy-
stkich przedmiotow, ktoérych stopien przynaleznosci jest do-
datni zwiemy no$nikiem podzbioru rozmytego. Elementy o
stopniu przynaleznosci réwnym jednosci zwiemy czgscig ostrg
podzbioru rozmytego. Pozostale elementy o dodatnim stopniu
przynaleznosci zwiemy czescig rozmytg podzbioru rozmytego *.
Latwo wida¢, ze pojecie podzbioru rozmytego stanowi uogélnie-
nie pojecia zbioru w sensie klasycznym. Kazdy zbiér jest tego
rodzaju podzbiorem rozmytym, w ktérym stopien przynalez-
noéci jego elementéw jest réowny jednosci. Innymi stowy,
funkcja przynaleznosci f jest w tym przypadku funkcja stalg
przyjmujacg warto$¢ jeden.

Jest widoczne, ze funkcja przynalezno$ci f okresla jednozna-
cznie podzbioér rozmyty w zespole przedmiotéw X. Moc zbioru
rozwazanych funkcji przynaleznosci £ jest réwna mocy zbioru
wszystkich podzbioréw rozmytych okreslonych na zespole X.
Zamiast méwié¢ podzbior rozmyty mowi sie zwykle krétko zbior
rozmyty.

Na klasie zbioréw rozmytych mozna okresli¢ .odpowiedniki
operacji mnogosciowych zdefiniowanych dla zbioréw w sensie
klasycznym, jak réwniez nowego rodzaju operacje, nazwijmy
je algebraicznymi. Przypomnijmy wspomniane dzialania na
zbiorach rozmytych.

Niech dany bedzie zbioér rozmyty okreslony ma zespole X,
a wiec niech dana bedzie funkcja przynaleznosci f, ktéra dla

4 Pojecie zbioru rozmytego wprowadzil L. A. Zadeh (Fuzzy sets, In-
formation and Control 8(1965), 338--353). Teoria zbioréw rozmytych jest
obecnie rozbudowanym dzialem matematyki i ma liczne zastosowania.
Zob. np. A. Kaufmann, Introduction a la théorie des sous-ensembles
flous, Paris 1977. Por. takze moéj artykul Nazwy nieostre a zbiory roz-
myte, Studia Philosophiae Christianae 14 (1978), 1, 31—48.
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kazdego x nalezgcego do X przyymuje wartos¢ z domknietego
odcinka [0, 1]. Oznaczmy przez K zbiér rozmyty okreslony
funkejg . Wowezas dopelnieniem zbioru rozmytego K zwiemy
taki zbidr rozmyty, ktorego funkcja przynaleznosci jest réwna
1—£.

Niech teraz dane bedg dwa zbiory rozmyte K oraz L z
funkejami przynaleznosei f oraz g.

Sumg mnogosciows zbioréow rozmytych K oraz L zwie sig
taki zbior rozmyty, ktorego funkcja przynaleznosci jest okres-
lona jako max (£, g).

Iloczynem mmogosciowym, albo inaczej czescig wspolna, zbio-
row rozmytych K oraz L zwie sie taki zbior rozmyty, ktérego
funkcja przynaleznosci jest okredlona jako min (f, g).

Widzimy, ze suma mnogosciowa dwu zbioréw rozmytych
jest najmniejszym zbiorem rozmytym zawierajacym zaréwno
jeden, jak i drugi zbiér; podobnie, iloczyn mnogosciowy dwu
zbioréw rozmytych jest najwiekszym zbiorem rozmytym za-
wartym jednoczesnie w jednym i w drugim zbiorze®.

Tatwo jest wykazaé, ze suma mnogosciowa oraz iloczyn
mnogosciowy zbioréw rozmytych sg dzialtaniami przemiennymi
i lgcznymi. Zachodzi réwniez prawo rozdzielnosci sumy wzgle-
dem iloczynu, jak tez prawo rozdzielnosci iloczynu wzgledem
sumy.

Zachodzg réwniez dla zbioréw vrozmytych prawa de Mor~
gana. A wiec dopelnienje sumy mnogosciowej dwu zbioréw
rozmytych jest réwne dloczynowi mnogosciowemu dopelnien
skladnikéw sumy; dopemienie iloczynu mnogos$ciowego dwu
zbior6éw rozmytych jest réwne sumie mnogosciowej dopelnien
czynnikéw iloczynu: Przy pomocy indukeji uwogélnia sie tatwo
prawa de Morgana ma dowolng skonczong dlo$¢ elementow
sumy oraz iloczynu.

Podalismy przed chwilg okreslenia operacji mnogoséciowych na
zbiorach rozmytych. Teraz przypomnimy okreslenia dwu ope-
racjt algebraicznych, zwanych sumg algebraiczng oraz ilo-
czynem algebraicznym.

Rozwazmy dwa zbiory rozmyte K oraz L o funkcjach przy-
maleznosei, odpowiednio, £ oraz g. Sumg algebraiczng dwu zbio-
row nozmytych K oraz L zwie sie taki zbiér mozmyty, kiorego

5 Jaki§ zbidér zwiemy najmniejszym zbiorem posiadajgcym pewng
wlasnos¢ W, jezeli zawiera sie on w kazdym zbiorze majacym wlas-
nos$¢ W. Dany zbiér zwiemy najwiekszym zbiorem posiadajagcym pew-
ng. ’W%‘arsnoéé W, jezeli zawiera on w sobie kazdy zbiér majgcy wlas-
naosc .
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funkcja przynaleznoSci jest réwna £(x)+g(x)—Li(x) « g(x), dla
kazdego x bedgcego elementem zespoiu X.

Powyzsza definicja jest poprawna. Jezeli bowiem a oraz b sa
liczbami z prz,edznalu [0, 1], to wowcezas wielkos¢ a+b—a b
mieéci sie roOwniez w wymienionym przedziale. Zatem wielkose
f(x) +g(x)—£(x) + g(x) jest liczbyg zawartg w przedziale [0, 1]
Moze wiec by¢ uznana za funkcje przynaleznoSci pewnego
zbioru rozmytego.

{loczynem algebraicznym dwu zbioréw rozmytych K oraz L
zwie sie taki zbior rozmyty, ktérego funkcja przynaleinosci
jest rowna iloczynowi fumkeji f oraz g.

Dla zbioréw rozmytych okresla sie takze operacje logiczne,
operacje drastyczne, operacje koncentracji, operacje rozprasza-
nia fitp. Pomijamy prezentacje wspomnianych operacji, ponie-
waz wykraczajg one poza zainteresowania oraz cel tego arty-
kutu ®.

Jest widoczne, ze na zbiorach rozmytych mozna okreslaé¢ caly
szereg réznych operacji, ktéry jest o wiele bogatszy od takiegoz
dla zbioréw w sensie klasycznym.

Przypomnimy jeszcze pojecie mocy zbioru rozmytego’.

Niech wigc dany bedzie zbiér rozmyty K o funkeji przy-
naleznosci f. Wowcezas mocg zbioru rozmytego K zwie sie suime
wartosci f(x) rozciggniety ma wszystkie elementy x nalezgce
do X.

Jest widoczne, Ze pojecie to stanowi uogélnienie pojecia
mocy zbioru w sensie klasycznym; nadto mie jest wykluczone,
ze okre$lona wyzej moc zbioru rozmytego bedzie liczbg nie-
catkowita.

Zilustrujmy powyzsze pojecie prostym przykiladem. Niech
X oznacza zbiér mieszkancéw pewnego miasta. Rozwazmy zbior
zlozony z miodych mieszkancéw danego miasta. Jest to, oczy-
wiscie, zbiér rozmyty. Okreslome wyzej pojecie mocy zbioru
rozmytego odniesione do interesujgcej nas sytuacji da ilosé
milodych mieszkancéow danego miasta.

Teoria zbioréw rozmytych jest wygodng aparaturg pojeciowa
dla okreslenia pojecia zdarzenia rozmytego oraz pojecia praw-
dopodobienstwa rozmytego. Zajmiemy sie teraz tymi spra-
wami,

§ Zob. np E. Czogala, W. Pedrycz, Elementy i metody teorii zbio-
réw rozmytych, Warszawa 1985, 18—21. Czytelnika zainteresowanego
blizej teorig zbioréw rozmytych odsykamy do tej pracy. -

7 L. A. Zadeh, Ponjatie lingwisticzeskoj pieriemiennoj i jego primie—
nienie k prinjatiju priblizennych reszenij, Moskwa 1976, 124.
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5. ZDARZENIE ROZMYTE

Zakladamy, ze przestrzenig zdarzen elementarnych E jest
zbidr R”, czyli przestrzen euklidesowa n-wymiarowa.

Zdarzeniem rozmytym w powyzsze] przestrzeni zwie sig
zbior rozmyty w R®, ktérego funkcja przynaleinosci jest mie-
rzalna w sensie Borela ®.

Skoro zdarzenia rozmyte, mowigc krotko, sg zbiorami rozmy-
tymi przestrzeni R®, przeto mozna do nich zastosowaé¢ apa-
rature teorii zbiorow rozmytych. Mozna wiee mowi¢ o zda-
rzeniu rozmytym przeciwnym do zdarzenia danego, o sumie
mmnogosciowe] dwu zdarzen rozmytych, o ich sumie algebraicz-
nej, o ich iloczynie mnogosciowym i algebraicznym itd.

Z podobnego okreélenia wynika latwo, ze zdarzenie klasyczne
jest szezegblnym przypadkiem zdarzenia rozmytego. Inaczej
mowige, pojecie zdarzenia rozmytego stanowi uogoélnienie po-
jecia zdarzenia klasycznego.

Oto prosty przyklad zdarzenia rozmytego. Rozwazamy jedno-
krotny rzut kostkg sze$cienng. Interesuje nas zdarzenie polega-
jace ma wyrzuceniu liczby okolo 4. Mozna przyjaé, ze odpo-
wiednikiem rozmytego wyrazenia ,,okioto 4”7 bedzie zbiér roz-
myty, ktorego funkecja przynaleznosci jest nastepujaca: £(1) =
= 0,2, £(2) = 0,4, £3) = 0,8, {(4) = 1, £(5) = 0,8, £(6) = 0,1.

Zanotujmy, Ze istniejg inne jeszcze sposoby wprowadzamia
pojecia zdarzenia rozmytego. Informujemy jedynie o tym, bez
wchodzenia w szczegoély. Przedstawione pojecie zdarzenia roz-
mytego jest wiec jedng z wypracowanych juz wersji tego poje-
cia.

Mozna okresli¢ pojecie entropii zdarzenia rozmytego. Z racji
wskazanych przed chwilag mamy do czynienie z alternatywnymi
definicjami tego pojecia ®.

Sensowne postgpowanie polega mna odniesieniu aparatury
klasycznej teorii prawdopodobienstwa do pojecia zdarzenia
rozmytego. A zatem moZna méwi¢ o prawdopodobienstwie zda-

8 Por. E. Czogala, W. Pedrycz, dz. cyt., 49. Wyjasnienie wystepujg-
cych w teorii zdarzeA rozmytych pojeé¢ topologicznych oraz teoriomia-
rowych mozna znalezé w kazdym podreczniku z wymienionych dzie-
dzin. Z latwo dostepnej literatury w jezyku polskim mozna polecié na-
stepujace pozycje: K. Kuratowski, Wstep do teorii mnogoéci ¢ topologii,
Warszawa 19777; S. Lojasiewicz, Wstep do teorii funkcji rzeczywi-
stych, Warszawa 1973.

$ C. V. Negoita, D. A. Ralescu, Applications of fuzzy sets to sy-
stems analysis, Birkhiuser Verlag, Basel und Stuttgart 1975, 36.
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rzenia rozmytego. Prawdopodobienstwo to okresla sie¢ naste-
pujaco: .

Niech dane bedzie zdarzenie rozmyte K, a wiec podzbior
rozmyty K z funkcjg przymaleznosci f. Prawdopodobienstwem
zdarzenia rozmytego K zwie sie wartos¢ oczekiwang jego funkeji
przynaleznosci. Innymi slowy, jest to suma iloczynow wartosci
funkeji przynaleznosci £ przez prawdopodobienstwo pojawienia
sie argumentow funkcji f.

Obliczmy prawdopodobienstwo rozwazanego nieco wezesniej
zdarzenia rozmytego polegajacego ma wyrzuceniu liczby okolo’
4. Przyjmijmy, ze mamy do czynienia z kostks ,,symetryczng”,
a zatem, iz prawdopodobienstwo wyrzucenia dowolnej z szesciu
liczb jest jednakowe i roéwne 1/6. Wowezas wspomniane praw-
dopodobienstwo dane bedzie wzorem: P(K)=0,2.1/6-0,4.1/6-
+0,8.1/6+1.1/6+0,8.1/6 +0,1.1/6=0,55.

Dla tak okreslonego prawdopodobienstwa zdarzenia rozmy-
tego zachodzi wzor orzekajacy, iz prawdopodobienistwo sumy
mnogosciowej dwu zdarzen rozmytych jest réwne sumie praw-
dopodobienstw tych zdarzen mniej prawdopodobienstwo ich
iloczynu mnogosciowego.

Dwa zdarzenia rozmyte K oraz L mazywa sie zdarzeniami
niezaleznymi, jezeli prawdopedobienstwo ich iloczynu algebra-
icznego jest rowne iloczymowi ich prawdopodobienstw. Przy
pomocy wzoru warunek powyzszy zapiszemy nastepujgco:

P(K - L)=P(K) - P(L)

We wrzorze tym kropka (- ) miedzy K oraz L oznacza iloczyn
algebraiczny zbioréw rozmytych, czyli innymi stowy zdarzen
rozmytych, zaé taka sama kropka ( - ) miedzy P(K) oraz P(L)
oznacza zwykle mnozenie liczb. Symbol P oznacza bowiem
prawdopodobienstwo rozwazanego zdarzemia, jest wiec liczbg
z przedziatu [0,1].

Mozna takze okreslié prawdopodobienstwo warunkowe zda-
rzenia rozmytego K pod warunkiem zajscia zdarzemia L. Wspo-
mniane prawdopodobienstwo okreslamy jako iloraz prawdopo-
dobienstwa iloczynu algebraicznego zdarzen rozmytych K oraz
L przez prawdopodobiefistwo zdarzemia rozmytego L.

Zauwazy, ze w naszkicowanym wyzej postepowaniu przypi-
sujgcym zdarzeniom rozmytym prawdopodobienstwo dch zajscia
postuzylismy sie prawdopodobienstwem klasycznym. Innymi
stowy, zastosowaliSmy klasyczng koncepcje prawdopodobien-
stwa do pojecia zdarzenia rozmytego. Sensowna jest wiec rzeczg
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moéwi¢ o klasycznym prawdopodobienstwie zdarzenia rozmy-
tego.

Przejdziemy teraz do oméwienia pojecia prawdopodobienstwa
rozmytego.

6. PRAWDOPODOBIEIQSTWO ROZMYTE

Omowlimy najpierw pojecia pomocnicze, do ‘ktérych nalezy
pojecie zmiennej zwykiej i rozmyte] oraz pojecie zmiennej
lingwistycznej.

‘Zmienne reprezentiujg pewne o.blekty, ich rodzaj, natura
mogg byt bardzo rézne. Mowi sie takze, ze zmienna przyjmuje
wartos$ci z danego zakresu. Jezeli zakres wartosci zmienne]
jest Scisle okre$lonym zbiorem, ktéry zwiemy ograniczeniem
wartoSci zmiennej, to zmienng zwiemy zwykla. Mamy tu na
mysli, rzecz jasna, zbiér w znaczeniu klasycznym.

Zmienng rozmyta zwiemy takg zmienng, ktora posiada roz-
myte ograniczenie zbioru jej wartosei; tym rozmytym wogra-
niczeniem jest pewien zbiér rozmyty.

Przykladem zmiennej rozmyte] moze shuzy¢ pojgcie lat-
wosci, z jaka daje sie wlozy¢ jaki$ przedmiot do walizki. Przy-

pustmy, ze rozwazanymi przedmiotami sg: stol {(s), palto (p),
© pantofel (r), koszula (k). Przyjmijmy, ze stopien latwosci 1
wlozenia danego przedmiotu do walizki przedstawia sie na-
stepujgco: ¥s)= 0, ¥p)=0,6, 1(r)=0,9, 1k)=1. W ten sposob
zostala okreslona zmienna rozmyta *°
- Widzimy wiec, ze ograniczenie zbioru wartosci zmiennej moze
by¢ zbiorem w znaczeniu klasycznym, bgdZ zbiorem rozmytym.
‘W przypadku pierwszym mamy do czynienia ze zmienng zwyk-
13, w przypadku drugim — ze zmienng rozmyta

Zmienng lingwistyczng zwiemy zmienng, ktérej wartosciami
sy stowa, wzglednie wypowiedzi, ustalonego jezyka; moze nim
by¢ jezyk naturalny, badz jezyk sztuczny *. Przykladem zmien-
nej lingwistycznej moze stuzy¢ termin ,,wzrost”. Zmienna ta
przyjmuje takie wartosei, jak: miody, stary, bardzo mlody, nie
bardzo miody, bardzo stary, nie bardzo stary itp.

Nietrudno zauwazy¢, ze w odniesieniu do prezentowanych
koncepcji rola zbioréw rozmytych jest analogiczna do roli stow
w jezyku naturalnym **

1% Por. L. A. Zadeh, dz. cyt., 59.
11 Tamze, 21, 58.

12 Tamze, 7, 71—72.

13 Tamze, 70.
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Prawdopodobienstwo rozmyte okresla sie przy pomocy po-
jecia zmiennej lingwistycznej. A wiec kazdemu elementowi
z rozwazanego zespolu obiektéw przyporzadkowuje sie prawdo-
podobienstwo rozmyte, przez ktére rozumie sie odnosng zmien-
na lingwistyczng *. Nazwijmy to prawdopodobienstwo prawdo-
podobienstwem warstwowym. Majac okreslone rozmyte praw-
dopodobienstwo warstwowe dla poszezegolnych elementéw, moz-
na moéwi¢ o prawdopodobienstwie rozmytym w znaczeniu ogo6l-
nym w odniesieniu do danego zespotu obiekiéw. Jezeli P; be-
dzie symbolizowalo prawdopodobienstwo warstwowe, to przez P
bedziemy oznacza¢ stosowne prawdopodobienistwo ogdlne. Kon-
kretyzujac powiemy, ze jezeli rozmyte prawdopodobienstwa
warstwowe beda stanowi¢ terminy ,malo prawdopodobny”,
,mieprawdopodobny”, , bliski jednosci” itd., to termin ,praw-
dopodobny” moze byt traktowany jako wspdlna nazwa dla
wspomnianych rozmytych prawdopodobienstw warstwowych.

W ten sposéb mamy okreslone pojecie prawdopodobienstwa
rozmytego. Pojecie to pozwala na rozroéznienie wigkszej dlosci
zwrotow jezykowych, ktore z czysto lingwistycznego punktu
widzenia uchodzy za synonimiczne. Np. w odniesieniu do ter-
minu prawdopodobny mozna rozrézni¢ terminy ,nieprawdo-
podobny” oraz ,nie jest prawdopodobny”. Mogg ome byé
okreslone nastepujaco: Niech x oznacza rozwazane obiekty.
Przypusémy, ze zostalo dla nich okrelone znaczenie zwrotu
»prawdopodobienstwo (x)”. Woéwezas ,mieprawdopodobiefistwo
(x)” przyjmujemy roéwne ,prawdopodobienstwu (1-x)”, za$
maie jest prawdopodobny (x)” uznajemy za réwne ,,1 — praw-
dopodobienstwo (x)”. Czytelnika prosimy o wyrozumialosé
z racji na wystepujgce tutaj ,zgrzyty” stylistyczne; trudno
jest usungt je wszystkie w sposéb elegancki.

Zilustrujmy powyzsze do$¢ abstrakcyjne rozwazania kon-
kretnym przykiadem *. Przypusémy, ze mamy do czymienia
z zespolem elementéw postaci {0, 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5, 0,6,
0,7, 0,8, 0,9, 1). Przypusémy dalej, ze termin ,prawdopodo-
bienstwo (x)” zostal okreslony nastepujgco:

£(0) =1(0,1)=1£(0,2)=1(0,3) =1(0,4) =£(0,5) =0

£(0,6)=0,5
£(0,7)=0,7
£(0,8)=0,9

1 Tamze, 114,
15 Tamze, 114—115.
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£(0,9)=1
£(1)=1

Wowezas termin ,,nieprawdopodobienstwo (x)” bedzie okre§lony
przy pomocy funkeji g(x) o wiasnosciach:

g(0)=g(0,1)=1

£(0,2)=0,9
(0,3)=0,7
8(0,4)=0,5

8(0,5)=g(0,6)=g(0,7)=g(0,8)=g(0,9)=g(1) =0,

za$ termin ,nie jest prawdopodobny (x)”’ przy pomocy funkcji
h(x) postaci ponizszej:

h(0) =h(0,1)=h(0,2)=h(0,3) =h(0,4) =h(0,5) =1

h(0,6)=0,5
1(0,7)=0,3
h(0,8)=0,1

h(0,9)=h(1)=0

Zanctujmy, ze przy okreSleniu prawdopodobienstwa rozmy-
tego wystepuja tzw. zbiory rozmyte wyzszych rzedéw, w szcze-
golnosci w definicji zmiennej lingwistycznej mamy do czynie-
nia ze zbjorami rozmytymi drugiego rzedu. Wspominamy je-
dynie o tym nie rozwazajac blizej tej sprawy. Dla oséb znajg-
cych szerzej teorie zbiorow rozmytych rzecz ta jest w pelni
widoczna *.

W punkcie 1.5. zajmowaliSmy sie zdarzeniem rozmytym
polegajacym na wyrzuceniu oczka okolo 4 przy jednokrotnym
rzucie kostky szedcienng. ObliczyliSmy réwniez jego prawdo-
podobienswo klasyczne. Obecnie obliczymy prawdopodobienst-
wo rozmyte wspominanego zdarzenia rozmytego.

W tym celu postuzymy sie pojeciem warstwy zbioru rozmy-
tego . Niech s bedzie liczbg z przedziatu [0,1]. Woéweczas
s-warstwg damego zbioru rozmytego zwie sie zbidr tych ele-
mentéw zbioru bazowego, dla ktérych funkeja przynaleznosci
jest wieksza, badz rowna s. Jezeli przez K oznaczymy zbiér roz-
myty, to K oznacza¢ bedzie jego s-warstwe. Poniewaz zdarze-
nia rozmyte sg zbiorami rozmytymi odpowiedniej przestrzeni
bazowej. przeto mozna do mich stosowaé pojecie s-warstwy.

16 Zob. np. E. Czogala, W. Pedrycz, dz. cyt., 41—44.
7 {.. A. Zadeh, dz. cyt., 36; E. Czogala, W. Pedrycz, dz. cyt., 53.
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Zastosujmy to pojecie do wspomnianego zdarzenia rozmytego.
Bedziemy mie¢:

K0,2:{1’ 27 3, 4’ 5) 6}
5, 6,

KM:{Z, 3, 4,
Kos=13, 4, 5
K, ;=14

Prawdopodobienstwa wymienionych warstw wynosza:

PK,) =1, P(X,,)=5/6, P(Kos)=1/2, P(K,)=1/6.
Komnsekwentnie prawdopodobienstwo rozmyte dyskutowanego
zdarzenia rozmytego moze zosta¢ przedstawione przy pomocy
zbioru rozmytego, ktorego funkcja przynaleznosci dana jest
ponizszymi rownaniami *®:

1(0,2)=1,

£(0,4)=5/6,
£(0,8)=1/2,
£(1,0)=1/6.

7. PODSUMOWANIE

Naszkicowalismy droge prowadzacg do konstrukcji dwu po-
je¢ ,rozmytych”, mianowicie: do pojecia zdarzenia rozmyte-
go oraz do pojecia prawdopodobienstwa rozmytego. Konstruk-
cja wymienionych poje¢ zostala dokonana w oparciu o poje-
cie zbioru rozmytego. Pojecie to odgrywa wiec w calym po-
stepowaniu role pojecia fundamentalnego.

Mozna zatem moéwié o zdarzeniu klasycznym oraz o zda-
rzeniu rozmytym, a takze o prawdopodobienstwie klasycznym
oraz o prawdopodobienstwie rozmytym. Sensowne sg réwniez
zwroty: prawdopodobienstwo klasyczne zdarzenia rozmytego,
prawdopodobienstwo rozmyte zdarzenia klasycznego, prawdo-
podobienstwo rozmyte zdarzenia rozmytego.

Dzieki temu otrzymuje sie bardziej rozbudowang aparatu-
re z teorii zdarzen oraz z teorii prawdopodobienstwa, ktéra
obejmuje wiekszg ilo$¢ przypadkéw, niz to ma miejsce w uje-
ciu klasycznym.

Cecha ,,rozmyto$ci” przystugujaca zdarzeniom oraz prawdo-
podobienstwu zdaje sie stanowi¢ ten czynnik, ktéry umozli-
wia precyzyjne opisywanie proceséw zachodzacych w otacza-
jacym nas $wiecie. A majg one przeciez charakter dynamiczny.
Nie ma w nich statyzmu, spetryfikowanego, raz na zawsze u-

18 E. Czogala, W. Pedrycz, dz. cyt., 54—55.
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stalonego przebiegu zjawisk zachodzacych w $wiecie, w kté-
rym zyjemy. Rzeczywisto§¢ jest zmienna, réznorodna, boga-
ta w formy; tworzy zarazem uklad powigzanych ze sobag ele-
mentéw. Innymi stowy jest ona systemem dynamicznym *

Systemowe spojrzenie na rzeczywistos¢ harmonizuje z wy-
nikami badan przeprowadzanych w naukach przyrodniczych,
za$ teoria zbioréw rozmytych sluzy pomocg przy wypracowy-
waniu odpowiedniej aparatury pojeciowej.

Wspomniana cecha ,,rozmytosci” przystugujgca rozwazanym
pojeciom pozwala takze na przeredagowanie nieostrych wy-
powiedzi, z ktérymi spotykamy sie réwniez w nauce. Przy-
toczmy jedna z tego rodzaju wypowiedzi: ,,Przeciwstawny
punkt widzenia powstal! w wyniku badan na pograniczu fi-
zyki i filozofii. Nieche¢ wielu dziewietnastowiecznych fizy-
kéw do filozofii jest prawdopodobnie powodem zaniedbania tej
linii postepowania az do ostatnich czaséw.”®. Nie jest jasne,
co znaczy w tym tekscie stowo ,,prawdopodobnie”. Wypowie~
dzi podobnej postaci mozna podaé wiele. Sa one konsekwen-
cja postugiwania sie w nauce jezykiem naturalnym. W celu
zwickszenia stopnia precyzji wypowiedzi naukowych niezbe-
dne jest dysponowanie odpowiednig aparatura pojeciowsa, kto-
ra by to umozliwiala. Jak widzielismy, teoria zbioréw rozmy-
tych okazuje sie w tych sprawach wielce pozyteczna.

Wyrazajac sie obrazowo powiemy, ze procesy zachodzace
W nauce sg ze sobg powigzane, wzajemnie na siebie oddzia-
tuja i tworza dynamiczng calosé; tworzg wiec system. A za-
tem nie tylko rzeczywistosé nas otaczajaca jest systemem,
jest nim takze nauka. A wszedzie tam, gdzie sg systemy, nie-
zaleznie od tego, czy chodzi o rzeczywisto$¢ od nas niezale-
zng, czy tez o twory naszego umysiu, pojawiaja sie obiekty
rozmyte. Ich pojeciowe ujecie wymaga aparatury wykracza-
jacej poza standardowe, statyczne koncepcje. Innymi slowy,
systemovvy punkt widzenia koincyduje z rozmytymi koncep-
cjami. Wymienjone koncepcje oraz wspomniany punkt widze-
nia warunkujg sie wzajemnie. Stwierdzenie to wydaje sie by¢
filozoficznie 1nteresu3'1ce

Zauwazmy jeszcze, ze terminu prawdopodobienstwo uzywa
sie na oznaczenie samego pojecia prawdopodobienstwa, jak tez
jego ilosci, czyli miary prawdopodobiefistwa. Podobny zwyczaj

19 Por. N. M. Wildiers, Obraz $wiata a teologia od $redniowiecza do
dzisiaj, tt. J. Doktér, Warszawa 1985.
20 . Bondi, Kosmologia, Warszawa 1965, 13.
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daje sie zaobserwowaé w odniesieniu do pojecia informacji.
Ostatni ten termin oznacza nie tylko pojecie informacji, ale
takze jej ilosé, zwlaszcza w ujeciu zaproponowanym przez
C. E. Shannona 2.

EVENTS, PROBABILITY, FUZZINESS

(Summary)

The aim of this paper is to present the notions of fuzzy events and
fuzzy probability., These notions are generalizations, respectively, of
the notions of event and of probability. It seems that these
notions are philosophically interesting. Indirectly they concern
the problem of the systemic character of the reality and of the science.

21 Zob. C. E. Shannon, 4 mathematical theory of communication,
Bell System tech. J. 27 1948, 379—423; 623—656.



