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MICHA: TEMPCZYK

ROZWOJ POJECIA PRZESTRZENI W GEOMETRII XIX WIEKU

Geometria jest jednym z najstarszych dzialéw matematyki. Rozwija-
1a sie ona w ciggu tysiecy lat, lecz prawdziwa rewolucja dokonala sie
na poczgtku ubieglego stulecia, gdy N. Lobaczewski i J. Bolyai skon-
stuowali geometrie nieeuklidesowe. Doprowadzilo to do powaznych zmian
pogladow na istote przestrzeni matematycznej i fizycznej.

Geometria jako uporzadkowana wiedza praktyczna powstala w Egip-
cie okolo czterech tysiecy lat temu. Na jej rozwéj powainy wplyw
mialy praktyczne potrzeby zwigzane z wytyczaniem granic pél zalewa-
nych regularnie przez Nil. Po opadnieciu wdd Nilu trzeba bylo wilgsci-
wie od nowa okre§laé ksztalt i zasieg poszczegblnych posiadiosci ziem-
skich. Praktyczne do$wiadczenie mierniczych bylo porzgdkowane i roz-
wijane w postaci pewnych regut i zasad, o ktérych prawdziwosci moz-
na sie bylo przekonaé¢ dokonujgc odpowiednich pomiaréw. To prak-
tyczne pochodzenie geometrii malo wielki wplyw na rozwdj tej nauki,
poniewaz utrwalilo sie przekonanie, ze jej prawa opisujg realng prze-
strzen fizyczng. Gdy Grecy zaczeli rozwijaé geometrie jako naukeg te-
oretyczng, to w dalszym ciggu byla to wiedza o przestrzeni Swiata,
w ktérym zyjemy. Ookolo 300 rpne Euklides pisze Elementy, dzieto, ktore
przez ponad dwa tysiace lat bylo wzorem $cisto$ci i elegancji mate-
matycznej. Geometria byla w Elementach zaprezentowana jako teoria
dedukcyjna, w ktérej z podstawowych niedefiniowanych poje¢ i wyij-
Sciowych postulatéw wyprowadza sie pozostale twierdzenia, ktérych
prawdziwc$é wynika z prawdziwos$ci postulatéw.

Spos$réd pieciu pewnikdéw podanych przez Euklidesa w 1 ksigdze
Elementéw, cztery pierwsze robily wrazenie oczywistych, a jedynie pig-
ty zawierat tre$é¢, nad ktorej prawdziwoscia mozna sie bylo zastana-
wia¢. Glosi on: Jezeli linia prosta przecina dwie linie proste w ten
sposéb, ze suma katéw powstalych po jednej stronie jest mniejsza od
sumy dwéch katéw prostych, to linie te przecinajg sie po tej stronie,
po ktérej wystepujg te katy!l. Nastepcy Euklidesa przez setki lat sta-
rali sie udowodnié, ze pewnik ten jest prawdziwy. Nie udalo sie wyka-
zaé, ze jest on konsekwencjg pozostalych czterech. Znaleziono wiele
sformulowan réwnowaznych, na przykiad Legendre udowodnit, ze jest
on réwnowazny twierdzeniu, ze suma katéw tréjkata jest réwna sumie
dwéch kagtéw prostych. Inne sformulowanie glosi, ze przez punkt nie
lezacy na prostej mozna poprowadzi¢ tylko jedng prostg réwnolegly do
niej. Pomimo tych osiggnieé¢ zagadnienie prawdziwo$ci pigtego pewmnika
Euklidesa pozostawalo otwarte. Wszystkie prace i wyniki tego rodzaju
podzielaly jedno fundamentalne przekonanie, to mianowicie, Ze geo-
metria opisuje wlasnosci przestrzeni naszego §wiata, dlatego wszystkie
jej aksjomaty muszg byé prawdziwe Iub falszywe. Klopot polegal na
tym, ze prawdziwo$ci tej nie udawalo sie wykazaé w sposéb przeko-
nujacy.

Rewolucyjno$é nowego typu geometrii, zaproponowanej w 1823 roku
przez J. Bolyaia i w 1826 roku przez N. Lobaczewskiego polegala na tym,
ze ich twoércy przestali wierzyé w to, ze budzacy tyle dyskusji pewnik

1 Postulaty te sg podane w ksigice H. S. M. Coxeter, Non-Euclidean
Geometry, Toronto, 1942, s. 1.
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musi byé badany z punktu widzenia jego prawdziwos$ci. Bolyai sformu-
lowal geometrie absoluing, to znaczy zajat si¢ tymi twierdzeniami, ktére
s3 niezalezne od piatego pewnika Euklidesa. Lobaczewski zdefiniowal
rownoleglo§é w taki sposéb, ze przez kaidy punkt poza prostg prze-
chodzg dwie linie proste réwnolegle do danej. Chociaz kazdy z nich
stworzyl! wiasng geometrie, wspélne im bylo swobodne potraktowanie
problemu prawdziwosci postulatu o réwnoleglych. Bylo to catkowicie
nowe spojrzenie na te sprawe. Mialo ono wielorakie i daleko idgce
konsekwencje. Matematycy Owcze$ni natychmiast zdali sobie sprawe
z tego, ze to co proponujg Bolyai i Lobaczewski nie konweniuje z po-
wszechnym sposobem my§$lenia i nie chcieli zgodzi¢é si¢ na powazne
i rzeczowe potraktowanie nowych idei geometri. Bolyai zniechecil sie
i przestal zajmowaé si¢ wymys$long przez siebie geometrig, poprzgstajac
w zasadzie na jednej pracy, ktéra byla dodatkiem do napisanej przez
jgo ojca ksigzki, poswigconej zagadnieniu réwnoleglych. Eobaczewski
byt bardziej odporny psychicznie i rozwijal swojg ,pangeometrie” do
konica zycia, czyli przez trzydzie$ci lat. Byl on cenionym uczonym i na
uniwersytecie w Kazaniu pelit wazne funkcje. Dozyl czasu, gdy nowe
spojrzenie na geometrie stalo sie juz powszechnym i gdy uczeni zaczeli
pojmowacé, na czym polega jej istota.

Chociaz Bolyai i L.obaczewski byli autorami pierwszych prac jawnie
zrywajacych z geometrig euklidesowsa, to prawdziwym odkrywcag geo-
metrii nieeuklidesowych byt C.F. Gauss. Przez ponad dwadzieScia lat
pracowal nad dowodem pigiego pewnika, by w koncu w 1813 roku roz-
poczgé prace nad geometrig, w ktérej pewnik ten nie musi byé praw-
dziwy. Badal on takie geometrie, w ktérych suma katéw tréjkata jest
mniejsza od sumy dwoch katéw prostych2 Jest to geometria réwno-
waina geometrii Lobaczewskiego. Gauss nie oglosit swych wynikéw,
poniewaz bal sig oSmieszenia i halasu, jaki mogly one spowodowaé
w srodowisku matematykéw. Pisal jednak o nich w licznych listach
do przyjaciél i wspoédipracownikéw, dlatego mozina na podstawie zacho-
wanej korespondencji dosyé dokladnie odtworzyé¢ jego rozwdédj w tej
dziedzinie. Byt on $wiadom, Zze prawdziwo$¢ pigtego pewnika nie jest
sprawg oczywisto§ci ani prawdziwo$ci empirycznej, ze mozliwe sg roz-
ne geometrie. Matematyk powinien badaé wszystkie mozliwosci, a dopie-
ro sprawag fizykéw jest rozstrzygniecie, ktdéra z tych geometrii obo-
wazuje w S$wiecie materialnym. Przeciwnicy nowych geometrii byli
przekonani o tym, ze odrzucenie pigtego pewnika powinno doprowadzié
do sprzeczno$ci.

Oto co Gauss pial w liScie do swego przyjaciela W. Olbersa w 1817
roku: ,Jestem coraz bardziej przekonany, Zze konieczno$¢ naszej geo-
metrii nie moze byé udowodniona ani za pomocg ludzkiego rozumu ani
ludzkiemu rozumowi. Byé moze w innym zyciu dojdziemy do innych
pogladéw na istote przestirzeni, obecnie nam niedostepnych. Do tego
czasu geometrie trzeba poréwnywaé nie z arytmetyks, istniejgca a prio-
i, a z mechanikg”3 W tym stwierdzeniu widaé¢ jasno istote trudno$ei
zwigzanych z uznaniem nowych geometrii. Wynikaly one z przekona-
nia, Zze geometria musi byé jedna, poniewaz, jak glosit Kant, jest ona

2 Réznice pomiedzy sumg katow tréjkata a sumag dwoéch katéw pros-
tych nazywa sie defektem tréjkgta.

3 Cytat za ksigzkg B. A. Rosenfelda, Istorija mniejewklidowoj geome-
trii, Moskwa, 1976, w ktérej podane sg dokladne informacje o historii
i rozwoju geometrii.
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formg ludzkiej zmyslowoSci i nie mozemy $§wiata spostrzegaé inaczej
niz jako zanurzonego w trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej. Inne
geometrie byly niemozliwe, niedostepne i niewyobrazalne dla ludzkiego
umysiu, Kant precyzyjnie i gigboko wyrazit to, o czym jego wspodicze$ni
byli przekonani na podstawie wielowiekowych do§wiadczehr z geometria
Euklidesa. Z tego powodu sgdzono, ze odrzucenie postulatu o réwno-
legtych prowadzi¢ musi do sprzeczno$ci.

W miare uswiadamiania sobie, ze pigty pewnik Euklidesa nie jest
wcale oczywisty, a przyjecie zamiast niego innych aksjomatéw nie pro-
wadzi do sprzecznosci, trzeba bylo inaczej spojrzeé na przestrzenie opi-
sywane przez rozne geometrie. Przestrzenie f{e nalezalo oderwaé¢ od
Swiata fizyczngo, traktujgc je jako twory umystu ludzkiego. Juz Bo-
lyai w liscie do ojca, w ktérym donosil mu o sformulowaniu nowej
geometrii, pisal: ,Stworzylem z niczego nowy wszechdwiat”4, Wszech-
Swiat ten byl oczywiscie tworem umystu ludzkiego, ktorego moc twor-
cza okazala sie wieksza od tej, ktoérg przypisywat mu Kant. Pierwszy
krok zostal wykonany. Geometrig oderwano od $§wiata materialnego,
przestata ona by¢ nauka empiryczng i jednoznaczng. Mozna bylo wy-
obrazaé sobie i badaé roéine przestrzenie bez obawy popadniecia w
sprzecznosc. ’

Nie wynika z tego wecale, ze geometria nie ma ZzZadnego zwigzku z
wiasno$ciami materii. Zamiast dowodzi¢ prawdziwos$ci jedynej geometrii
Euklidesa nalezalo obecnie zbadaé, jaka jest geometria rzeczywistego
Swiata. Mogla to byé oczywiscie geometria Euklidesa. Réznica pomie-
dzy sytuacja dawng i nowg polegala na tym, Ze teraz geometria ta
wystepowala w roli jednej z kandydatek i nalezalo drogg pomiaréw
ustali¢, ktéra z mozliwosci odpowiada prawdzie. Réwniez tym zagad-
nieniem zajal sie Gauss. Skorzystal on z tego, ze defekt tréjkata jest
proporcjonalny do jego pola, dlatego im wiekszy tréjkgt badamy, tym
wigksze prawdopodobienstwo tego, ze uda nam sie¢ stwierdzié, iz suma
katow tego tréjkata jest mniejsza od sumy dwédch katéw prostych.
Szansa na wykrycie tego zjawiska istnieje tylko wtedy, gdy przestrzen
fizyczna jest rzeczywiscie hiperboliczna, czyli taka, jakg opisuje geome-

- tria fobaczewskiego. Negatywne wyniki pomiaréw mozna interpreto-
waé dwojako. Albo przesirzen jest naprawde euklidesowa, albo tez ba-
damy zbyt male trojkaty (wielokgty). Gauss za pomocg teodolitéw do-
konywat pomiaréw katéw irdjkata utworzonego przez trzy wierzcholki
gorskie. Wiekszych figur nie mozna bylo woéwczas dokladnie badaé.
Suma pomierzonych katéow byla réwna dwoém katom prostym. W ob-
szarach o tej skali odstepstwo od geometrii Euklidesa bylo niezauwa-
zalne.

Dalszy rozwdj geometrii dokonal sie dzieki B. Riemannowi, ktéry
zajgl sie wlasno$ciami powierzchni sferycznych. Wiasnosci figur na po-
wierzchni kuli, a zwlaszeza tréjkatéw, okregow i kot byly od tysigc-
leci przedmiotem =zainteresowania gléwnie astronomoéw, ktérzy obser-
wowali i opisywali polozenie planet i gwiazd na sferze niebieskiej. Na
potrzeby astronomii stworzono calg galaz geometrii, geometrige sferycz-
ng, w ktérej obowigzuja specjalne prawa. Szczegdlnie ciekawa i spdjna
jest trygonometria sferyczna. W geometrii tej suma katéw trojkata jest
zawsze wieksza od sumy dwoéch katdéw prostych, a nadmiar ten jest
proporcjonalny do rozmiaréw tréjkata. Jezeli luki kot lgczgecych wy-
brane pary punktéw potraktujemy jako odcinki, a kola te jako proste,

4 Cytat za Coxeter, op. cit., s. 10.
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fo otrzymamy geometirig, w ktorej nie ma patrzeb réwmoleglych, to
znaczy takich, ktére nie przecinajg sie. Kazda prosta jest ponadto ogra-
niczona. W geometrii sferycznej kazda figura jest ograniczona, ponie-
waz cala przesirzen jest ograniczona.

Te dobrze znane sprawy zostaly przez Riemanna na$wietlone w 1854
T05u W nowy sposéb, Spojrzal on na geometrie sferyczng jako na nowy
rodzaj geometrii nieeuklidesowej, réznej od geoinetrii Lobaczewskiego.
Z punktu widzenia postulatu o rownolglych geometria ELobaczewskiego
i geometria sferyczna odchodzg od geometrii Eukldesa w przeciwnych
kierunkach. U Lobaczewskiego przez punkt nie lezgcy na prostej prze-
chodzg dwie proste rownolegle, a kazda prosta przechodzgca przez ten
punki{ i zawarta pomiedzy nimi nje przecina danej prosiej. W geo-
metrii Euklidesa prosta réwnolegla jest jedna, a w geometrii sferycz-
nej nie ma wcale prostych réwnoleglych. Podobnie przedstawia sie
sprawa sumy katéw tréjkata. Moze ona byé mniejsza od sumy dwodch
katow prostych (Lobaczewski), réwna jej (Euklides) lub wieksza (Rie-
mann). Otrzymuje sie w ten sposdb wszystkie mozliwosci. Z geometriag
badang przez Riemanna, nazwang geometrig eliptyczng, latwiej sie bylo
pogodzié, poniewaz od poczatku istniat dobrze znany model tej geo-
metrii — powierzchnia kuli.

Geometrie nieeuklidesowe posiadajg bardzo wazng ceche, rdinigcy je
od geometrii euklidesowej. Istnieje w nich mianowicie wzorzec dlu-
gosci, W przestrzeni Euklidesa nie ma ustalonej skali wielkosci figur.
Istniejg na przykiad podobne tréjkaty o najréiniejszych rozmiarach,
pewne z nich mogg byé tysigce razy mniejsze od innych. Innymi stowy
przestrzen jest taka sama, niezaleznie od wielko$ci badanego obszaru.
W geometriach nieeuklidesowych jest inaczej. Zaréwno w przestrzeni
eliptycznej jak i hiperbolicznj dwa tréjkaty o réwnych odpowiednich
katach muszg byé identyczne. Wynika to chociazby z tego, Ze defekt
trojkata jest addytywny. Jezeli zbudujemy trojkat droga sumowania
kilku mniejszych tréjkatéw, to jego defekt ré6wny bedzie sumie defek-
téw trojkgtéw skladowych, nie moze wiec zdarzyé sie tak, ze katy
duzego trojkata bedg réwne katom jednego ze skiladnikéw.

Fakt ten mozna latwo zrozumie¢ w przypadku geomnetrii eliptycznej,
réwnej geometrii na sferze. Trudniej wyobrazié go sobie w przestrzeni
tobaczewskiego, kt6ra nie ma takigo prostego modelu. Jednak juz
tworca tej geometrii wiedzial, ze jest ona blisko zwigzana z geometrig
sferyczng. Wzory trygonometryczne geometrii f.obaczewskiego otrzymu-
je sie z wzorébw geometrii sferycznej, gdy przyjmie sie, ze chodzi
o geometrig sfery o urojonym promieniu i. Jezeli w tréjkacie sferycz-
nym o bokach a, b, ¢ pomnozymy wszystkie boki przez i, otrzymujgc
liczby urojone ia, ib, ic, to otrzymamy wzory geometrii hiperbolicznej.
Zwykle funkcje trygonometryczne sin, cos.. zamienia sie na funkcje
hiperboliczne sh, ch. Dzigki temu zwigzkowi mozna zrozumieé, dlaczego
w przestrzeni ZEobaczewskiego réwniez wystepuje wzorzec dhugoSci.
Przestrzen te mozna wyobrazié sobie jako obszar, w ktérym linie
proste sg lukowato wygigete, Stopien tego wygiecia narzuca calosci
pewng miare odleglo$ci, ktéra wplywa na wszystkie figury.

Dokonane przez L.obaczewskiego odkrycie, ze wzory jego geometrii sg
rowne wzorom geometrii sferycznej na powierzchni kuli o urojonym
promieniu jednostkowym prowadzi nas do nastepnego zagadnienia, mia-
nowicie do problemu modeli geometrii nieeuklidesowych i ich niesprzecz-
nosci. Jezeli mamy model jakiej§ teorii formalnej, to teoria ta jest
niesprzeczna, chyba ze sam model jest sprzeczny. Jest to moiliwe wte-
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dy, gdy model sam jest konstrukcjg formalng. W omawianym przez nas
przypadku obie geometrie mogq by¢ zinterpretowane w oparciu o kon-
strukcje dokonane w geometrii Euklidesa, dla ktérej sg one konkurent-
kami. Dzigki temu zalozenie o niesprzecznosci geometrii Eukldesa pro-
wadzi natychmiast do wniosku, Ze geometrie nieeuklidesowe s3 réw-
niez niesprzeczne. W $wietle tego faktu widaé, jak nieuzasadnione bylo
przekonanie dawnych geometrow, ze odrzucenie pigtego pewnika Eu-
klidesa musi prowadzi¢ do sprzeczno$ci. Trzy mozliw sformutowania
tego pewnika sg niezalezne od siebie, a ich prawdziwo$é jest $ciSle
zwigzana ze sobg. Klasyczne modele geometrii nieeuklidesowych dowo-
dza, Ze z niesprzecznodci geometrii klasycznej wynika niesprzecznodci
nowych geometrii, W toku dalszych badan znaleziono na gruncie obu
geometrii nieeuklidesowych modele geometrii euklidesowej. Sg to wiec
geometrie wzajemnie interpretowalne, w kazdej z nich mozna skon-
struowaé modele obu pozostalych. Takiego wyniku nikt dawmiej nie
przewidywal. Nie mozna juz pytaé, ktéra z geometrii jest lepsza lub
niesprzeczna. Jako konstrukcje formalne sg one réwnoprawne. Mozna
oczywiScie stawiaé pytanie, jaka jest geometria przestrzeni fizycznej,
badanej przez nauki empiryczne, Jest to jednak pytanie wykraczajace
poza matematyke. W ramach matematyki jako sztuki konstruowania
systeméw formalnych nie moina Zzadnej geometrii wybraé jako lep-
szej od konkurentek.

Nie jest to koniec naszej opowiesci o rozwoju geometrii XIX w. Dal-
szy istotny postep w rozumieniu istoty przestrzeni geometrycznych byt
dzielem F. Kleina, ktéry w swoim slawnym wykladzie z 1873 roku, wy-
gloszonym w Erlangen, zaproponowal nows interpretacje istoly i za-
dan geometrii. Wystartowal on z pojecia przestrzeni i grupy przeksztal-
cen tej przestrzeni na siebie. Przeksztalcenia te nie zmieniajg pewnych
wielkoSci. Na przykiad przesuniecia i obroty w zwyklej przestrzeni
euklidesowej nie zmieniaja odleglo$ci ani katéw. Matematycy stwier-
dzajac to moéwia, ze odleglodci i katy sa niezmiennikami grupy prze-
ksztatcen skladajgcej sie z przesunieé i obrotéw. Klein zaproponowal,
aby przestrzen i grupe przeksztalcen potraktowaé jako pojecia pier-
wotne, a zadaniem geometrii uczyné badanie niezmiennikéw tych przek-
sztalcen. Bylo to calkowicie nowe podejscie do geometrii. Do tego czasu
przestrzen i jej elementy skladowe, takie jak punkty, linie proste, tréj-
katy, okregi itp. byly traktowane jako pierwotne dane geometrii. Za-
daniem geometrii bylo badanie wlasno$ci tych figur. Dopuszczano takie
przeksztalcenia, ktére nie zmieniaja wlasnosci uznanych za istotne.
Przeksztalcenia te zaleza od tego, co uznamy za wazne. Gdy chcemy,
aby katy i odlegloSci pozostaly niezmienione, to mozemy jedynie prze-
suwaé i obracaé figury. Mozna  jednak badaé podobienstwo figur, ktére
wcale nie wymaga zachowania odleglo$ci, natomiast nie zezwala na
zmiane katow. Widaé z tego, ze przekstzalcenia zachowujgce odleglosci
sg czgfcig grupy tych przeksztalcen, ktére zachowujg podobienstwo fi-
gur.

Jest to szczegblowa konsekwencja pewnego ogélnego faktu formal-
nego. Im wieksza grupa przeksztaicen, tym mniej wlasno$ci figur geo-
metrycznych nie ulega zmianie pod dzialaniem tych przeksztalcen. Geo-
metria odpowiadajgca wiec obszernym grupom przeksztalcen jest uboga,
Cheac otrzymaé przestrzen o bogatych wlasnosciach trzeba odpowied-
nio ograniczyé grupe przeksztalcern dopuszczanych w tej przestrzeni.

Potraktowanie wlasnosci geometrycznych jako niezmiennikéw pewnej
grupy przeksztalcenn stalo sie punktem wyjscia dla nowego programu
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rozwoju geometrii, nazwanego programem erlangenskim. Jego realiza-
cja byla w znacznej mierze dzielem Kleina, ktéry go zaproponowatl.
Pozwolila ona w ostateczny sposéb uporzadkowaé i poklasyfikowaé
wszystkie mozliwe geometrie. Okazalo sie, ze najogélniejszg geometrig
jest geometria rzutowa. Opisuje ona przestrzen, w ktérej jedynymi ele-
mentami pierwotnymi sg punkty i proste, a jedyna relacjg jest relacja
lezenia punktu na prostej, zwana relacjg incydencji. Nie ma tu mowy
o réwnoleglosci prostych w zwyklym znaczeniu, poniewaz wszystkie
pary prostych przecinajg sie. Proste, ktére nazwalibySmy réwnoleglymi
przecinajg sie w punkcie lezgcym w nieskonczono$ci. Punkt ten doda-
jemy do przestrzni i traktujemy go jako zwykly skladnik tej prze-
strzeni. Kazdej klasie prostych rémnoleg.ych odpowiada jeden punkt
w aieskonczono$ci, a cala plaszczyzna rzutowa jest uzupeimiona o prostg
lezgcg w nieskonczonosci.

Réwnoleglo§é prostych nie jest niezmiennikiem, poniewaz za pomoca
przeksztalcen rzutowych mozemy dowolny punkt, réwniez punkt z nie-
skoi.czono$ci, przesungé do kazdego punktu normalnego lub z nieskon-
czonosci. W ten sposdb odpowiadajgce punktowi z nieskonczonoS$ci pro-
ste rOwnolegle moga po wykonaniu przeksztalcenia przecinaé sie w do-
wolnym punkcie plaszczyzny. W podobny sposéb mozna z prostych
przecinajgcych sie uczynié proste réwnolegle w sensie euklidesowym.
P-oste sg przez transformacje rzutowe przeksztalcane na proste z za-
chowaniem relacji lezenia punkiu na prostej. Jest to bardzo obszerna
grupa transformaciji.

Mozna latwo udowodnié, ze przeksztalcenia rzutowe zawierajg w so-
bie wszystkie grupy przeksztalcen dopuszczalnych w innych, mniej uni-
wersalnych geometriach. Wilasno§é lezenia punktu na prostej jest za-
chowana we wszystkich geometriach badanych w ubieglym stuleciu.
Przeksztalcenia charakteryzujgce te geometrie sg wiec przeksztalcenia-
mi rzutowymi. Nalezalo jedynie zbadaé, co trzeba dodaé do wlasnosci
rzutowych, aby otrzymaé na przyklad przestrzen Y.obaczewskiego. Oka-
zalo sig, ze przestrzen, w ktérej mozina mierzyé odleglosci i katy pow-
staje z przestrzeni rzutowej, gdy wyrdznimy w niej okres§long powierz-
chnig, opisang réwnaniem stopnia drugiego. Na przeksztalcenia takiej
przestrzeni naklada sie warunek, ze przeprowadzajg one te powierz-
chnie na siebie. Uzywane obecnie nazwy geometrii nieeuklidesowych
pochodzg wlasnies od rodzaju tej wyréinionej powierzchni. Geometria
Fobaczewskiego jest hiperboliczna, poniewaz interpretowana rzutowo
przeksztalca na siebie hiperbole. Geometrii sferycznej odpowiada elipsa,
stagd nazwa geometria eliptyczna, a geometrii Euklidesa — parabola.

Pod koniec ubieglego wieku wiedziano juz, ze kazdej geometrii me-
trycznej mozna przyporzadkowaé odpowiednig przestrzen rzutowa. Geo-
metria Euklidesa odpowiada przestrzeni, w ktérej wyrézniona jest li-
nia prosta w przypadku plaszczyzny, lub plaszczyzna dla przestrzeni
tréjwymiarowej. S3 one traktowane jako zdegenerowane powierzchnie
stopnia drugiego. Daje to pelng klasyfikacje mozliwych geometrii me-
trycznych. Nie sg to wszystkie przestrzenie lecz podstawowe typy.
W kazdej przestrzeni mierzy sie odleglo$ci i katy. Matematycy udo-
wodnili, Ze s3 to pomiary niezalezne w tym sensie, iz na przyklad
hiperboliczne zwigzki pomiedzy odleglo$ciami nie muszg wcale odpo-
wiadaé hiperbolicznym wzorom na katy. Oba rodzaje wielkosci mozna
okre§laé i mierzyé niezaleznie. Na plaszczyZnie mamy wiec dziewieé
geometrii, powstajacych z kombinacji trzech rodzajéw odleglo$ci z trze-
ma rodzajami katow.
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Przy takim postawieniu sprawy geometria staje sie rzeczywiscie
dziedzing swobodnych konstrukeji umystowych, ktérych zwigzek z co-
dziennymi przezyciami wynikajgcymi z percepcji przestrzennej wecale
nie znika, lecz przestaje ogranicza¢ i narzucaé sie w formie przekonania
o jednoznaczno$ci i oczywisto$ci pewnej geometrii. WyobraZznia mate-
matykéw, oswobodzona ze zbyt sztywnego powigzania pojecia przestrzeni
geometrycznej z przestrzenig fizyczng, okazala sie niezwykle twoércza
i bogata. Mozna stwierdzi¢, ze w drugiej polowie ubieglego stulecia
przescigali sie oni w wymy$laniu najrozmaitszych przestrzeni, powierz-
chni i figur. Doprowadzilo to do powstania wielu ciekawych modeli
réznych geometrii. O jednym z nich warto powiedzieé¢ kilka sléw, po-
niewaz mial on wielkie znaczenie geometryczne i filozoficzne. Chodzi
o zbudowany przez H. Poincarego model plaszczyzny Eobaczewskiego S.

W roku 1882 Poincaré oglosit prace Theorie des groupes fuchsiens,
w ktéorej wykazal, ze w jednostkowym kole mozna, odpowiednio de-
finiujgc linie proste i mierzac w okreslony sposéb odleglosci, otrzymaé
przestrzen réwnowazng plaszczyinie YL.obaczewskiego. Liniami prostymi
tego modelu s3 luki okregéw prostopadlych do wybranego kota, ktére
oznaczaé bedziemy symbolem w. Przez dwa dowolnie wybrane punkty
przechodzi jeden taki iuk. Odlegloéé jest tak zdefiniowana, ze w miare
zblizania sie do w skala odleglo$ci staje sie coraz mniejsza. Jezeli wez-
miemy pod uwage dwa punkty wybranego luku, ktérych euklidesowa
odleglo§é jest dana i zaczniemy przesuwaé je w kierunku w z zachowa-
niem tej odleglo$ci, to ich odleglo§¢ hiperboliczna rosnie, osiggajac war-
to$é nieskonczong, gdy jeden z tych punktéw dojdzie do w. Dzigki temu
wnetrze kola jednostkowego w geometrii euklidesowej staje sie w no-
wej metryce niskonczong plaszczyzng. Katy mierzy si¢ tak jak w zwyk-
tej geometrii. Sam okrag w peini role prostej w nieskonczono$ci. Przez
punkt nie lezgcy na zadanym luku mozna przeprowadzi¢ wiele ukow
prostopadiych do w, ktére nie przecinajag danego luku. Sposréd nich
dwa sg wyrdznione, te mianowicie, ktére przecinaja dany tuk w punk-
tach koncowych, lezgcych na w. Sg to w terminologii L.obaczewskiego
dwie proste rownolegle do danej, przechodzace przez zadany punkt.

W przeciwienstwie do modeli geometrii nieeuklidesowych znanych do
tego czasu, model Poincarego polega na istotnej deformacji odleglo$ci
w por6éwnaniu z odleglo§ciami mierzonymi w standardowej geometrii
rysunku. Na przyklad w geometrii powierzchni kuli, traktowanej jako
model geometrii eliptycznej, wzory opisujg katy i odlegloSci rzeczy-
wiécie mierzone na tej kuli. Poincare zmienil funkcje odleglosci, za-
chowujgc katy. Taka zmiane nazywa sie transformacja konforemna, a
odpowiadajgcg jej geometrie — geometrig konforemna. Jest to ciekawy
typ geometrii, uzywanej obecnie w szczegblnej teorii wzglednosci. Kon-
foremny model plaszczyzny F.obaczewskiego stal sie znany dzieki pew-
nym obrazom Eschera, slawnego malarza holenderskiego, Przykladem
moze byé obraz, w ktérym diably przeplatajg sie z aniolami. W cen-
trum rysunku postacie sg dosyé duze i wyraZne, a w miare zblizania
sie do ograniczajacego rysunek kola malejag one w odpowiedniej skali.
Dzieki temu na rysunku powinna sie zmieécié nieskoriczona liczba anio-
6w i diabléw, ktérych oczywiscie nie udalo sie narysowaé.

Przestrzen rzutowa, ktéra w ostateczno$ci stala sie podstawg wszyst-
kich geometrii metrycznych, nie byla wcale odkryciem XIX wieku. Juz

5 fadny wyklad modelu Poincarego znajduje si¢ w D. Pedoe, A Cou-
rse of Geometry for Colleges and Universities, Cambridge, 1970.
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w starozytnos$ci badano zagadnienie, w jaki sposéb czlowiek widzi §wiat.
Harmonijne ksztalty greckich $wigtyn powstaly dzieki znajomo$ci praw
geometrii rzutowej. Oko ludzkie nie mierzy bezposrednio odleglo$ci.
Tréjwymiarowa bryla §wigtyni jest zamieniana na dwuwymiarowy obraz
rzutowany na siatkéwke oka. Chcge w obrazie tym otrzymaé okreslone
proporcje odleglosci i katéw nalezy odpowiednio zdeformowaé proporcje
gmachu. Grecy pisali na ten temat cale traktaty, a wiele podstawowych
twierdzen tej dziedziny, np. twierdzenie Pappusa, nosi greckie nazwiska.

Matematycy powrécili do tych spraw w okresie Odrodzenia, gdy ma-
larze ponownie odkryli perspektywe i zaczeli stosowaé ja w swoich
obrazach. Powstala w ten sposéb bogata i ciekawa dziedzina matema-
tyczna, ktéra intensywnie rozwijala sie do naszych czaséw. Jednym
z jej tworcoOw byt W, Hamilton, ktéry tak bardzo zastuzyl sie w mecha-
nice, optyce i algebrze. Pewne dzialy algebry powstawaly zresztg dla
poirzeb geometrii. Ich przykladem moze byé wynaleziony przez Hamilto-
na rachunek kwaternionéw, stuzgcy do opisu obrotéw w przestrzeni
tréjwymiarowej. Liczby zespolone byly uznane przez spoleczno$é mate-
matyk6w dopiero wtedy, gdy Gauss wynalazt ich geometryczny model
na plaszczyznie.

Na zakonczenie wspomnijmy jeszcze o innym osiggnieciu geometrii
tego okresu, o przejSciu do badnia przestrzeni wielowymiarowych.
W matematyce i fizyce czesto pojawialy sie sytuacje, gdy pewne
wielkoSci zachowywaly sie tak jak zmienne przestrzenne. W hamilto-
nowskim sformutowaniu mechaniki wielko$ciami takimi sa pedy. Stan
punktu materialnego jest w przestrzeni fazowej opisany za pomocg
tréjwymiarowego polozenia i tréjwymiarowego pedu. Razem daje to
przestrzen sze§ciowymiarows. Zastuga Hamiltona bylo sformulowanie
praw mechaniki w taki sposéb, ze formalna réinica pomiedzy poloze-
niem i pedem znika, dajgc jednorodng przestrzen fazowa o szeSciu
wymiarach. Oderwanie przestrzeni geomtrycznych od ich zwigzku
z przestrzenig fizyczng pozwolilo na stworzenie samodzielnej teorii
przestrzeni fazowych. Teoria ta jest ogdlna i bardzo elegancka. Mozna
za jej pomocy opisywaé wiele klas ukladéw fizycznych i sytuacji ma-
tematycznych, w ktoérych stosuje sie rdéwnania roézniczkowe zwy-
czajne,

Przejdzmy teraz do filozofii i przypomnijmy najpierw, jak w ciggu
ubieglego stulecia zmieniala sie filozofia geometrii. Na poczatku sg-
dzono powszechnie, Ze geometria jst dzialem matematyki opisujgcym
przestrzen fizyczng. Dzieki temu przestrzen te traktowano jako zada-
ny obiekt badan, a geometrie — jako teorie tego obiektu. MozZna byto
stawiaé pytanie o prawdziwo§é i niesprzeczno§é aksjomatéw, ktére
Euklides przyjal jako podstawy dedukcyjnej teorii wyloZonej w jego
dziele. Najwiecej klopotéw sprawial pigty aksjomat, ktéry w prze-
ciwienstwie do pozostalych nie robil wrazenia oczywistego ani praw-
dziwego bez zastrzezeni., Wielowiekowe prace nad tym zagadnieniem nie
doprowadzily do zadnego zadowalajgcego rozwigznia. Ich rezultatem
bylo znalezienie wielu twierdzefi réwnowaznych, ktére jednak tez nie
byl oczywiste ani pewne.

Rozwigzanie przyszio z nieoczekiwanej strony. Gauss, Eobaczewski,
Bolyai, a potem wielu innych matematykéw, u§wiadomili sobie, ze
aksjomatu tego nie nalezy traktowaé jako jedynego mozliwego, ze
nasza wyobraznia geometryczna nie jest ograniczona do gometrii Eukli-
desa. L.obaczewski zajal sie systemem, w ktérym zamiast pigtego pew-
nika przyjal twierdzenie sprzeczne z nim, Dalo to nowg ciekawg geo-
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metrie, w ktérej nie znaleziono sprzeczno$ci. Okazalo sie, ze istniejg co
najmniej dwie niezalezne od siebie geometrie. Przestala obowigzywaé
zasad jednoznacznos$ci geometrii. Wyzwolilo to geometrie z wigzéw
empirycznej oczywistoSci, Nowe geometrie, przyjmowane zrazu przez
wiekszo$¢ matematykéw z oburzeniem, wyzwolily fantazje i konstru-
kcyjne mozliwosci geometréw, dajagc w efekcie bogactwo przestrzeni,
figur, przeksztalcen, struktur algebraicznych i modeli. Powoli wytanial
sie pelny obraz mozliwych geometrii i ich wzajemnych zwigzkéw. Geo-
metria stawala sie najbardziej rozwinieta i uporzadkowang dziedzing
badan matematycznych. Gdy na poczatku XX wieku D. Hilbert sformu-
towal program formalizacji matematyki, to zaczat od poprawnej aksjo-
matyzacji geometrii. Udowodnil woéweczas, ze trzy podstawowe geome-
trie metryczne sg sobie réwnowazne, ze za pomocg odpowiednich defi-
nicji mozna kazdg z nich przeksztalci¢é na dwie pozostate.

Dzigki pracom XKleina naczelne miejsce zajela geometria rzutowa,
z ktérej drogg dodatkowych ograniczen mozna uzyskaé pozostale sy-
stemy. Na jej przykladzie, jak réwniez na stosunku do geometrii sfe-
rycznej widaé, jak zmienil sie stosunek matematykéw do pojecia prze-
strzeni. Geometrie te znano i badano juz w starozytnosci, lecz byly one
traktowane jako opis pewnych szczegbélnych sytuacji, zawierajgcych
si¢ w jedynej sensownej geometrii Euklidesa. W geometrii rzutowej
bada sie te wlasnoSci figur, ktére nie zalezg od odleg.osci-i katéw,
lecz jest to cze$§é prawdy o tych figurach. W starozytnosci matematycy
pasjonowali sie zagadnieniami konstrukcyjnymi. Pytano na przyklad,
co mozna skonstruowaé majac do dyspozycji okre§lone przyrzady, glow-
nie linijke i cyrkiel. Klasyczne problemy podziatu kata na trzy réwne
czeséci, podwojenia objetosci szeScianu lub kwadratury kola sg tego ro-
dzaju. Otd6z geometrii rzutowej odpowiada sytuacja, w ktoérej mamy
do dyspozycji linijke bez skali i kgt prosty. Konstrukcje dokonywane
za pomocg tych przyrzadéw majg charakter rzutowy.

Gdy badano i opisywano takie konstrukcje nikomu nie przyszio do
glowy, ze mogg one odpowiadaé przestrzeni niezaleznej i ogélniejszej
od przestrzeni Euklidesa, ze mozna wyobrazi¢ sobie §wiat bez skal po-
miarowych i bez katomierzy. Stalo sie to mozliwe dopiero po wyka-
zaniu, ze odrzucenie lub zmiana pigtego pewnika Euklidesa nie pro-
wadzg do sprzecznofci, Zze mozliwe s3 inne geometrie. Podobnie bylo
z geometrig sferyczng, ktdéra réwniez usamodzielnila sie i oderwata od
swego standardowego modelu na sferze.

Opracowanie modeli jednej geometrii w innych bylo dalszym kro-
kiem na drodze relatywizacji pojecia przestrzeni. Okazalo sie, ze taka
sama sytuacja moze byé opisana na réine sposoby, czesto bardzo
réznigce sie. Na przyklad geometria R.obaczewskiego opisuje sytuacje
na nieskoficzonej hiperboloidzie i na skonczonym kole jednostkowym.
Jest to mozliwe dzieki temu, Ze skala dlugo$ci w tym kole staje sie
drobniejsza, gdy zblizamy sie do jego granicy. GdybySmy wyobrazili
sobie, ze po luku imitujgcym prostg porusza sie cialo punktowe ze
stala predkoscia, to z punktu widzenia euklidesowego obserwatora pred-
kos$¢ tego ciala maleje w miare oddalania sie od Srodka i w konse-
kwencji cialo to nigdy nie dojdzie do granicznego okregu, ktéry jest
dla niego prostg w nieskonczonosci.

Taka sytuacja, w ktérej mozna bylo wybieraé geometrie i zmie-
niaé ich modele doprowadzila do konwencjonalizmu. Twoérca tego kie-
runku w filozofii nauki byt Poincaré. Interesowal sie on stosunkiem
geometrii do §wiata fizycznego. Wiedzial, ze geometrii mozliwych do
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skonstruowania jest wiele, lecz panowalo przekonanie, iz tylko jedna
z nich moze opisywaé wyniki obserwacji i eksperymentéw nauk przy-
rodniczych, Poincare wiedzial jednak, Ze w samej geometrii okreslong
sytuacje mozna opisywaé¢ na wiele sposobéw, Skoro istnieje wiele spo-
sobéw matematycznego opisu geometrii, to warto bylo zastanawiaé¢ sie
nad tym, czy istnieje wyrdiniony opis przestrzeni fizycznej. Do tego
czasu przyjmowano w tej sprawie rozwigzanie realistyczne, stwierdza-
jac, Zze w zasadzie mozna eksperymentalnie rozstrzygaé to pytanie.
Przyktadem takiego eksperymentu byly wspomniane pomiary Gaussa.

Poincare miat inny poglad na te sprawe. Wiedzial, ze kazdy pomiar
jest oparty na apriorycznie przyjetych jednostkach odleglosci i katow.
W skonstruowanym przez niego konforemnym modelu plaszczyzny hi-
perbolicznej mozna tak przedefiniowaé odleglosci, ze z kola jedno-
stkowego otrzymuje si¢ nieskonczong plaszczyzne uzupelniong o pro-
st3 w nieskonczono$ci. Mozna sobie wyobrazi¢ przyrzagd pomiarowy
realizujgcy te pomiary. Za pomocg tego przyrzadu otrzymaliby$smy opis
doswiadczen bardzo rézny od tego, co obserwujemy w standardowy
spos6b. Inne bylyby prawa fizyki i opis sytuacji, a obie teorie, stan-
dardowa i nowa réwnie dobrze przewidywalyby trajektorie cial, ich
oddzialywania i wilasno$ci. Nie byloby sposobu wykazania, ze jedna
teoria jest lepsza od drugiej, ze jedng trzeba przyjgé jako prawdziwa,
a drugg odrzuci¢. Wybér jednego z mozliwych jezykéw matematycznego
opisu faktow jest wiec sprawg konwencji. Nie znaczy to wecale, Ze nie
mamy zadnych kryteribw tego wyboru. Mozemy na przykiad wyobrazié¢
sobie, jak skomplikowane bylyby prawa fizyki i opis faktow, gdybySmy
do opisu przestirzeni wybrali jakg$ dziwng geometrie. Trudno byloby
uprawiaé mechanike w takim mato intuicyjnym formalizmie, lecz w
zasadzie jest to mozliwe.

Konwencjonalizm rozwingt sie¢ w szeroko znang filozofie przyrody.
Omawianie jego filozoficznego znaczenia nie jest celem tej pracy.
Cheemy jednak zauwazyé, Ze w sprawie stosunku geometrii do do-
Swiadczenia jest on negacjg stanowiska klasycznego, tysigce lat panu-
jacego w matematyce, nauce i filozofii. Stanowisko to polegalo na
przekonaniu, Ze geometria opisuje §wiat rzeczywisty, dlatego powinna
by¢ prawdziwa i jednoznaczna. Po6Zniej oderwano geometrie od do-
§wiadczenia, czynigc jg sztukg konstruowania niesprzecznych systemoéw
i modeli przestrzeni, pozostawiajgc $wiatu fizycznemu jego jednoznacz-
ng geometrie. Ktéra z geometrii opisuje ten $wiat to sprawa do$wiad-
czenia. Sadzono, ze mozliwe sg do$wiadczenia pokazujace, jaka jest
geometria przestrzeni fizycznej. Poincare odrzucit to zalozenie. Zauwa-
2yt on mianowicie, ze nigdy nie mierzymy wiasnos$ci samej przestrzeni.
Sy one zawsze uwiklane w jakie§ procesy. Z teoretycznego punktu wi-
dzenia opis geometrii przestrzeni jest pierwszym krokiem rekon-
strukcji badanych proceséw, krokowi temu nie odpowiada jednak w
sferze empirycznej zadna niezalezna sfera do$wiadczen ani pomiaréw.
Geometrie mozemy przyjaé w sposéb dosyé dowolny, a dostosowaé do
niej musimy opis zdarzen, mierzac nastepnie zgodno$é tego opisu
z rzeczywistym przebiegm zjawisk. Stanowisko konwencjonalistyczne
jest wazng czeScig metodologii nowoczesnej fizyki, w ktérej bez opo-
réw korzysta sie z najrozmaitszych topologii i geometrii, aby opisujac
za ich pomocg pewne zjawiska staraé sie uzyskaé przewidywania do-
tyczace nowych zjawisk. W fizyce teoretycznej pojecie geometrii tak
sig zrelatywizowalo, ze fizycy nie sg juz nawet $wiadomi tego. S3 oni
po prostu przyzwyczajeni do tego, ze prébujg zastosowaé nowe forma-

13 — Studia Philosophiae Christianae nr 1/90
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lizmy, liczgc na uzyskanie nowych wynikéw lub na nowa interpretacje
rzeczy dobrze znanych.

Jest to zagadnienie wymagajace odrebnych badan, opartych na ma-
teriale najnowszych teorii fizycznych. Celem tej pracy bylo pokazanie
jak dlugg i ciekawg droge przebyla geometria XIX wieku po odkryciu
geometrii nieeuklidesowych. Powstanie tych geometrii nie bez powodu
uwaza sie za jedng z najwazniejszbych rewolucji jakie dokonaly sie
w matematyce w ciggu jej historii. Rewolucja ta otworzyla droge re-
wolucjom fizykalnym, przede wszystkim fizyce relatywistycznej. Na
poczatku naszego stulecia geometria stala sie nauksg dojrzalg i bardzo
uporzgdkowang. Jej rozwéj w tym kierunku zostal zahamowany. Po-
jawila sie geometria rézniczkowa, a starymi problemami zajmuje sig nie-
liczna grupa entuzjastéw. Coraz trudniej znalezé ksigzki poswiecone
tym zagadnieniom. Z punktu widzenia geometrii rézinczkowej przestrze-
nie, ktére sg takie same w kazdym punkcie, zwane przesirzeniami sy-
metrycznymi, sg najprostsza klasg przestrzeni geometrycznych. Istnieje
pelna klasyfikacja takich przestrzeni, do ktérej nie mozna nic dodaé®.
Geometrie nieeuklidesowe majg liczne zastosowania w analizie, teorii
funkcji analitycznych i w algebrze, lecz ich teoria jest w zasadzie
skoniczona. Nies wiadomo czy na zawsze. Zawsze moze pojawi¢ sie ma-
tematyk, ktoéry te sprawy osadzi w nowym szerszym kontekScie,
otwierajgc tym droge do nowych badan, pokazujagc nowe perspektywy.
Przykladem ogdlnej podstawowej teorii matematycznej, ktéra wyrosta
z geometrii jest topologia. Opisuje ona wszystkie przeksztalcenia prze-
strzeni, ktére zachowujg cigglto§é i zmierzanie do granicy. Zanim na-
stapi nowe odrodzenie geometrii syntetycznej, opisujacej w caloSciowy
sposéb przstrzenie geometryczne, warto wracaé i przypominaé osiggnie-
cia XIX wieku, poniewaz tkwig w nich korzenie wielu wspélczesnych
dzialéw matematyki i nauk przyrodniczych, szczegdlnie fizyki i kosmo-
logii.

WIESEAW WOJCIK

KONCEPCJA DOWODU A STRUKTURA ROZWOJU NAUKI

1. WSTEP. PROBY UKAZANIA SPECYFIKI DZIALALNOSCI
NAUKOWEJ

XX ‘wieku cechuje ogromny rozwo6j i osiggniecia nauki, a zarazem
znamienne dla naszych czas6w jest powatpiewanie w warto$é nauki,
w jej prawdziwie tworczy charakter. Z jednej strony analizy filozoféw
nauki ukazujg hipotetyczny charakter naukowych twierdzeh oraz kru-
cho$é podstaw, na ktérych wspiera sie gmach wiedzy. Z drugiej strony
filozofowie XX wieku, poczynajgc od egzystercjalizmu a konczac na
filozofii dialogu, podwazaja wrecz warto§¢ naukowego poznania.

Préoby ukazania, iz nauka jest tworem, w ktérym gromadzi sie fakty,
niezbite twierdzenia oraz calkowicie opracowane teorie, zakonczyly sig
fiaskiem. Filozoficzne ujecie nauki w wymiarze synchronicznym przez
neopozytywistow Kola Wiedenskiego okazalo sie niewystarczajgce do

6 Patrz S. Helgason, Differential Geometry and Symmetric Spaces,
New York, London, 1962.



