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UWAGI W SPRAWIE ISTNIENIA
PRZEDMIOTOW MATEMATYCZNYCH

1. ROZNE STANOWISKA NA TEMAT ISTNIENIA
PRZEDMIOTOW MATEMATYCZNYCH

Po odrzuceniu stanowiska, Ze matematyka jest tylko jezykiem for-
malnym, koncepcje na temat istnienia przedmiotéw matematycznych
mozna podzieli¢ na trzy grupy. Podstawg tego podziatu sa relacje mie-
dzy obiektami matematycznymi, a przedmiotami fizycznymi i poznaja-
cym podmiotem. W pierwszej grupie beda te poglady, w my$l ktérych
obiekty matematyczne istniejg niezaleznie zaréwno od $wiata mate-
rialnego, jak i poznajgcego podmiotu (platonizm). W drugiej grupie
znajdg sie poglady gloszgce, iz przedmioty matematyczne w swym
istnieniu zalezg w jakim$§ stopniu od rzeczywisto§ci materialnej (empi-
ryzm). Trzecia grupa sg to poglady moéwigce, ze obiekty matematyczne
sg tworami umyslu matematyka i istnieja w umysle poznajacego pod-
miotu (konceptualizm). Oczywiscie podzial ten jest bardzo schematycz-
ny i w kazdej z wymienionych grup znajdujg sie poglady o rdinych
odcieniach, czesto znacznie réznigce sie miedzy soba.

Za zwolennikdéw platonizmu uwaza sie powszechnie wiekszo§é mate-
matykow, ktérzy traktuja przedmiot swoich badan jako istniejacy nie-
zaleznie od nich, a takze za niezwigzany ze S$wiatem materialnym 1.
Takie spojrzenie na obiekty matematyczne wywodzi sie z koncepcji
Platona. Warto poczynié jednak kilka uwag na temat istotnych rézinic,
ktére wystepuja miedzy oryginalng dokiryng Platona, a platonizmem
we wspoélczesnej filozofii matematyki. Na poglady Platona skladaly sie
cztery powigzane ze sobg stanowiska: w zakresie ontologii Platon glo-
sit skrajny realizm pojeciowy (istnieje obiektywnie $wiat idei) oraz
ontologiczny idealizm obiektywny (§wiat materialny jest tylko niedo-
skonalym odbiciem $wiata idei), za§ w zakresie epistemologii — skraj-
ny racjonalizm (tylko rozum dostarcza wartosciowego poznania) oraz
skrajny aprioryzm, uzasadniany preegzystencjag dusz (pojecia sg wro-
dzone, my tylko je sobie przypominamy). Platonizm wspolczesny od-
nosi si¢ tylko do obiektébw matematycznych, gloszac w tym zakresie
skrajny realizm pojeciowy. Uwaza sig, iz przedmioty matematyczne
istniejg niezaleznie od $wiata materialnego i od poznajgcego podmio-
tu. Pozostale elementy koncepcji Platona nie wystepujg w zasadzie
we wspbiczesnej filozofii matematyki. Wprawdzie uznaje sie, iz w ma-
tematyce dominujacg role odgrywa poznanie rozumowe (dzieje sig tak
pod wplywem konsekwentnie stosowanej w matematyce metody deduk-
cyjno-aksjomatycznej), to jednak w fazie odkrywania nowej wiedzy
matematycznej, czy uczenia sie dopuszcza sie wspolwystepowanie roz-
nego typu poznawania poje¢ matematycznych, lgcznie z indukcjg, ana-
logig itp. Odchodzi sie wiec do pewnego stopnia od skrajnego pogladu
Platona, w mys$l ktérego poznanie obiektéw matematycznych jest nie-
zalezne od $wiata materialnego. Odmienne réwniez od platonskiej kon-
cepcji jest widzenie powigzania Swiata obiektow matematycznych ze

1 J. D. Monk uwazia, ze 65% matematykéw to platonicy. Podaje za:
R. Murawski, ,,Humanizacja” matematyki, czyli o nowych prgdach w
filozofii matematyki, Studia Filozoficzne 8 (1986), 60.
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swiatem materialnym. Przedmioty fizyczne nie sg traktowane jako
niedoskonale odbicia doskonalych obiektéw matematycznych. Z reguly
przyjmuje sie istnienie niejako obok siebie tych §wiatéw lub w ogodle
nie wypowiada si¢ na ten temat. Czasami ten problem zostaje prze-
niesiony na inny poziom. Twierdzi sie mianowicie, iz matematyka bada
pewne relacje miedzy rozmaitymi obiektami, w szczegdlnosci mogg to
byé obiekty fizyczne.

Dla przykladu przytocze wypowiedzi kilku atoréw, ktorzy prébujg
powigzaé ze sobg pojecia matematyczne i przedmioty fizyczne., Wedlug
R. Thoma idee plator’xskie ksztaltujg rzeczywisto$é fizycznag?2 Podobne
sugestie znajdujg sie w wypow1edz1ach S. MacLane’a. Stwierdza on, iz
w matematyce odkrywa sie¢ formalne struktury, ktoére odzw1erc1ed1a:|a,
rozmaite aspekty $§wiata i ludzkiej aktywnoscis, S. Shapiro oraz
M. Resnik okreslajg matematyke jako nauke o strukturach czy wzorach
(patterns). Odrzucajg istnienie jakich$ obiektéw matematycznych, traktu-
jac je jako punkty, miejsca, pozycje w strukturze4, ktére sa wyzna-
czone przez relacje miedzy obiektami, a nie przez same te obiekty.
W tym ujeciu nie sg wazne jakie§ przedmioty i ich wlasnosci, a tylko
relacje miedzy nimi. Bada sie tylko relacje i operacje, a nie wtasnosci
jakich§ obiektows. W takim ujeciu zagadnienia widaé odbicie ten-
dencji w matematyce wspolczesnej do badania réinego rodzaju relacji,
fx}xln'l;gji, operacji, a pomijania obiektoéw, miedzy ktoérymi te relacje za-
chodza.

S. Shapiro traktuje strukture jako powszechnik, dla ktdérego dany
system obiektéw, powigzanych relacjami o odpowiednich wtasno$ciach,
jest tylko ukonkretnionym przykiadem. Wilasnosci struktur sg nieza-
lezne od matematyka. Poza tym struktury mozna traktowaé tak jak
obiekty jakiej§ teorii i wigzaé je kwantyfikatorami® Wedlug Shapiro
pewne struktury sa egzemplifikowane w dziedZinie rzeczywistosci fi-
zycznej. Zwigzek matematyki z naukami przyrodniczymi polega na od-
czytywaniu struktur matematycznych, ktére leza u podstaw niemate-
matycznego uniwersum oraz na badaniu zwigzkéw i oddzialywan mie-
dzy strukturami? RézZnica miedzy strukturami matematycznymi a in-
nego typu strukturami polega tylko na innej metodzie prezentacn i ba-
dania — w matematyce wystepuje metoda aks;omatyczna i dedukcyjna.
W ten sposéb strukturg matematyczng staje sie kazda struktura bada-
na przez matematyka 8,

M. Resnik sw6j poglad na temat przedmiotéw matematycznych wy-
raznie laczy z platonizmem. Uznaje mianowicie, iz struktury matema-
tyczne sg to niematerialne, niementalne obiekty, ktére istniejag poza

2 R Thom Matematyka mowoczesna: pomylka pedagogiczna i filozo-
ficzna? Wxad Mat. 18 (1974), 118; Czy istnieje matematyka nowoczesna?
Wiad., Mat. 18(1974), 136.

3 S. MacLane, Mathematical Models: A Sketch for the Philosophy
of Mathematics, Am. Math. Monthly 88(1981), 471.

¢ S. Shapiro, Mathematics and Reality, Phil. of Science 50(1983)4,
534, M. D. Resnik, Mathematics as a Science of Patterns: Ontology
and Reference, Nous 15(1981), 530.

5 S. Shapiro, art. cyt., 535.

6 Tamze, 536—537.

7 Tamze, 538.

3 Tamsze, 542,
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czasem i przestrzenig?. Te struktury, wzory poznajemy poprzez szereg
doswiadczen, ktére nazywa ,do§wiadczaniem czego$§ jako wzoru” 10,  Po-
suwamy sie poprzez szereg etapdw, w czasie ktérych konceptualizujemy
nasze do$wiadczenie w coraz bardziej abstrakcyjnych terminach. Na
ostatnim etapie zostawiamy dostatecznie daleko poza sobg dodwiadecze-
nie, tak aby nasze teorie byly skonstruowane jako teorie o abstrakcyj-
nych obiektach. W trakcie tego procesu wykorzystujemy nasze ten-
dencje do ujmowania rzeczy jako ustrukturalizowanych, nasze skilania-
nie sie w kierunku teoretyzowania oraz naszg potrzebe tworzenia” it
Traktiowanie matematyki jako nauki o strukturach moze, zdaniem Res-
nika, wyeliminowaé trudno$ci czystego platonizmu, ktére wigzg sie
z istnieniem réznych redukcji teorii matematycznych (na przyklad do
teorii mnogo$ci czy do teorii kategorii), a takze 'z wynikami uzyskany-
mi w twierdzeniach limitacyjnych 2.

Platonizm tlumaczy, dlaczego przy uprawianiu matematyki mamy
poczucie, iz odkrywamy prawidiowo$ci miedzy obiektami, ktérych wia-
sno$ci sa od nas niezalezne, ktérych wlasno$ci nie mozemy ani dowol-
nie ustalaé, ani dowolnie zmieniaé. Stwarza jednak zasadnicze proble-
my w kwestii poznawania pojeé matematycznych. Nie wyja$nia, w ja-
ki spos6b mamy dostep do idealnego $wiata obiektéw matematycznych.
Nawet uznanie, iz przedmioty fizyczne sa materialnymi realizacjami
pewnych pojeé matematycznych, nie usuwa wszystkich trudnoéci w tym
zakresie. Pozostaja tez niewyjasnione kwestie, ktére wynikajg przy
interpretacji twierdzeh Ilimitacyjnych. Powstaja bowiem nastepujace
pytania. Dlaczego sg réine geometrie czy teorie mnogosci? Dlaczego
moga istnie¢ obok siebie rozmaite uniwersa zbioréw o sprzecznych
miedzy sobg wiasnosciach? Co wiecej zadne uniwersum zbioréw nie
jest dla nas w pelmi poznawczo dostepne, moiemy poznawaé tylko
pewne ich fragmenty. Wszystkie te problemy nie znalazly zadowalajg-
cego uzasadnienia w stanowiskach nawigzujacych do koncepcji Pla-
tona.

W pogladach empirycznych twierdzi sie, Ze przedmioty matematyczne
sa jako$ zwigzane z przedmiotami fizycznymi. PoniewaZz to powigzanie
mozna widzie¢ na wiele sposobbéw, wiec w tej grupie znajduja sie
koncepcje bardzo roéznigce sie miedzy sobg. Wskaze kilka stanowisk,
ktoére rozmaicie rozwigzuja problem powiazania obiekté6w matematycz-
nych z fizycznymi.

Wedtug Arystotelesa nie istnieje pierwotnie Zzaden idealny S$wiat
obiektow matematycznych, ktére mialyby byé pierwszymi zasadami
rzeczy 18, Przedmiotem matematyki jest ilo§é wyabstrahowana z przed-
miotéw fizycznych. Ciata fizyczne zawierajg powierzchnie, punkty, linie
itp., ktére w specyficzny sposéb bada matematyk. Te powierzchnie,
punkty, linie sa przez niego rozpatrywane w oderwaniu od swych fi-
zycznych odpovvledmkéw Matematyk bada na przyklad diugosé fizycz-
ng, ale nie jako fizyczna, tylko oddzielong poprzez akt abstrakeji od
swego fizycznego odpowiednika. Uzyskane przy pomocy abstrakcji obie-

$ M. D. Resnik, Mathematics as a Science of Patterns: Ontology
and Reference, art. cyt., 529.

18 M. D. Resnik, Mathematics as a Science of Patterns: Epistemology,
Nofis 16 (1982) 1, 97.

1t Tamze, 99 (tt. moje).

12 Tamze, 95.

13 Arystoteles, Metafizyka 1093 b, Warszawa 1983, 386—387.
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kty matematyczne w istotny sposéb roéznig sie¢ od przedmiotéw fizycz-
nych, sa bowiem pozbawione wszelkich zmystowych jako$ci, sg nieru-
chome, nie muszg mieé trzech wymiaréw, tak jak ciala fizycznei4,
Ilo$¢ wyrazona w liczbie, rozcigglo$ci i ksztalcie moze byé rozpatry-
wana w oderwaniu od innych wlasciwoéci cial fizycznych, mimo Ze nie
istnieje oddzielnie od nich. Umysl, gdy my$li o obiektach matematycz=
nych, ,myéli o nich, jak gdyby byly oderwane od ciala, chociaz w rze-
czywistosci nie sg one od niego oderwane” 15, Przedmioty matematycz-
ne istniejg dzieki aktowi abstrakcji. S wiec w pewnym stopniu two-
rem czlowieka. Nie sg to jednak dowolne konstrukcje umyshi, bowiem
,mozna zgodnie z prawdg powiedzieé po prostu, ze istniejg przedmioty
matematyczne z cechami, jakie im przypisuja matematycy” 8. Jedno-
cze$nie trzeba podkres$lié, iz oddzielenie obiektéw matematycznych od
rzeczy fizycznych jest mozliwe tylko w umy$le matematyka, tak wiec
przedmiotem matematyki jest realna ilo$é, tylko badana w specyficzny
sposéb 17, Arystoteles zwigzal zatem istnienie obiekté6w matematycznych
ze zmystowo spostrzeganymi rzeczami. Warto jednak zauwazyé, iz po-
niewaz przedmioty matematyczne sg nieruchome, wiec matematyka
nie moze stluzyé do badania ruchu wystepujgcego w przyrodzie.

Do pogladéw Arystotelesa w kwestii istnienia przedmioté6w matema-
tycznych nawigzal §w. Tomasz z Akwinu. Wyréznil on trzy typy ab-
strakcji: fizyczng, matematyczng i metafizyczng. Abstrakcja matema-
tyczna pomija materie zmyslowa i dotyczy materii inteligibilnej, ktéra
mozna traktowaé jako substrat metafizyczny dla ilosci, czy continuum,
bedacego materig dla form geometrycznych. Materia ta jest dostepna
tylko dla poznania umyslowego i nie jest spostrzegana przez zmysly
zewnetrzne. Nasze zmysly spostrzegajg tylko ksztalty konkretnych cial
jednostkowych. Dzieki procesowi abstrakcji matematycznej mozemy te
formy przedstawié sobie jako oderwane od materii zmystowej. Przed-
miot matematyki jest wiec zalezny od materii bytowo, ale poznawczo
jest od niej niezalezny. Pojecia matematyczne nie sg forma, ani przy-
padloscig rzeczy. Matematyka jest jednak naukg realng, moéwiacg o
ilo§ciowych aspektach §wiata materialnego.

Wspblczeénie w tomizmie réwniez sg gloszone poglady na matema-
tyke inspirowane koncepcja $w. Tomasza. Matematyka jest w nich
wlgczana do systemu nauk jako nauka znajdujgca sie miedzy fizyka
a metafizyky. Jej przedmiot (ilo§¢) jest zwigzany z materia — z ma-
terig inteligibilng, ktéra daje sie¢ wydzieli¢ na drodze abstrakcji mate-
matycznej.

Poglagdy Arystotelesa i §w. Tomasza nie sg w stanie ujgé specyfiki
matematyki wspolczesnej. Ciekawego rozszerzenia koncepcji §w. Toma-
sza tak, aby mozna jg bylo odnie§¢ do abstrakcji wielostopniowych
charakterystycznych dla matematyki wspélczesnej, dokonuje Th. An-
derson. Podkresla on, iz zar6wno Arystoteles, jak i §w. Tomasz odwo-
tywali sie w swych pracach tylko do obiekt6w matematycznych, kté-
rych zwigzek z przedmiotami fizycznymi jest widoczny. Nastepnie pro6-
buje wykazaé, iz z caloSci pogladéw $§w. Tomasza mozna wyciggngé
wniosek, iz matematyk nie jest ograniczony wylqcznie do obiektow,

14 Arystoteles, Fizyka 193 b — 194 a, Warszawa 1968, 39—40.

15 Arystoteles, O duszy 431 b, Warszawa 1872, 100.

16 Arystoteles, Metafizyka 1077 b, dz. cyt., 333—334.

17 Tamze, 1033 a — 1033 b, 175, 1035 a — 1036 b, 181—182, 1059 b,
268—269. )
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ktore uzyskal przez absirakcje z przedmiotéw fizycznych, Poniewaz
obiekty matematyczne istniejg w wyobraZni, wiec matematyk moze
z prostszych przedmiotdw konstruowaé bardziej zlozone, o ile tylko
taka konstrukcja nie prowadzi do sprzecznoSci s,

Na stanowisku skrajnego empiryzmu stat J. S. Mill. Uznawal istnie-
nie tylko rzeczy jednostkowych. Wedlug niego nie istniejg zadne ogbly,
rodzaje ani gatunki. Pojecia matematyczne sg kopiami obiektéw fizycz-
nych, poznawanych w czasie do§wiadczenia. Definicje, okreslajgce po-
jecia matematyczne, trzeba uznaé za uogélnienia, dotyczgce przedmio-
tow rzeczywistych. Twierdzenia matematyczne wynikajg na drodze de-
dukcji z przyjetych okre§len. Poniewaz jednak okreslenia te majg tylko
przyblizony charakter, wiec zadne twierdzenie matematyczne nie jest
pewne i konieczne. Twierdzenia matematyczne sg tylko indukcyjnymi
uogélnieniami faktéw empirycznych, sg prawami przyrody, a zostaja
utworzone na podstawie do§wiadczenia i obserwacji. To, ze wydajg sie
nam pewne i konieczne, uwazal Mill za zludzenie. Zludzenie to jest
spowodowane czesto§cig wystepowania zjawisk, z ktérych na drodze
indukcji uzyskujemy twierdzenia matematyczne 1.

Autorzy marksistowscy réwniez utworzyli koncepcje, w myS$l ktorej
matematyka zalezy od $wiata fizycznego. Ta zaleznos¢ jest widziana
w czterech gléwnych aspektach: (1) genetycznym — matematyka po-
wstawala w czasie praktycznego opanowywania przez czlowieka sit
przyrody, (2) epistemologicznym -— pojecia matematyczne tworzymy
przez abstirakcje oraz idealizacje z rzeczywistych, fizycznych przedmio-
tow, (3) metodologicznym — metody rozumowania (m.in. dedukcja)
odzwierciedlajg prawidlowo$ci wystepujace w przyrodzie, (4) ontycz-
nym -— istnienie pojeé matematycznych jest wtérne w stosunku -do
istnienia materii i jest Scisle zwigzane ze $§wiatem fizycznym.

Trzeba tez zaznaczyé, ze poglady gloszgce, iz obiekty matematyczne
sa zwigzane z przedmiotami fizycznymi, wypowiadajg réwniez mate-
matycy. L. Kalmar na przyklad uwaza, iz matematyka ma empiryczne
pochodzenie, ,,jej aksjomaty poczatkowo zostaly wyabstrahowane z fak-
tow empirycznych, a jej reguty wnioskowania dedukcyjnego sg waine
dlatego, ze zostaly sprawdzone w aktualnej praktyce myslowej ludz-
kosci” #®, R. Courant za$§ twierdzi, iz ,matematyka musi czerpaé¢ swe
motywy z konkretnego tworzywa szczegdlnego i zdgza¢ z powrotem
do pewnych warstw rzeczywistosci” 21,

Zaprezentowane stanowiska daja wytlumaczenie sukcesow, ktére od-
nosi matematyka poprzez swoje zastosowania w naukach przyrodni-
czych., Jednakie w stosunku do koncepcji empirycznych mozina réw-
niez wysungé szereg zastrzezen. W szczeg6lnosci tylko dla bardzo nie-
wielu (wprawdzie podstawowych) pojeé moina wskazaé w Swiecie ma-
terialnym ich odpowiedniki. Wiekszo$§¢ obiektéw matematycznych nie
ma bezpoSredniego odniesienia do $§wiata materialnego. Co wigcej, jak

13 T. C. Anderson, Aristotle and Aquinas on the Freedom of the
Mathematician. The Thomist 36(1972)2, 242—255.

18 J, S. Mill, System logiki dedukcyjnej i indukcyjnej, t. I, Warszawa
1962, 347—353, 358—365.

20 I,. Kalmar, Foundations of Mathematics — Whiter Now? w: Pro-
blems in the Philosophy of Mathematics, ed. by I. Lakatos, Amster-
dam 1967, 188 (i1. moje).

21 R. Courant, Matematyka w $wiecie wspébiczesnym, w: Matematyka
w §wiecte wspbiczesnym, Warszawa 1966, 31.
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sie wydaje, twierdzenia limitacyjne (zwlaszcza twierdzenie Skolema-
-Lowenheima), istnienie wielu geometrii, teorii mnogosci stwarza row-
niez trudnosci dla stanowisk empirystycznych w kwestii istnienia
przedmiotéw matematycznych, podobnie jak dla platonizmu. Zasadnicze
problemy wynikajg réwniez w teorii poznawania obiektéw matema-
tycznych. Wszyscy w zasadzie autorzy uznajg, iz obiekty matematyczne
sa abstraktami utworzonymi przez poznajacy podmiof. Zostaje wiec
zatarta granica miedzy podmiotem a $wiatem zewnetrznym. Nie wia-
domo dokladnie, jak duzo w pojeciu matematycznym pochodzi od §wia-
ta materialnego, a ile od czlowieka. Zadne ze stanowisk nie wyjasnia
tego w zadawalajgcy sposéb.

Ostatnia grupa stanowisk w kwestii istnienia przedmiotow matema-
tycznych to poglady, wedlug ktérych istnienie tych obiektéw jest zwig-
'zane z poznajacym podmiotem. Przedmioty matematyczne sg uwazZane
za wytwory umyshu ludzkiego. W tej grupie zostang ukazane dwa sta-
nowiska: koncepcja intuicjonistyczna i poglady J. Piageta.

Intuicjonisci uwazaja, ze matematyka jest swobodnym wytworem
umystu ludzkiego. Ten proces tworzenia opiera sie na apriorycznej,
pierwotnej intuicji ,nagiej dwujedno$ci”. Intuicja ta bierze swdj po-
czatek ze zjawiska ,rozpadania sie momenté6w zycia na jakoSciowo
rozne czesci, ktére rozdzielone przez czas moga by¢é na nowo polgczo-
ne” 22, Dzieki tej intuicji mozemy utworzyé liczby naturalne, skonstruo-
waé¢ najmniejszg nieskonczong liczbe porzadkows. Prowadzi tez ona
do powstania intuicji liniowego continuum 28, Inne obiekty istnieja,
-0 ile zostaly skontruowane w umysle matematyka z elementéw wczes-
niejszych. Intuicja rowniez podpowiada nam, ktdére konstrukcje sa do-
puszczalne. I tak na przyklad liczba rzeczywista istnieje, jezeli potrafi-
my podaé¢ prawo konstrukcji odpowiadajacego jej ciggu liczb wymier-
nych. Warto tu jednak dodaé, iz Brouwer dopuszczal istnienie nie
tylko ciggéw konstruowalnych wedlug pewnego prawa, ale rowniez
ciggbow, ktore moga sie swobodnie rozwijaé, bez jakiej§ z goéry narzu-
conej zasady tworzenia.

Takie stanowisko w kwestii istnienia obiektéw matematycznych po-
cigga za sobg daleko idace konsekwencje. Matematyka jest wytworem
umysiu matematyka, wiec do jej uprawiania nie jest potrzebny jezyk.
Jezyk stuzy co najwyzej do zakomunikowania, przekazania komus in-
nemu swojej konstrukcji. Logika jest pewna cze§cia matematyki, a jej
prawa znacznie rozinig sie od praw logiki klasycznej.

Zasadniczym elementem w koncepcji J. Piageta jest to, ze pojecia
matematyczne sg, wediug niego, tworzone wylgcznie przy pomocy ab-
strakcji reflektywnej, czyli abstrakcji z czynnoéci podmiotu i cech tych
czynnos$ci. Dla poznania logiczno-matematycznego waziny jest przede
wszystkim ,schemat” czynno$ci podmiotu, ktéry moina rozpatrywaé
niezaleznie od poszczegbdlnych sytuacji. Pozwala to na powtarzanie tego
samego dzialania lub na stosowanie go w nowym, innym kontekscie 24,
Wazne jest tez i to, ze doswiadczenie logiczno-matematyczne jest zwig-

tyki. Antologia tekstéw klasycznych, pod red. R. Murawskiego, Poznan
1986, 266.

2¢ Tamze, 266—267.

¢ J. Piaget, Psychologia i epistemologia, Warszawa 1977, 77; E. W.
Beth, J. Piaget, Mathematical Epistemology and Psychology, Dordrecht
1966, 235.
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" zane z dzialaniami, kt6ére po zinterioryzowaniu stajg sie operacjami.
Matematyka w ujeciu Piageta jest tworem poszczegblnych ludzi —
matematykéw 25, gdyz w konstrukcji pojeé matematycznych (struktur
matematycznych) istotng role odgrywajg dzialania, operacje podmictu.
Bez tego nie byloby mozliwe powstanie matematyki. W tym sensie
pojecia matematyczne trzeba {raktowaé jako =zalezne od podmiotu.
Jednoczeénie trzeba wyraZnie podkreslié, ze podmiot dla Piageta jest
tylko pewnym elementem §rodowiska, z ktérym jest bardzo $cifle
zwigzany. Nie mozna podmiotu wyizolowaé, oddzieli¢é od calego oto-
czenia i to zaré6wno od fizyczno-biologicznego, jak i spolecznego.

Przedstawione w tej grupie poglady nie wyjaéniaja, dlaczego mate-
matyka moZe byé stosowana do badania rzeczywistosci fizycznej.
Wprawdzie w koncepcji Piageta ten element zostal do pewnego stop-
nia uwzgledniony, lecz kosztem zatarcia granicy miedzy poznajgecym
podmiotem a otaczajgcym go $rodowiskiem. Brakuje tez w pelni wy-
czerpujgcego wyjasnienia, dlaczego wiedza matematyczna jest obiektyw-
na, dlaczego matematycy akceptujg wyniki uzyskane przez inmych. Na-
lezy tez dodaé, iz ograniczenie wiedzy matematycznej, wystepujgce
w koncepcji intuicjonistéw, nie znalazio powszechnej akceptacji wsréd
matematykow.

2. DYSKUSJA

Jak juz zaznaczylam, w stosunku do kazdej z zaprezentowanych
koncepcji mozna wysungé istotne zastrzezenia. Nadto zadme ze stano-
wisk nie jest w stanie ujgé wszystkich charakterystycznych cech ma-
tematyki wspblczesnej, w ktorej, jak sie wydaje, §cierajg sie przeciw-
stawne tendencje. Matematyka bowiem jawi sie z jednej strony jako
nauka sformalizowana, z drugiej za§ nie mozna usungé z niej aspektédw
treSciowych. Warto wymienié kilka zasadniczych faktébw, ktére doty-
cza matematyki wspdblczesnej:

1. Nie wszystkie pojecia matematyczne sa uzyskiwane przez prostg
abstrakcje czy idealizacje z wystepujacych w przyrodzie obiektéw.

2. Obiekty matematyczne maja rozmaitg nature, tj. znajdujg sie na
réznych poziomach abstrakeji. ’

3. Metoda wykladu matematyki jest metoda dedukcyjna; w wykladzie
nie odwolujemy sie do faktéw empirycznych.

4. Ostatnio prébuje sie do dowodzenia twierdzen wykorzystaé maszyny
cyfrowe. ,

5. Teoriom matematycznym staramy sie nadaé postaé zaksjomatyzo-
wang, a nawet sformalizowang; twierdzenia limitacyjne za$ ukazujag
ograniczenia formalizacji, ktére powodujg, iz konieczne staje sig po-
stlugiwanie niesformalizowanym metajezykiem.

6. Twierdzenia udowodnione -og6lnie przyjeta metoda nie sg odrzucane
bez wzgledu na dalszy rozwéj wiedzy.

7. Wiedza matematyczna jest obiektywna, to znaczy, ze jest tworzona
wedlug pewnych praw akceptowanych przez wszystkich matematy-
koéw, za§ uzyskane wyniki sg og6lnie przyjmowane. Wyjatek stano-
wig zwolennicy konstruktywizmu, ktérzy odrzucajg pewne meiody
tworzenia nowej wiedzy matematycznej.

8. Matematyka jest wykorzystywana przez nauki przyrodnicze i spo-

25 E. W. Beth, J. Piaget, dz. cyt,, 151; J. Piaget, Psychologia i episte-
mologia, dz. cyt., 19—20, 22—23.. c
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leczne, a co za tym idzie, stuzy do badania otaczajgcej nas rzeczy-

wistosci.

Trzeba tez podkre$lié, Ze matematyk bardzo czesto uzywa sltowa
sistnieje”. Przede wszystkim w aksjomatach danej teorii mogg wyste-
powaé kwantyfikatory egzystencjalne. Nalezy wyréznié tu dwa przy-
padki: pierwszy, gdzie kwantyfikator szczegblowy wystepuje na poczagt-
ku formuty, drugi, gdy ten kwantyfikator jest poprzedzony jednym
lub kilkoma kwantyfikatorami ogélnymi. W przypadku pierwszym po-
stuluje sie, Ze istnieje dany przedmiot o wlasnoiciach okre§lonych
przy pomocy tego aksjomatu (na przyklad: aksjomat zbioru pustego
czy aksjomat o istnieniu czterech niewspélplaszczyznowych punktdéw).
Aksjomaty te mozna okre§li¢ jako bezwzgledne aksjomaty istnienia 2,
W drugim przypadku istnienie pewnych obiektéw zalezy od istnienia
obiektéw innych. Z tego typu sytuacja mamy do czynienia na przyklad
w aksjomacie pary, w ktérym dla danych dwéch zbioréw x i y za-
klada sie istnienie trzeciego zbioru, bedgcego ich parg. Mozna tu mo-
wi¢ o relatywnych aksjomatach istnienia #?. Trzeba dodaé¢ w tym miej-
scu jedna uwage. W jezykach pewnych teorii wystepuja stale, ktérych
wilasnosci zostaja okre§lone poprzez aksjomaty, na przyklad w arytme-
tyce przyjmuje sie w jezyku stalag zero (0) i aksjomat, stwierdzajgcy,
iz zero nie jest nastepnikiem zadnej liczby naturalnej. W tym przy-
padku wprawdzie nie uzywa sie explicite okreslenia ,istnieje” w sto-
sunku do zera, to jednak istnienie zera jest milczgco zakladane przez
wlgczenie tej statej do jezyka.

W wielu twierdzenia matematycznych méwi sie réwniez o istnieniu
pewnych obiektéw. Twierdzenia takie musza posiadaé¢ dowody. Mozna
ogblnie wyr6znié dwa sposoby wykazywania, ze jaki§ przedmiot mate-
matyczny istnieje. W pierwszym mamy do czynienia z bardzo ogélnie
rozumiang konstrukejg obiektéw. Moze to byé po prostu wskazanie
danego obiektu wsrod tych, ktérymi dysponujemy lub konstruowanie
przez przejScie na wyzszy poziom abstrakeji, czy wykonanie innego
typu operacji, ktére z danych przedmiotéw pozwolg uzyskaé nowy
obiekt 28,

W drugim typie dowodéw mamy do czynienia z dowodzeniem przez
sprowadzenie do sprzeczno$ci lub przez zastosowanie pewnych proce-
dur, ktére daja nam wprawdzie konstrukcje danego obiektu, ale kon-
strukcja ta jest nieefektywna. Takie konstrukcje uzyskujemy przy sto-
sowaniu na przyklad aksjomatu wyboru. Jako przyklad mozna podaé
twierdzenie o paradoksalnym rozkladzie kuli. Wiemy, ze taki rozklad
istnieje, ale mie jesteSmy w stanie pokazaé cze§ci, na ktére nalezy
kule podzielié 2.

W pewnych sytuacjach mamy do czynienia jeszcze z jednym przy-
padkiem. W teorii niezupelnej moze sie okazaé, ze nie potrafimy udo-
wodni¢, ani Ze istnieje jaki§ przedmiot, ani Ze on nie istnieje. Wtedy

¥ M. Lubanski, Zagadnienie istnienia w matematyce, II, St. Phil.
Christ. 20(1984)1, 149.

27 Szerzej na ten temat: M. Lubanski, tamze, 147—154.

B Szerzej: M. Lubanski, Zagadnienie istnienia w wmatematyce, I, St.
Phil. Christ. 19(1983)2, 182—186.

® Twierdzenie o paradoksalnym rozkladzie kuli: Kule K mozna roz-
lozyé na pieé zbioréw A,;, A, Aj; A4 As takich, ze kazde dwa z nich
sg rozlgczne oraz ze ze zbioréw A; A, i ze zbioréw A, A4 A;s dajg sie
z powrotem zlozyé dwie kule przystajgce do kuli K.
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teorie mozna rozszerzy¢ dodajac nowy aksjomat, na przyklad moéwigcy
o istnieniu interesujacego nas obiektu.

Z przedstawionych powyiej sytuacji wynika, iz w matematyce kla-
sycznej, albo z géry zaklada sie istnienie pewnych przedmiotéw w
aksjomatach i przyjmuje sie, iz te obiekty istniejg, o ile aksjomaty sg
niesprzeczne, albo dowodzi sig¢ istnienia nowych obiektéw. Tak wiec
istnienie przedmiotow matematycznych mozina w pewnym sensie spro-
wadzié do niesprzeczno$ci zdan, ktore o tym istnieniu orzekaja.

Nieco odmiennie wyglagda problem istnienia obiekté6w matematycz-
nych w matematyce konstruktywistycznej. Tu w zasadzie ogranicza sig
tylko do takich obiektéw, ktére mozna w sposéb efektywny, przy po-
mocy dopuszczalnych, $cis§le okreslonych operacji skonstruowaé z obie-
ktéw wyjsciowych. Przedmiotami, od kiérych rozpoczyna sie wszelkie
konstrukcje 33 przede wszystkim liczby naturalne. Ich istnienie trak-
tuje sie jako pierwotne, oczywiste, dane intuicji. W matematyce kon-
struktywistycznej mozna wiec powiedzieé, ze istnieé sprowadza si¢ do
byé skonstruowanym.

Trzeba jednak zaznaczy¢, ze matematyk nie zastanawia sig, co ozna-
cza stowo ,istnieje”. W praktyce ,istnie¢” to tylko tyle, Ze dany
obiekt jest, czy moze byé przedmiotem badania. Przedmiot matema-
tyczny jest w jaki§ spos6b dany, je§li powstal zgodnie z przyjetymi
zasadami. Tak wiec sposéb istnienia nie jest zagadnieniem matema-
tycznym; to problem filozoficzny.

Obiekty, ktére sa przedmiotem badania matematyka, nie majg jedna-
kowej ,natury”. Sg pewne obiekty podstawowe i inne, ktbére powstaja
przez rozmaite operacje. Na przyklad czesto stosowana konstrukcjg
jest tworzenie nowych obiektéw poprzez klasy abstrakcji relacji row-
nowazno$ci. Szuka sie wprawdzie pewnych podstawowych zasad two-
rzenia nowych obiektéw, ale kazda préba sprowadzenia matematyki
do jakiej§ jednej podstawowej teorii, podporzadkowania wszystkich
obiektéw jednej zasadzie tworzenia nie jest w stanie wyczerpaé calej
zlozono$ci matematyki wspoéiczesnej.

Przy rozpatrywaniu mozliwych stanowisk w kwestii istnienia przed-
miotow matematycznych nalezy zdaé sobie sprawe ze wspomnianej
réznoradnosci tych obiektéw. Matematyk bada bowiem rozmaitego typu
pojecia: liczby naturalne, liczby rzeczywiste, liczby zespolone, macierze,.
figury geometryczne, funkcje, relacje, zbiory, struktury algebraiczne,
przestrzenie wielowymiarowe, przestrzenie topologiczne, kategorie, teo-
rie sformalizowane, modele teorii sfermalizowanych., Kazdy z wymie-
nionych obiektéw w istotny sposéb réini sie od pozostalych., Wszystkie
one jednak sg przedmiotem badania matematyka i teorie dotyczace ich
wlasnosci sg teoriami wchodzacymi w obreb matematyki. Wszystkie
wymienione obiekty lgczy metoda ich badania: z przyjetych wiasnoSci
uzyskuje sie, przy pomocy rozumowania dedukcyjnego, inne wtasnosci.
Nalezy tez zdaé sobie sprawe z tego, ze teorie matematyczne réwniez
nie sg jednolite, sg tworzone dla rozmaitych celéw. Teoria liczb natu-
ralnych ma inne zadanie, niz teoria grup, chociaz formalnie obie mogg
wygladaé podobnie. Pierwsza ma za zadanie opisa¢ wiasnodci liczb
naturalnych — jest to jeden zbidr okreS§lonych obiektéw. W teorii grup
za$ bada sie wlasnoéci wszystkich mozliwych bardzo réznorodnych
zbioréw, ktérych elementy spelniajg aksjomaty teorii grup. Aksjomaty
sg tak dobrane, aby ujmowaly minimalng ilo§¢ wiasnosci, ktore nas
interesuja.

Powstaje zatem mnaturalne pytanie, czy wszystkie przedmioty mate-
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matyczne istniejg w taki sam sposéb. Moina bowiem tworzyé pewne
szeregi poje¢ od mniej ogélnych do coraz bardziej uniwersalnych, na
przyklad liczba catkowita, zbiér liczb catkowitych, pier§cien liczb cal-
kowitych, pier$cienr, cialo, struktra algebraiczna, kategoria pierscieni,
kategoria. Kazde z tych pojeé jest ogélniejsze niz poprzednie. W nie-
ktérych przypadkach w zakres nastepnego pojecia z tej liczby wchodzi
pojecie poprzednie. Jeszcze raz pragne podkre$li¢, ze matematyk bada
te wszystkie pojecia przy pomocy tej samej metody. Dla niego nie ma
znaczenia, czy badanym pojeciem jest zbiér liczb catkowitych, czv ka-
tegoria pierécieni. W pewnym sensie traktuje obiekty swego zaintere-
sowania w taki sam sposdb. Nie wyklucza to jednak mozliwoéci posta-
wienia w sensowny sposdéb pytania, czy w taki sam sposdb istnieje
liczba catkowita jak pojecie pierécienia, ktére swym zakresem obej-
muje dowolne pierScienie. Ta réznorodnoéé obiektéw matematycznych,
rézny stopienn ich ogdlnoSci sugeruja, iz byé moze, rozwiazanie kwestii
ich istnienia nie jest jednolite i nie da sie zawrzeé¢ w jednej wszystko
obejmujgcej i wyczerpujgcej formule.

3. PROBA SYNTEZY

Przy tworzeniu jakiejkolwiek koncepcji istnienia obiektéw matema-
tycznych trzeba pamietaé, ze problemu istnienia nie da sie oddzielié
od problemu poznawania przedmiotéw matematycznych. W tej drugiey
sprawie, jak sie wydaje, konieczne jest przyjecie jakiej§ wersji empi-
ryzmu. Bez poznawczego kontaktu czlowieka z otaczajaca go rzeczy-
wisto$cig nie byloby bowiem mozliwe uksztaltowanie sie matematyki.
Réwniez uczenie sie matematyki opiera sie w znacznym stopniu na
indywidualnym do$wiadczeniu, czy intuicji ucznia. Odwolywanie sie do
do§wiadczenia, do intuicji, powolywanie sie na analogie, poslugiwanie
sie indukcjg sg obecne na kazdym etapie uczenia sie i tworzenia wie-
dzy matematycznej. Tak wiec nalezy zdaé sobie sprawe, iz do$wiadcze-~
hie jest niezbedne w calym procesie tworzenia matematyki. Sa to
oczywiécie bardzo ogbélne stwierdzenia, wymagajace uScislen. W pro6-
bach wypracowania jakiego§ stanowiska w tej kwestii moga by¢ po-
mocne wyniki uzyskiwane w psychologii, biologii i w innych naukach
przyrodniczych. Przyjecie jednak jakiej§ wersji empiryzmu w zakresie
poznawania przedmiotéw matematycznych nie przesgdza jeszcze kwestii
w sprawie sposobu ich istnienia. Warto tez zaznaczyé, iz w kaidej
z prezentowanych koncepcji sg obecne elementy stanowisk empirycz--
nych.

Z trzech zaprezentowanych grup stanowisk koncepcje konceptualisty-
czne, jak sie wydaje, wzbudzaja najwiecej kontrowersji. Przedmioty
matematyczne maja bowiem pewne odniesienie do rzeczywistosci poza-
podmiotowej. Nie moga wiec byé tylko swobodnym tworem umyshu
ludzkiego. Pozostajg wiec dwie koncepcje: platonizm oraz empiryzm,
Jednakze w zwigzku z zasygnalizowang réznorodno$cig obiektéw mate-
matycznych stanowiska te moga dotyczyé tylko pojeé matematycznych
z najnizszych pieter wspomnianej hierarchii. Istnienie bowiem liczby
naturalnej czy kwadratu wydaje sie byé odmienne niz istnienie na
przyklad pojecia przestrzeni riemannowskiej. Na pewnym wiec pietrze-
tej hierarchii konieczne staje sie uwzglednienie tworzgcej roli czlowie-
ka i uznanie, iz byé moze te pojecia sa konstruowane przez matema-
tyka i istniejg w jego umys$le. Nalezy jednak podkresli¢, iz matematyk
nie tworzy poje¢ zupeilnie dowolnie. Pojecia muszg czemus$ sluzyé i z



176 MATERIALY [18]

reguly sg konstruowane na bazie poje¢. wczeéniejszych. Nie chce sie
tu wypowiadaé¢ na temat, w ktdrym momencie istnienie pojeé matema-
tycznych zaczyna byé istotnie zwigzane z umystem czlowieka, nie
mozna tu oczywiécie niczego z gory dekretowaé. Wydaje mi sie jednak,
Zze mozna jeszcze zgodzié sie, Zze poszczegdlne pierdcienie istnieja nie-
zaleznie od czlowieka, natomiast pojecie pierscienia jest tworem ma-
tematyka i funkcjonuje jako nazwa.

Nie podejmuje. sie dokonaé rozstrzygniecia miedzy  platonizmem a
empiryzmem w kwestii istnienia pojeé z poczagtkowych szczebli hierar-
chii, W przedstawionym tutaj ujeciu oba stanowiska wydajg sie by¢
jednakowo prawomocne, a préba rozstrzygniecia na korzysé ktéregos
z nich nie wydaje sie wiele wmnosi¢ do zrozumienia istoty matematyki.

ZBIGNIEW LEPKO

ETYKA EKOLOGICZNA KONRADA LORENZA

1. WSTEP

W ramach ekologicznych analiz zachowania sie istot zywych podjgt
Lorenz prébe przyrodoznawczego wejrzenia w ludzkiego ducha, czyli
wyznaczenia biologicznych uwarunkowan ludzkiego my$lenia i pozna-
nia. O charakterze tego przedsiewziecia zdecydowalo przekonanie Lo-
renza, ze ,wszystkie istoty Zywe sg istotami historycznymi i zrozumie-
nie ich istnienia (So-Sein) jest zasadniczo mozliwe na gruncie histo-
rycznego zrozumienia owego jednorazowego procesu rozwojowego, ktéry
doprowadzit do ich powstania wlaénie w tej, a nie zadnej innej for-
mie” 1. To przekonanie prowadzi do wniosku, Ze czlowiek jako istota
Zywa ,swoje wiasciwosci i zdolnosci, z wybitnymi uzdolnieniami po-
zZnaweczymi wlgcznie, zawdzigcza ewolucji” 2. Niepowtarzalnoéé swoiscie
ludzkich wla$ciwoéci i uzdolnieA mozna wiec dostrzec jedynie woéweczas,
gdy ,,patrzy sie na nie okiem przyrodnika, jako na produkt naturalnego
procesu stwarzania” 3. Stad tez prébe wyznaczenia biologicznych uwa-
runkowan ludzkiego my$lenia i poznania sprowadza Lorenz do hipo-
tetycznej rekonstrukeji filogenetycznej drogi, na ktérej pod koniec trze-
ciorzedu pojawila sie jedyna w swoim rodzaju calo§é systemowa, zdol-
na do pojeciowego mys$lenia i mowy stownej4. ) :

Przekonanie Iorenza, ze czlowiek jest istotg Zyws, ktéra swoje wias-
ciwosci i zdolno$ci, z wybitnymi uzdolnieniami wlgcznie, zawdziecza
ewolucji, stanowi podstawe do refleksji zaréwno nad mozliwo$ciami,
jak 1 ograniczeniami czlowieka w $§wiecie. W koncepcji tej czlowiek
nie jest, jak u Monoda, osamotnionym tworem przypadkowo zaistnia-
tym na krancach wszech§wiata, ani tez, jak u Kanta, oponentem s$wia-
ta. Jest on bowiem calkowicie i ze wszystkim powigzany ze $§wiatem.
t K. Lorenz, Uber tierisches und menschliches Verhalten. Aus dem
Werdegang der Verhaltenslehre. Gesammelte Abhandlungen, Bd. I, Miin-
chen 1984, 358.

2 K. Lorenz, Odwrotna strona zwierciadla. Préba historii naturainej
ludzkiego poznania, thum. K. Wolicki, Warszawa 1977, 36.

? Tamze, 34.

4 Por. tamze, 278.



