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1. WSTEP

Matematyka od dawna wzbudzala zainteresowanie filozofow.
Abstrakey jnosé, Scistosé i elegancja, tkwigce w dedukeyjnym
charakterze jej rozwazan, uzasadnialy — wedlug wielu mys$li-
cieli — nazwanie jej ,krolowa nauk”. Leibniz by! jednym
z pierwszych wséréd tych, ktorzy zauwazyli zwigzek miedzy
wlasnoscig matematyki a jej specyficznym jezykiem. Pdzniej
takie podkreslano role symboliki i charakterystycznego for-
malizmu, bez ktérych niemozliwe byloby uprawianie tej dzie-
dziny. Zainteresowania te, odzywszy na poczatku wieku XX
po odkryciu antynomii teorii mnogo$ci, zdecydowanie wykro-~
czyly poza granice refleksji nad matematyka.

Filozoficznie istotnym i posiadajgcym diuga tradycje jest
pytanie o role jezyka w matematyce. Odpowiedzi moze by¢é
wiele. Pewne, wybrane z nich, przedstawiam uporzgdkowane
wedlug kryterium malejacego znaczenia jezyka. Moim podsta-
wowym celem jest omoéwienie pogladow intuicjonistow. Pozo-
state stanowiska przedstawie krotko, aby jedynie zarysowaé
tlo, na jakim rozpatruje opinie szkoly Brouwera. Wstepng
prezentacje rozpoczne od koncepcji przeciwnych, tj. utozsa-
miajgcych matematyke z jezykiem, a zakoncze na sadach Fre-
gego, ktory podstawowe znaczenie przypisuje rzeczywistoscei
matematycznej, i Lorenzena, podkreSlajgcego role podmiotu.
Intuicjonizm reprezentujag Brouwer, Heyting i van Dantzig.
Ograniczam sie wiec do kregu myslicieli silnie zwiazanych
z filozofia matematyki holenderskiego topologa, a tym samym
pomijam koncepcje nieco inne, np. M. Dummetta. Wraz z pod-
sumowaniem stanowiska intuicjonistycznego chce przedstawié
rewne, wynikajgce z niego, filozoficzne wnioski.
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2, MATEMATYKA A JEZYK. PRZEGLAD STANOWISK

Prezentacje rozpoczynam od pogladéw maksymalizujgcych
role jezyka w matematyce. Pierwszym z omawianych bedzie
stanowisko sformulowane w tzw. Programie Hilberta, potocz-
nie zwane formalistycznym. Podejscie to, wykorzystywane
w badaniach metamatematycznych, charakteryzuje sie ujeciem
systemu formalnego jako systemu symboli Tozumianych catl-
kowicie obiektywnie. To wlasnie symbole, relacje miedzy nimi
stanowig wlasciwy przedmiot badan. Nie jest istotne czy do-
tyczg one czego$ poza sobg, czy posiadajg interpretacje albo
znaczenia. Wylacznie na nich koncenfruje sie zainteresowanie
formalisty. Tak rozumiana teoria matematyczna staje sie nie-
zinterpretowanym systemem formalnym, a matematyka zespo-
tem niezinterpretowanych jezykdéw sformalizowonych.

Podobnej, do formalistycznej, odpowiedzi na postawione py-
tanie udzielaja logicysci. Przedstawiciele tego kierunku, np.
W. V. O. Quine, B. Russell, L. Chwistek, gloszg: pojecia mate-
matyki mozna za pomocg wyraznych definicji sprowadzi¢ do
poje¢ logiki. Podobnie: twierdzenia matematyki mozna wy-
prowadzi¢ z aksjomatow logiki czysto logiczna dedukejg. Jesli
wiec ograniczyé sie do wymienionych dwu podstawowych
punktéw programu, bez dolgczania dodatkowych zalozen (np.
ontologicznych) uzyska sie potwierdzenie tezy — matematyka
jest jezykiem. Zdanie takie roézni sie jednak od opinii forma-
listow. Mamy tu bowiem do czynienia z jezykiem pewnego
szczego6lnego typu — logikg. Symbole nie sa bezsensownymi
znakami, ale posiadajg zaczerpniete z logiki, jasno okreslone
znaczenie.

Z przedstawionymi powyzej stanowiskami pozornie harmo-
nizujg glosy myslicieli dzialajagcych w grupie zwanej sygnifika
(jest ona interesujaca m. in. takze ze wzgledu na silne zwigzki
laczace z nig intuicjonistow). Jeden z jej przywddcow —
G. Mannoury twierdzi bowiem: ,Nie nalezy mys$le¢, ze mate-
matyka jest czym$ tak nadzwyczajnym. Ona jest jednym z ty-
pow jezyka, ktdrego ludzie uzywajg” ' Aby w pelni zrozumie¢
te wypowiedz, warto krétko scharakteryzowac specyfike stoso-
wanego przez czlonkéw grupy podejScia badawczego. Jezyk
ujmowany jest pragmatycznie. W analizach stosowane sg me-
tody psvchologiczno-socjologiczne. Wyrédzniajge oznajmujace,
emocjonalne i wolicjonalne skladniki znaczenia, sygnificy pod-

1 Podaje za A. Heyting, History of the foundation of mathematics,
,»Nieuw Archief voor Wiskunde”, Third Series, 26(1978)6. Ti. R. M.
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kreslaja subiektywizm w rozumieniu znaku przez podmiot.
W tym kontekécie przytoczone zdanie mozna interpretowaé
nastepujaco: sformalizowany jezyk, bedgcy matematyks, jest
zwigzany z czlowiekiem. Nie cechuje go ani obiektywizm, ani
precyzja. Gdy logiczne metody zawodzg (np. kiedy pojawiaja
sie paradoksy), to nalezy odwolaé sie do analizy podmiotu po-
stugujgcego sie tym jezykiem.

Sygnifika wskazala na daremno$¢ prob redukowania mate-
matyki do systemu lingwistycznego, do jego syntaktycznych
wlasnosci, o ile pominiety zostaje w tych rozwazaniach czlo-
wiek. Po pracach K. Godela i A. Churcha zauwazono koniecz-
nos$é odwolywania sie do pewnej pozajezykowej rzeczywistosci.
Powstala, zbudowana przez A. Tarskiego, teoria modeli wig-
zgca z danym systemem formalnym spelniajgce go uklady
przedmiotéw. Rzeczywistosé wdzierajgca sie w ten sposob do
matematyki zalezy jednak od wlasnosci jezyka, ktére w istotny
sposob okreslajg jej dopuszezalng strukture.

Nieco inne ulozenie akcentéw niz w koncepcji sugerowanej
przez teorie modeli mozna znalez¢ w pogladach G. Fregego.
Niemiecki uczony juz w punkcie wyjscia odrzuca formalizm.
Jezyk matematyki nie powinien by¢ asemantyczny. Matema-
tyka bez tre$ci nie ma zastosowania, ktore czyniloby z niej
nauke. Kazdy symbol jezyka musi co$ znaczy¢. Nie wystarczy
jednak sama definicja. Dzieki niej nie mozna stworzy¢ obiektu
posiadajgcego pozgdane wilasno$ci. To nie uczony powoluije
liczbe do istnienia. On jedynie nadaje jej nazwe, ale dopiero
wtedy, gdy udowodni istnienie dokladnie jednego obiektu
o okreSlonych cechach. Budowa jezyka nie jest wiec ani wy-
myS$laniem stéw, ani takze — jak chcialby Carnap w swej
zasadzie tolerancji — tworzeniem regul. System lingwistyczny
Scisle wyznacza natura obiektéw. To nie akt myslenia deter-
minuje strukture mys$li. Matematyk, podobnie jak geograf, je-
dynie odkrywa i nazywa to, co istnieje. Matematyka posiada
swoOj wlasny istniejgcy Swiat poje¢, a jezyk jest tylko jego
wyrazem, ktory ,otwiera nam zmyslowos§é $wiata niezmysto-
wego”.

Znaczenie jezyka w matematyce mozna minimalizowaé w in-
ny sposéb, niz uczynit to Frege. P. Lorenzen wybral droge su-
gerowang przez sygnifike. Twierdzi on: matematyka jest jezy-
kiem, jesli utozsamiamy ja z pierwotnym rodzajem liczenia.
Czym jednak jest matematyka wlasciwa, tj. kiedy wylaczymy
liczenie i rachowanie? Uczony majac pewne dane formalne
reguly operowania symbolami (mogg to by¢ reguly obliczania
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w systemie liczbowym, albo reguly geometrii, itp.) stara sie
opracowaé¢ odpowiednig technike ich stosowania. Nie jest to
mechaniczne wykorzystywanie regul, ale poszukiwanie metody,
jak wykona¢ dane zadanie. Na tym wlasnie polega podsta-
wowa i charakterystyczna funkcja matematyki. Lorenzen wy-
cigga stad nastepujacy wniosek: , Matematyka i jezyk sa wza-
jemnie niezaleznymi zdolnosSciami czlowieka. Mozno$¢ opisu
z jednej strony, formalna technika konstrukeji z drugiej”®
Mimo konstatowanego oddzielenia obu umiejetnosei, trudno —
jak sadze — odseparowaé je w konkretnych przejawach. Jezyk
stanowi bowiem ramy w grze, ktorg moze realizowaé mate-
matyka.

Koncepcjg Lorenzena koncze wstepny przeglad pogladow
na temat roli jezyka w matematyce. Zanim jednak przejde do
prezentacji intuicjonizmu, chce krdotko podsumowaé zebrany
material. Wsréd gloséow, negujacych traktowanie matematyki
wylgcznie jako systemu lingwistycznego, pojawily sie dwie
grupy. Jedng reprezentuja Tarski i Frege, ktorzy widzg ko-
niecznosé dolgczenia do formalizmu pewnej pozajezykowej
rzeczywistosci. Druga — to czlonkowie sygnifiki i Lorenzen,
ktérzy dostrzegajag w matematyce czlowieka. Prezentacja fa
nie pretenduje do zupelnosci. Obok glosu Fregego jest miejsce
na realistyczne koncepcje K. Godela, A. N. Whiteheada i inne,
poza Lorenzenem, np. na opinie H. Poincare’go lub Th. Sko-
lema. Oczywiscie précz wymienionych dwu nurtéw istnieja
takze stanowiska posrednie, bogatsze czy inne, deklarujace ko-
niecznos¢ dolgczenia do jezyka takich czynnikéw, jak np. kul-
tury, historii, wspoétdzialania spolecznego, itd.

3. POGLADY INTUICJONISTOW
3.1. L. E. J. BROUWER

Koncepeje tworey intuicjonizmu mozna stre$ci¢ nastepujaco:
matematyka i jezyk sa dwoma niezaleZnymi od siebie dzie-
dzinami aktywnos$ci czlowieka. My$l ta stanowi jedng z pod-
stawowych tez filozofii Brouwera. Zostala sformulowana juz
w pracy doktorskiej holenderskiego mys§liciela i pdzniej byla
konsekwentnie gloszona. Matematyka to ,,istotnie pozajezykowa
aktywnos¢ umystu majgca swe zrédlo w percepcji ruchu czasu,
tj. w rozpadaniu sie zyciowego momentu na dwie rzeczy,
jedna z nich ustepuje miejsca drugiej, ale jest zachowywana

2 P. Lorenzen, Ist Mathematik eine Sprache, ,,Synthese”, X(1950—52)
185. TL R. M.
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w pamieci. Jesli dwoisto$¢ tak powstala jest pozbawiona wszel-
kich jakoSci, pozostaje pusta forma wspélnego substratu
wszystkich dwoistosci. To jest ten wspdlny substrat, ta pusta
forma, ktdra jest pierwotng intuicjg matematyki” ® Ta intuicja
pozwala na konstruowanie poje¢, ktére podmiot analizuje,
bada ich wzajemne zwigzki. Wszystkie operacje charakteryzo-
waé musi oczywistos¢ i bezposSrednios¢ dla umystu. One bo-
wiem gwarantujg Scislos¢ myslenia, ktére — wedlug Brouwe-
ra — tozsame jJest z matematyka. Slowa ani reguly lingwi-
styczne nie sg tu zasadniczo potrzebne. Jezyk spelnia co naj-
wyzej funkcje mnemotechniczne (umys! nieograniczony nie
potrzebowaltby takiego narzedzia) albo komunikacyjne, tzn.
pozwala sugerowa¢ innym sposéb wykonania pewnych kon-
strukeji. Miedzy obu dziedzinami istnieje relacja taka, jak
miedzy procesami atmosferycznymi i mapa pogody. Kazda
z nich kieruje sie wlasnymi regutami i tak jak prawa zesta-
wiania elementéw mapy nie majg wplywu na pogode, tak
i jezyk nie determinuje aktywnosci matematycznej. Mieszanie
tych obu zjawisk prowadzi do licznych nieporozumien, kon-
strukeje czysto jezykowe uznawane sg za matematyczne i od-
wroinie. Lingwistyczng antynomie Russella potraktowano jako
matematyczng, podobnie uwaza sie niesprzeczne zdefiniowanie
jakiego$ obiekiu za réwnowazne z jego zaistnieniem. Pierw-
szym koniecznym warunkiem uzdrowienia kroélowej nauk jest
wiec — wediug Brouwera — oddzielenie matematyki od to-
warzyszgcego jej jezyka.

Rozumowanie holenderskiego uczonego wigze sie z trady-
cyjnag opozycjag dwu sfer: immanentnej i transcendentnej. Do
wnetrza, mentalnosci podmiotu nalezy jego aktywnos¢ kon-
strukeyjna, wolna, nieskrepowana zadnymi regulami, naka-
zami, a uzalezniona — jak twierdzi Brouwer — jedynie od
pierwotnej intuicji matematyki. Czym$ zewnetrznym w sto-
sunku do podmiotu, przeciwstawiajgcym sie jego wolnoéci, jest
jezyk. Stuzy on celom utylitarnym, koordynowaniu dzialan
spolecznych, a tym samym zniewoleniu jednostki. Wlasnie
wplywanie na zachowanie innych, przenoszenie woli — jest
podstawowa jego funkcja* Matematycy, korzystajac z roz-
rowszechnionego slownictwa, uzywajg jezyka najpopularniej-
szej ze wzgledow praktyeznych teorii. Podmiot postugujgc sie

3 L. E. J. Brouwer, Historical background, principles and methods
of intuitionism, w: L. E. J. Brouwer, Collected Works, vol. I — Phi-
losophy and Foundations of Mathematics, ed. by A. Heyting, New

York 1975, (oznaczane dalej CW), 510. T:, R. M.
4 L. E. J. Brouwer, Point and spaces, [w:] CW, 524.
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nim musi zaakceptow¢ pewne reguly, ktore zinternalizowane
stanowig sztywne ramy mys$lenia, niszczgce spontaniczng ak-
tywnos¢ tworeza. Pojawia sie jeszcze inne niebezpieczenstwo.
Nie wszystkie pojecia skonstruowane przez umyst dajg sie wy-
razi¢ za pomocg Srodkow omawianego medium, a ponadto,
kazda proba zakomunikowania komu$ sposobu wykonania pew-
nych konstrukecji jest nieScista i niejednoznaczna. Brouwer
twierdzi nawet: wsréd matematykéw zadne dwie osoby nie
maja tych samych fundamentalnych poje¢ uprawianej przez
nich nauki®.

Tworca intuicjonizmu jest $§wiadomy bardzo silnych ograni-
czen jezyka. Nie mozna ani $cisle przekazaé¢ polecen, jak wy-
kona¢ odpowiednig konstrukecje, ani sprawdzié bezposrednim
doswiadczeniem czy i jak zostala wykonana przez stuchacza.
Odpowiedzi pozwalajg tylko domniemywaé sposéb realizacji.
Znaczenie lingwistycznego aktu jest tylko czesciowo zdeter-
minowane stowami. Brouwer odrzuca wiec symboliczng nota-
cje. Prowadzone przez niego wyklady przybieraja bardziej
osobisty, nieformalny charakter, stajg sie perswazja, pojawiaja
sie czeste przyklady. Bylo to naturalne, bo Scistosé — jak
sadzil — tkwi nie w jezyku, a w mysli. Przytaczane definicje
mialy jedynie pokierowac¢ stuchaczem, jak wykonaé odpowied-
nie operacje i poméc w przypomnieniu ich sobie. Pewne ele-
menty np. cigglosé, dyskretnosé, jednosé, pozostawaly niezde-
finiowane, sg bowiem pierwotnymi skladnikami konstrukeji
danymi bezpo$rednio przez intuicje. Caly klasyczny wzorzec
wykladu matematyki jako prezentacji twierdzen i ich dowo-
déw okazal sie nieprzydatny. Poza oméwionymi posiada jesz-
cze jedng wade, Sugeruje bowiem weryfikacje pewnych fak-
tow, a nie ich konstrukcje, o ktoérg chodzi.

7 problemem jezyka wigZe sie takze inne istotne zagad-
nienie — logika. Brouwer uwaza ja za wtorng w stosunku do
jezyka, a tym bardziej do matematyki. Poglad taki uzasadnia
nastepujgco: opisujac konstrukcje umystowe mozna zauwazy¢
pewne prawidlowosci w wystepowaniu okreSlonych figur je-
zykowych, nazwano je prawami logiki. Np. jeSli w oparciu
o pewien system c¢ konstruujemy system a, to uzyskujemy
konstrukcje opierajacg system a na ¢, wtedy odpowiedni opis
stowny przyjmuje posta¢ sylogizmu. Program logicystow, aby
matematyke wyprowadzi¢ z logiki, jest wiec — wedlug
Brouwera — nie do przyjecia. Pewnos¢ twierdzen logiki opiera
sie na jezyku, a tym samym jest pochodna wzgledem mySlo-

5 L. E. J. Brouwer, Life, Art and Mysticism, {w:] CW, 6.
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wych konstrukecji. To nie jezyk i logika kierujag matematyka,
a odwrotnie, ich pewno$¢ i niesprzeczno$¢ wymikaja z wyko-
nania odpowiednich operacji umystowych.

Mimo minimalizowania roli jezyka i logiki, Brouwer nie
neguje calkowicie ich znaczenia. Twierdzi: gdyby pozostawié
na uboczu pewien matematyczny system, a nastepnie opero-
wac na odpowiadajacej mu lingwistycznej strukturze, zgodnie
z zasadami sprzecznosei 1 sylogizmu, to mozna ufaé w uprawo-
mocnienie tej argumentacji, przez odwolanie sie do odpowied-
nich matematycznych konstrukeji. Zaufanie nie przystuguje
jednak prawu wylgezonego srodka, ktére ma wartos¢ jedynie
w opisie systemoéw skonczonych. Zawodzi, gdy stosowac je bez
ograniczen w calej matematyce intuicjonistycznej. Jej twoérca
przytaczal nawet specjalne kontrprzyklady, by ukazaé nie-
przydatno$é omawianej zasady.

3.2. A. HEYTING

Filozoficzne kanony intuicjonizmu i podstawowe wyniki sg
dzielem Brouwera. Inni wykonywali zadania skromniejsze.
Zgodnie z postulowanym programem rekonstruowali nieopra-
cowane jeszcze dzialy, zajmowali sie popularyzacjg. Olbrzymie
zaslugi w propagowaniu intuicjonizmu przypisywane sg
uczniowi Brouwera — Arendowi Heytingowi. Mimo dekla-
rowane] akceptacji podstawowych tez mnauczyciela, mozna
zauwazy¢ w jego pracach pewne nowe akcenty, dotyczace
problemu jezyka. Na nich chce gléwnie sie skoncentrowacé.
O ile filozofia Brouwera jest mocno zwigzana z jego solipsy-
stycznym nastawieniem, z przekonaniem o rozgrywaniu sie
matematyki w myslach zasadniczo odizolowanego podmiotu
(ktorego idealem jest nieograniczony umyst), to Heyting stoi
na stanowisku realistycznym i widzi nauke w konteksScie spo-
lecznym. Obraz rysowany przez nauczyciela uwaza za zbyt
uproszezony. Twierdzi: ,,W swej najprostszej formie matema-
tyka pozostaje ograniczona do jednego umysiu; my musimy
przedyskutowaé (...) jak moze byé zakomunikowana”® Autor
tych stow podkre$la jednocze$nie znaczenie wzajemnego zro-
zumienia miedzy matematykami. Tak wprowadzone ,,uspolecz-
nienie” podmiotu jest polaczone ze zmiang nastawienia w sto-
sunku do jezyka. Latwo ja dostrzec w nastepujgcym okresle-
niu: ,,Intuicjonistyczng matematyke najlepiej rozumie sie jako

¢ A. Heyting, Intuitionistic Views on the Nature of Mathematics,
,Bolletino dell’Unione Matematica Italiana” (4)9, Suppl. fasc. 2(1974)124.
T R. M.
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zjawisko kulturowe, gdzie jezyk gra wazna, chociaz nie roz-
strzygajgca role”’. Podkreslanie znaczenia $rodka przekazu
jest wynikiem pewnego zaufania, jakim darzy go Heyting. Nie
jest ono — jak uwaza — bezpodstawne. W zasadzie prawie
caly jezyk matematyki intuicjonistycznej opiera sie na poje-
ciach liezb naturalnych. Mate liczby sg jednakowo rozumiane
przez roznych ludzi i uzywanie ich nazw nie grozi nieporozu-
mieniem. Heyting pokazuje, jak oczywiste sg one dla czlo-
wieka. W tym celu przeprowadza nastepujgce rozumowanie:
Fundamentalna funkcja naszego umystu, umozliwiajgca mysle-
nie, polega na izolowaniu przedmiotu i skupianiu na nim
uwagi. Skoncentrowanie sie na pewnej percepcji, nastepnie na
innej, przy zachowaniu pierwszej w pamieci, jest podstawa
liczenia. Nie sg wazne cechy obiektow. Istotna jest sama men-
talna aktywnos¢, ktoéra prowadzi do umyslowego kreowania
liczb naturalnych. W przypadku komunikowania innych takich
i podobnych prostych konstrukcji, nie dochodzi do nieporo-
zumien. Sytuacja jest trudniejsza, gdy przekaz dotyczy bar-
dziej skomplikowanych systeméw. Tu nie zawsze zrozumienie
jest catkowite. Heyting powtarza za nauczycielem: jezyk to
tylko akompaniament, a nie reprezentacja. Twierdzenia mate-
matyki nie podajg dokladnego opisu konstrukcji, one jedynie
konstatujg fakt ich wykonania. ,,My jesteSmy zazwyczaj prze-
konani, ze inni ludzie my$lg podobnie do nas i ze oni moga
nas zrozumieé, kiedy wyrazamy nasze my$li w slowach, ale
réowniez wiemy, iz nigdy nie jesteSmy catkiem pewni, czy zo-
staliSmy bezblednie zrozumiani” ®,

Warto wspomnie¢ o pewnej istotnej konsekwencji, wynika-
jacej z ulomnosci jezyka oraz odzielenia go od matematyki.
Jest to, zauwazony juz przez Brouwera, problem natury dy-
daktycznej: jak nauczyé kogo$ intuicjonistycznej matematyki,
jak wskaza¢ akceptowane operacje myslowe? Klasyczne me-
tody zawodza. Heyting proponuje odwota¢ sie do filozodicz-
nych rozwazan, ktére — jak twierdzi — mogg wywolaé ,ko-
rzystne umyslowe nastawienie, konieczne dla zrozumienia czy-
stej matematyki”® Sama w sobie filozofia jest tu nieistoina,
gdy bowiem zostanie osiagniety poigdany efekt, staje sie ona

7 Podaje za A. S. Troelstra, Logic in the writings of Brouwer and
Heyting. Report 83. 03, Amsterdam, 7. Ti. R. M.
TIS I? 1\IIiIey’cing, Intuitionism. An Introduction, Amsterdam 1956, 8.

® A. Heyting, Obzor issledowanij po osnowanijam matematiki. In-
tuicionizm — teoria dokazatielstwa, Prieriewod A. P. Juszkiewicza,
Moskwa 1936 Leningrad, 21.



[9] KONCEPCJA JEZYKA MATEMATYKI 57

dla uprawiania matematyki zbyteczna. Do uksztaltowania od-
powiedniej umyslowoSei ucznia mogg przyczynié sie takze,
mniej czy bardziej niedookreslone, opisy lub wykorzystywanie
naiwnego stosowania matematycznych pojeé, np. liczb natural-
nych.

Krytyka, jaka intuicjonisci kierowali w strone jezyka, odno-
sila sie oczywiscie takie do systeméw sformalizowanych.
W ich przypadku istniejg jednak jeszcze inne problemy. Na-
lezaloby bowiem podaé reguly wnioskowania i liste aksjoma-
tow, co — jak twierdzi Heyting — jest zadaniem niewykonal-
nym. ,Bezsensownym jest stara¢ sie ulozy¢ mozliwosci mysle-
nia w prokustowe loze wczeéniej danych konstruktywnych
zasad” **, Ponadto, juz miedzy roéznymi przedstawicielami tego
kierunku, istniejg spory czy akceptowaC pewmne sposoby ro-
zumowania, czy nie. Same metody aksjomatyczne nie byly
przez Heytinga odrzucane. Za swym nauczycielem kwestio-
nowatl jednak spelnianie przez nie funkecji kreatywnych.
Obiekt nie pojawia sie wraz z niesprzecznym systemem zdat.
Z punktu widzenia intuicjonizmu — jak sgdzil — moZna jed-
nak dopusci¢ przeprowadzenie dedukcji w systemie aksjoma-
tycznym o nieznanym modelu. Taki opis nalezy jednak trak-
towaé hipotetyczne. Aksjomaty to zalozenia, ktére mogg byé
spelniane przez pewne matematyczne obiekty, dedukcja za$
pozwala nam opisaé konstrukeje, ktéore w oparciu o nie moga
by¢ wykonane.

Mimo ograniczen metod formalnych i1 pewnej ich nie-
adekwatnosci w stosunku do matematyki intuicjonistycznej,
Heyting wykorzystywal je. Trudno nie wspommnieé.o jego opi-
sach logiki intuicjonistycznej'. Jak juz podawalem, Brouwer
traktowat logike glownie jako nauke o regulach lingwistycz-
nych. Czasem jJjednak rozumial ja jako matematyke ograni-
czong do relacji czeSci i calosci. W podobny sposéb pojmuje
Heyting logike w swych publikacjach, a jej twierdzenia trak-
tuje jako tezy matematyczne o najwyzszej og6lnosci. Prace
te zyskaly szeroki rozglos i nieco spopularyzowaly intuicjo-
nizm. Sciste definicje oraz jezyk formalny ulatwialy ich czy-
tanie, a tym samym przyczynialy sie do zdjecia z matematyki
intuicjonistycznej odium powodowanego jej ezoterycznoscia.

10 Tamze.

11 Zob. A. Heyting, Die formalen Regeln der intuitionistischen Logic;
Die formalen Regeln der intuitionistischen Mathematik II, III, Si-
tzungsberichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften, Phys.-
-Mathemat. Klasse”, 1930, 42—56, 57—71, 158—169.
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Niestety, wbrew intencjom autora, czytelnicy zwracali uwage
nie na lezgce u ich podstaw idee, a na sam formalny system.
Rozgoryczony autor zalowal nawet decyzji opublikowania nie-
ktérych z tych prac. Pisal: ,,Cne byly malg pomocag w walce,
ktorej poswiecilem swe zycie, mianowicie lepszemu zrozumie-
niu i1 podkresleniu znaczenia idei Brouwera”

3.3. D. VAN DANTZIG

Ostatnim z prezentowanych jest stanowisko D.van Dantzi-
ga — uczonego, ktdrego badania wigzaty klasyczng analize
i intuicjonizm. Podobnie jak poprzednio omawiani mys$liciele,
odroznia on matematyke od systemu twierdzen, stow czy sym-
boli. Pojmuje ja jako specyflczny rodzaj 1udzk1e) aktywnosci,
ktora jak inne czymnoSci czlowieka posiada skiadnik emocjo-
nalny i oznajmujgcy. W nauce staramy si¢ wyeliminowac
pierwszy z czynnikéw na tyle, na ile to mozliwe. W tym celu
stosuje sie formalizacje, ktoéra jest w istocie zastgpieniem czlo-
wieka nie posiadajaca uczu¢ maszyna. Tak jak dziatan ludz-
kiego podmiotu, tak matematyki i jezyka nie mozna odsepa-
rowa¢ od emocii.

Matematyka jako czysty proces myslowy jest pozajezykowa,
gdy jednak podmiot chce przekazaé komus swoje rozumowa-
nie, musi opisa¢ je w stowach. Przedstawienie takie pomija
jednak liczne elementy przezycia, dopuszcza nieporozumienia.
Sformutowane twierdzenia nie sg wiec adekwatnym opisem
konstrukcji podmiotu, stwierdzajg jedynie wykonanie -jej,
a ,dowodzenie (...) polega istotnie na »sugestii« nie »prawdzi-
wosci« twierdzenia, ale metody konstrukeji” .,

Matematyka nie daje sie wiec wyrazic slowacmi, a tym
bardziej — jak wspomnialem — sformalizowa¢. Tak jak mu-
zyk nie moze podac zestawu praw, ktérych zastosowanie wy-
starczy do skomponowania utworu, tak nie mozna podaé syste-
mu regul, zgodnie z ktérym przeprowadza sie rozumowa-
nia. Takie zasady mozna dostrzec dopiero a posteriori, badajac
uzyskane efekty. Formalizacji matematyki nie mozna wige
dokonaé, a przeprowadzenie jej w oparciu o znane prawidlo-
wosci bedzie zawsze niezupelne. Pokrywaé ona bowiem bedzie
jedynie cze$é matematyki, szczegblnie te, ktéra jest skonczoma,
zamknieta. Zawsze wraz z nowymi rozumowaniami mozna od-
kryé nowe regularno$ci. Formalizacja nie jest wiec nigdy
w stanie objgé caly matematyke, ona jedynie podaza za nig.

12 A. Heyting, History of the foundation..., 15.

13 D, van Dantzig, On the principles of intuitionistic and affirmative
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Przytoczone rozumowanie nie implikuje koniecznosci caltko-
witego odrzucenia metod formalnych. Matematykiem — jak
twierdzi van Dantzig — jest nie ten, kto zna mnéstwo twier-
dzen i ich dowodow, ale ten kto odkrywa nowe wlasnosci.
Moze w tym celu stosowa¢ rézne narzedzia. Sformalizowanie
systemu pomaga np. zauwazy¢ nowe analogie lub nieznane
regularnosci. Zbyt silne przywigzanie do tej metody ma jed-
nak takze swoje negatywne strony. Czesto utrudnia odkrycie
wlasnosci wymagajgcych subtelniejszych odroznien niz stoso-
wane dotychczas, np. dwa obiekty traktowane jako idemtyczne
w jednym systemie formalnym, moga byé¢ rézne przy skom-
centrowaniu sie¢ na dotychczas nieuwzglednianych cechach. ’

Na przedstawieniu pogladdéw na temat formalizacji koncze
prezentacje stanowiska van Dantziga. Badacz ten nie wpro-
wadza zasadniczo nowych tez do intuicjonistycznej koncepcii
jezyka matematyki. Rozwija on pewne typowe mys$li, w spo-
s6b wskazujacy na wplywy sygnifiki.

4, PODSUMOWANIE. ZNACZENIE KONCEPCJI
INTUICJONISTYCZNEJ

Oryginalno$¢ intuicjonistycznej komcepcji jezyka matema-
tyki polega na jej zasadniczo negatywnym charakterze. Twier-
dzi sie: jezyk i matematyka stanowia dwie odrebne dziedziny.
Zaden system znak6éw nie jest w stanie reprezentowaé mate-
matyki, ktora jest niezaleznym od stéw i regul lingwistycz-
nych czystym mysleniem. Jezykowi pozostajg wiec do spel-
nienia nastepujace zadania: wspomaganie pamieci oraz prze-
kazywanie sugestii jak wykona¢ dang matematycznag konstruk-
cje (wedlug intuicjonistéw jezyk przenosi nie tyle tresci ma-
tematyczne, co informuje o sposobach wykonania odpowied-
nich niosgcych je konstrukeji). Taki zsubiektywizowany jezyk
nie podlega juz wszystkim prawom logiki klasycznej, a w szcze-
g6lnosei prawu wylgczonego $rodka.

Teza o niewyrazalnosSci matematyki przez jezyk nie stanowi
tylko {filozoficznej deklaracji o istnieniu pewnej nadwyzki
myslowej rozumowania w stosunku do przekazu zawartego
w stowach. Brouwer konstruowatl obiekty zwane ciggami nie-
skonczenie postepujgcymi, w ktédrych dobdr kolejnych wyra-
z0w byl uzalezniony od swobodnych decyzji podmiotu lub od
jego mozliwych przyszlych doSwiadczen. Jednoznaczna skon-
czona definicja, ktéra pozwalataby odro6zni¢ taki byt od innych
podobnych mu, jest nie zawsze mozliwa. Obiekty te, podobnie

mathematics

[T

Indagationes Mathematicae”, vol. 9, 1947, 431.
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jak cala matematyka intuicjonistyczna, sa dylnamlcznymx pro-
cesami i jako takie nie poddaja sie statycznemu opisowi jezy-
kowemu.

Poglady. gloszagce oddzielenie matematyki od jezyka odroz-
nia stopien podkreslanej odrebnosci obu dziedzin. Skrajne sta-
nowisko Brouwera silnie akceéntuje rozdzwiek miedzy nimi,
a priopozycja Heytinga wskazuje na ich wzajemne zwigzki,
co laczy sie z dostrzeganiem spotecznego kontekstu matema-
tyki. Wieksza ilo§¢ zwolennikéw zdobyl drugi z pogladdw.
Zawiera on jednak pewng teoretyczng trudnos¢: jak pogodzié
deklarowang miewerbalizowalno$é matematyki i wzajemne zro-
zumienie. Sam autor nie udziela wyraznej odpowiedzi. Pod-
kre$la jedynie naturalno$¢ podstawowych poje¢ oraz odwo-
luje sie do odpowiedniego nastawienia umystowego. Inng po-
stacig tego dylematu jest problem: jak ujmowaé w istocie
indywidualisyczng matematyke intuicjonistyczng w kontekscie
spolecznym? Zadawalajgce rozwigzanie zagadnienia jest — jak
sadze — niemozliwe w filozofii, Ktérej rdzen stanowi koncep-
cja Brouwera. Mimo — co brzmi moze paradoksalnie — empi-
rycznego potwierdzenia stusznosci pogladéw Heytinga, ktore
stanowi fakt istnienia ruchu intuicjonistéw, ich publikacje,
wzajemna wspoélpraca, to uwazam je za nieco mmniej atrak-
cyjne niz skrajne, a przez to chyba bardziej konsekwentne,
stanowisko Brouwera.

Z akcentowanymi trudnodciami wigze sie jeszcze jeden za-
sadniczy dla prezentowanej koncepcji problem: czy mozna
rzeczywiscie oddzielié matematyke od jezyka? Poglad intuicjo-
nistéw jest pozytywng odpowiedziag na podstawowe pytanie
psycholingwistyki: czy istnieje czyste pozajezykowe myslenie?
Przeciw temu stanowisku przytoczy¢ mozna szereg tradycyj-
nych argumentéw. Na przykilad twierdzi sie: nasze rozumowa-
nia sg oparte ma mechanizmach uksztaltowanych przez wycho-
wanie w kulturze preferujgcej logiczne, jezykowe sposoby
myslenia, i od nich nie jestedmy w stanie wyzwoli¢ sie. Bio-
rac pod uwage, ze problemy, z ktérymi boryka sie matematyka
intuicjonistyczna, i ich rozwigzania sg bardzo czesto zaczerp-
niete z matematyki klasycznej, nie mozna jej uznawaé¢ za
czysto pozajezykows.

Zwraca]a,c uwage na powstajgce wqtphwosm mam $§wiado-
mos$é rozmiaru zadania, jakim jest rozwigzanie ich. Nie poiej-
muje go. Uwazam bowiem, ze wartos¢ filozoficzna rozwazan
intuicjonistéw jest w znacznym stopniu niezalezna od ich
ewentualnych rozstrzygnieé. Na przyklad analiza konsekwen-
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cji wyplywajacych z odrzucenia zalozenia o mozliwosci wyra-
zania matematyki przez jezyk pozwala dostrzec nie zawsze
zauwazalng role tego medium w nauce klasycznej. W tym celu
warto porownaé¢ prace oraz pewne zaplecza filozoficzne mate-
matyka tradycyjnego i intuicjonisty.

Rozumowaniu moina zapewni¢ $cistos¢ co najmniej w dwo-
jaki sposob: idagc sladami Kartezjusza dbaé o jasnosé i wyraz-
nos¢ my$li albo, korzystajac z propozycji Leibniza, sformali-
zowan zapis towarzyszacy rozwazaniu. W drugim przypadku
zaklada sie, ze system znakoéw jest jakby izomorficzny w sto-
sunku do naszych mys$li. Poddanie go odpowiednim rygorom,
tj. okreslenie dopuszczalnych przeksztalcen, wyszczegblnenie
aksjomatow, itp., zapewni¢ ma .poprawnosé przeprowadzanych
operacji myslowych. Stanowisko takie wydaje sie dobrze har-
monizowaé¢ z systemem wartosci preferowanych w nauce. Za-
miast mowi¢ o© przezyciach uczonego: myslach, intuicjach,
ktoére stanowia jego intymnag wlasnos$¢, i jako takie sg tylko
jemu dostepne, zajmujemy sie obiektywnym przedmiotem:
zbiorem znakéw uporzadkowanych zgodnie z ustalonymi regu-
fami. Sluszno$¢ rozumowania jest wiec tozsama z formalng
poprawnoscig dowodu i moze ja w zasadzie sprawdzi¢ kazdy,
co zapewnia obiektywnos¢ wynikow. Jesli uczony przyjmuje
platonski punkt widzenia (aprobowany przez wiekszosé mate-
matykoéw), to pewnos$¢ i prawdziwosé tak przedstawionego
poznania jest wyraznie zrelatywizowana do uzywanego syste-
mu znakoéw. Zgodnos§¢ otrzymywanych wnioskéw z rzeczywi-
stoscia matematyczng zaleizy bowiem od adekwatnosci aksjo-
matow i trafnosci przyjetych regul wnioskowania. Powyzszy
wniosek nie jest jednak koniecznie zwigzany z platonskimi
zalozeniami. Immanentna krytyka matematyki pokazuje, w jak
znacznym stopniu prawda aksjomatéw poprzez prawa trans-
misji przeplywa do wszystkich pozostalych twierdzen teorii®.

Przedstawione stanowisko niesie jednak pewne negatywne
konsekwencje. Istnieje mozliwo$é pojawienia sie twierdzien
,formalnie prawdziwych”, ktéorym jednak nie potrafimy przy-
pisa¢ zadnego znaczenia. Po drugie obserwujgc rozwdj nauki
mozna zauwazy¢ proces zdobywania przez jezyk pewnej auto-
nomii, ktérej skrajnym wyrazem jest formalizacja. Zjawisko
to jest wymikiem pewnej koniecznej stalosci 1 niezaleznosci od
jednostek, jaka musi cechowaé $rodek intersubiektywnej ko-
munikacji. Przekonanie o izomorficznosci jezyka i mysli po-

14 Stopien tej zalezno$ci jest uwarunkowany wspéiczynnikiem inge-
rencji procedur dedukcyjnych w budowe matematyki.
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woduje traktowanie systemu formalnego jako opisujgcego
wszystkie mozliwe rozumowana matematyczne. Uczony prze-
prowadzajacy dowod twierdzenia aktualizuje wiec jedynie po-
tencje tkwigce w aksjomatach i regulach wnioskowania.
Naukowiec przestaje by¢ tworca, a staje sie¢ jedynie odkrywea.

Opisane powyzej rozwigzanie jest nie do przyjecia dla kogos,
kto odrzuca zdolnos¢ jezyka do reprezentowania mysli. Skoro
zadna sekwencja znakéw nie gwarantuje przeprowadzenia po-
zadanego rozumowania, to nalezy skoncentrowaé¢ sie¢ na my-
$lach i ich tresciach. Z nimi utozsamiajg intuicjonidci rzeczy-
wistos¢ matematyczng, nie dopuszczajgc przyjmowania jakich-
kolwiek nieuzasadnionych zalozen filozoficznych. Obiekty te
sg dostepne umystowi w doswiadczeniu wewnetrznym. Brou-
wer i jego uczniowie moéwig tu o intuicji. Takie poznanie jest
bezposrednie, a tym samym niezalezne od ograniczen i wply-
wow uzywanych §$rodkéw. Doswiadczany jest sam obiekt,
a nie jego symboliczne przedstawienie kierujgce sie wlasci-
wymi dla siebie prawami. Pewno$¢ jakg daje intuicja jest
wiec wieksza od uzyskiwanej w matematyce klasycznej, ktora,
bedgc zaposredniczona jezykowo, opiera sie na zaufaniu jakim
darzymy przyjete reguly i aksjomaty. Przedstawione poznanie
jest oczywiscie subiektywne. Podmiot nie uznaje zadnego ro-
zumowania za prawdziwe, o ile sam nie wykona odpowiedniej
konstrukcji. Cala matematyka nalezy wiec do umystu jako
jego wlasny wytwor. Ewentualna genetyczna niezalezno$¢ by-
laby mozliwg do wytlumaczenia jedynie ze stanowiska naty-
wistycznego. '

Przeciwstawienie matematyki tradycyjnej i intuicjonistycz-
nej jest z koniecznosci uproszczone. Wskazuje jednak — jak
sgdze — na istotng role jezyka w nauce klasycznej. Prze-
stawszy by¢ przezroczystym $rodkiem przekazu informaciji,
w znacznym stopniu determinuje jej obraz: kieruje na droge
formalizacji; mediatyzujac poznanie matematyczne, staje sie
fundamentem jego wartosci — stopnia pewnosci i prawdzi-
wosci rezultatow.

Konsekwencje zanegowania roli jezyka, logiki, a tym sa-
mym zakwestionowania formalnosci i dedukeyjnosci matema-
tyki, sugerujg znaczenie interesujgcego nas medium w powsta-
waniu zjawiska okreslanego jako alienacja matematyki. Oczy-
wiscie nie implikujg one jasnego rozwigzania problemu. Zada-
nie takie wymaga o wiele glebszej analizy. Przedstawiony
material pozwala jednak uznaé¢ jezyk za konieczny czynnik
zachodzenia tego procesu.



[15] KONCEPCJA JEZYKA MATEMATYKI 63

Dotychczasowe rozwazania dotyczyly miedzy innymi proble-
mu prawdziwoéci. Nie wskazaliSmy jednak wyraZnie jak poje-
cie to rozumiejg intuicjoni$ci. Tradycyjnie funkcjonujgce kon-
cepcje, tj. klasyczna i koherencyjna, nie mogg byé¢ zaakcepto-
wane przez intuicjoniséw. Obie wigzg sie z jezykiem, ktory —
jak twierdzg — nie moze odzwierciedla¢ matematyki. Heyting
stara sie unika¢ omawianej kategorii. Przeciwnie Brouwer, nie
chcge pozbawi¢ matematyki tradycyjnej wartosei, sugeruje
nastepujace podejscie: ,,(...) Prawda jest jedynie w rzeczywi-
stosci, tj. w obecnych i przeszlych przezyciach $wiadomosci.
Miedzy nimi sg (..) czyny ((..) akty mys$li, matematyczne
akty)” **. Prawda tkwi w matematyce, w myslowych konstruk-
cjach dos$wiadczanych przez umys!, a nie w twierdzeniach.
Twérca intuicjonizmu proponuje wiec przyjecie pozajezykowej
koncepcji prawdy. Reprezentuje stanowisko blizsze immanen-
tystycznej koncepcji fenomenologéw, niz definicjom dotych-
czgs spotykanym w filozofii matematyki. Przedstawiony po-
mysl jest spdjny z calym programem reform Brouwera i —
jak sadze — mozliwy do zaakceptownia przez innych intuicjo-
nistow.

Sceptyczny poglad na jezyk Brouwer zaprezentowal juz
w 1905 r. w pracy Life, Art and Mysticism, to jest jeszcze
przed przedstawieniem programu intuicjonistycznej matema-
tyki. Koncepcja jezyka matematyki stanowi rozwiniecie i kon-
kretyzacje tych wczesnych mys$li. Biorge pod uwage wnioski
o pewnej zalezno$ci intuicjonistycznej matematyki od tez o jej
jezyku — sadze — ze mozna sformulowaé nastepujgcg kon-
kluzje: sceptyczny poglad na jezyk stanowi historyczng i me-
rytorycznie istotng przestanke intuicjonistycznego rozumienia
matematyki. Za naturalng konsekwencje wspomnianego zato-
zenia, Swiadczacg o specyfice tego pojmowania, uznaé mozna
podkreslane juz odrzucenie intersubiektywnej komunikowal-
nosci 1 sprawdzalnosei. Jest to bardzo wazna cecha. Matema-
tyka, ktora zawsze stuzyla do testowania konieczno$ci pew-
nych oczywistych zasad, bedgcych podstawg racjonalnych
i obiektywnych procedur, poddana przez Brouwera rekon-
strukcji przestala byé naukag®. Zblizyla sie ku sztuce czy re-
ligii. Uprawianie jej wymaga pewnego ,stuchu”, odpowied-
niego nastawienia. Odrzucenie tradycyjnie pojmowanej nauko-

15 I,. E. J. Brouwer, Consciousness, Philosophy and Mathematics [w:]
CW, 488. Ti. R. M.

18 K. Ajdukiewicz, Zagadnienia i kierunki filozofii. Teoria poznania.
Metafizyka, Warszawa 1983, 71.
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wosci nie jest jednak tozsame z rezygnacja z prawdziwosci,
pewnosci, ScisloSci, jasno$ci rozwazan. Cechy te uzasadniaja
nawet uznanie matematyki intuicjonistycznej za bardziej
atrakcyjng od klasycznej. Niestety filozofowie nauki pomijajg
ja w swych rozwazaniach. Wypracowany przez nich aparat
okazuje si¢ byé¢ nieprzydatny do jej analizy. Poniewaz burzy
ona standardowe kanony racjonalnogci, jako irracjonalizm epi-
stemologiczny zostaje usunieta z pola zainteresowan nauko-
znawczych.

INTUITIONISTIC CONCEPT OF MATHEMATICAL LANGUAGE

Summary

The aim of the paper is to discuss the intuitionistic concept of
mathematical language, according to ideas of Brouwer, Heyting and
van Dantzig, It is compared to other points of view represented in
philosophy of mathematics. Intuitionism, rejecting the role of language
in mathematics, is the opposition to formalism. The autor shows, how
the intuitionistic staindpoint evolves from Brouwer to Heyting, be-
coming more realistic. The concept of language, although generating
difficulties and unsolved problems, plays the central role in the
intuitionistic conception of mathematics, which in turn is an important
element of modern philosophy of mathematics. It helps to bring out
the role of language in classical mathematics.



