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1. WSTĘP

Rozwój nauik szczegółowych zmusza do przeprowadzania coraz w n i
k liw szych  analiz metod, jakim i posługują się naukow cy. Bada s ię  rów 
n ież  teorie i pojęcia w ystępujące w  naukach. Te zagadnienia stają się 
przedm iotem  badania m etodologii i filozofii poszczególnych nauk i to 
zarówno przyrodniczych, jak i hum anistycznych. Obie te  dyscypliny  
filozoficzne rozw ijają się i doskonalą sw oje m etody badań.

Wśród nauk szczegółow ych specjalne m iejsce zajm uje m atem atyka. 
W yróżnia się ona m etodą i przedm iotem  sw oich badań. Celem  arty
k u łu  jest próba określenia przedm iotu filozofii m atem atyki oraz metod  
je j  budow ania i uprawiania. Jak się w ydaje, zadanie to nie m oże być 
rozw iązane przez przeniesienie na teren filozofii m atem atyki rozw ią
zań z zakresu filozofii innych dyscyplin naukow ych. D zieje się tak  
dlatego, gdyż specyfika m atem atyki powoduje, że m iędzy m etodologią  
i filozofią m atem atyki a sam ą m atem atyką zachodzą inne relacje, niż 
m a to m iejsce w  odniesieniu do pozostałych dyscyplin naukowych. 
Problem  kom plikuje jeszcze rozwój w  X X  w. m etam atem atyki oraz 
m etaiog ik i i z tym  zw iązane próby ograniczania problem ów  filozo
ficznych  m atem atyki do tych, które dadzą się rozw iązać w  m etam ate- 
m atyce. W artykule zostanie w  związku z tym  zaproponowana pewna  
lin ia dem arkacyjna m iędzy metaimatematyką a filozofią m atem atyki.

Można ogóln ie określić, iż m atem atyka w spółczesna bada system y  
obiektów  m atem atycznych oraz relacje i funkcje m iędzy tym i ob iek 
tam i. Obecnie badania sam ych relacji i  funkcji stały się p ierw szo
planow e, tak iż przedm ioty, m iędzy którym i te relacje czy funkcje  
zachodzą, zeszły na p lan dalszy, czy w ogóle mogą zostać pom inięte. 
•Stąd m ów i się często, iż przedm iotem  m atem atyki są struktury m ate
m atyczne. W tym  m iejscu  n ie  będę się zajm ow ać stw ierdzeniem , czy 
takie spojrzenie na m atem atykę ujm uje w  adekw atny sposób jej istotę, 
n ie  to bow iem  jest celem  niniejszego artykułu. Sam  przedm iot bada
nia n ie stanow i jeszcze o szczególnym  m iejscu m atem atyki. To, co 
w yróżnia m atem atykę i logikę spośród innych nauk, to m etoda aiksjo- 
m atyczno-dedukcyjna. M etoda ta, jaik wiadom o, polega na u zysk iw a
n iu  z przyjętych aksjom atów  innych w łasności badanych obiektów  
przy pom ocy rozum owań dedukcyjnych. W aksjom atach zaw arte są 
podstaw ow e w łasności danej struktury. Metoda aksjom atyczno-deduk- 
cyjn a  stanow i podstaw ę do jeszcze innego spojrzenia na m atem atykę, 
a  m ianow icie jako na szereg teorii aksjom atycznych, dla których



aspekt przedm iotow y (a w ięc „natura” badanych obiektów) nie ma 
w iększego zn aczen ia ..

M atem atyka w ięc stw arza awój w łasny, specyficzny obszar badań  
m etateoretycznych. Na początku X X  w . postawiono szereg pytań do
tyczących m etody m atem atyki. Konieczna stała się refleksja nad spe
cyficznym  poznaniem  i przedm iotem  m a tem a ty k i1.

2. M ETAM ATEM ATYKA

W zasadzie do X IX  w ieku m atem atyka i logika rozw ijały się n ie 
zależnie od siebie. Dopiero w  sw oich pracach Boole potraktow ał fun- 
ktory zdaniotwórcze jako działania w  a lgeb rze2. Doprowadziło to do 
rozwoju logiki sym bolicznej i w łączenia jej w  obręb m atem atyki. L o
gika dostarczyła narzędzi m atem atykom , a jednocześnie sama zaczęła  
w ykorzystyw ać m atem atykę. P ojaw ienie się antynom ii w  teorii m no
gości Cantora zapoczątkow ało z kolei całą serię prób upraw om ocnie
nia w iedzy m atem atycznej i oparcia m atem atyki na n iew zruszonych  
podstawach. Jedną z nich była propozycja D. ffilberta, aby sform ali
zow ać całą m atem atykę, a następnie w ykazać, że taki system  jest 
niesprzeczny. Program ffilberta, chociaż w  sw ej pierw otnej w ersji nie  
m oże być zrealizow any, doprowadził do utw orzenia now ego obszaru 
badań .matematyki, którego przedm iotem  stały się języki i teorie sfor
m alizow ane. Swój program H ilbert określił jako teorię dowodu lub  
m etam atem atykę.

Obecnie przez m etam atem atykę rozum ie się badania w łasności stru k 
tur i sytem ów  dedukcyjnych, a także relacji m iędzy teoriam i sfor
m alizow anym i i ich m odelam i. W szczególności m etam atem atyka zaj
m uje się problem am i dotyczącym i natury i kryteriów  popraw ności 
dow odów  m atem atyczn ych 3. Tak w ięc przedm iotem  m etainatem atyki 
są języki i teorie sform alizowane, a m etodą — m etoda dedukcyjna.

1 W edług S. K am ińskiego (Pojęcie nauki i k lasyfikacja  nauk, L u
blin  1981) „nauka jaw i się  jako: język, poznanie, przedm iot” (s. 19). 
„Z tym  rozróżnieniem  jest zw iązany podział problem atyki filozoficznej, 
która dotyczy nauki. Można bow iem  .rozpatrywać zagadnienia episte- 
m ologiczne zw iązane z poznaniem  nauki, pytać się o pozycję nauki 
w śród innych typów  w iedzy, badać źródła i granice poznania nauko
w ego oraz jaką rzeczyw istością jest nauka” (s. 22). „Badania typu for
m alnego obejm ują logikę nauki, sem iotykę logiczną, m etodologię nauk. 
N atom iast badania typu filozoficznego koncentrują isię na nauce jako 
na pew nym  bycie lufo .poznaniu, dla którego szuka się jego ostatecz
nych racji i uw arunkow ań” (s. 33). „Filozofię nauki m ożna rozum ieć 
w  znaczeniu szerszym. Są to  rozw ażania o Charakterze ogólnym  na
leżącym  do m etodologii, teorii poznania naukow ego, ontologid przed
m iotu nauki, logiki języka naukow ego, teorii kultury. Znaczenie w ęższe  
to teoria nauki jako bytu, teoria poznania naukow ego” (s. 37). W tym  
artykule przez filozofię nauki będę rozum ieć to, co S. K am iński na
zyw a filozofią nauki w  znaczeniu -szerszym.

2 P ew ne podobne koncepcje form ułow ał G. Leibniz.
3 Logika formalna. Z arys en cyk lopedyczn y  z  zas tosow aniem  do in 

fo rm a tyk i  i l ingw istyk i,  pod red. W. M arciszewskiego, W arszawa 1987, 
432—434.



Ze . w zględu na tę m etodę m etam atem atyka jest nauką form alną, w  
której w ykorzystuje się logikę oraz m atem atykę.

M etam atem atyka dzieli się na syntaktyikę system ów  dedukcyjnych  
i na ich  sem antykę. Obecnie zatarte są granice m iędzy logiką for
m alną a syntaktyiką system ów  dedukcyjnych, gdyż na rachunek zdań 
czy predykatorów  można patrzeć jak na teorie sform alizowane. Jedno
cześnie bez logiki form alnej nie byłoby w  ogóle m ożliw e badanie 
teorii sform alizow anych.

Metoda dedukcyjna i w ykorzystyw anie m atem atyki pow odują z ko
lei, iż m etam atem atyka jest u w ażana, za jeden z działów  m atem atyki 
(podobnie jak logika formalna). W badaniach syntaktyeznych stosuje 
się algebrę (ina przykład algebrę B oole’a, teorię krat), topologię (na 
przykład teorię topologicznych algebr B oole’a), teorię mnogości. S e 
m antyka system ów  dedukcyjnych przerodziła się w  rozbudowany, sa
m odzielny dział m atem atyki — w  teorię m odeli, w  której również 
w ykorzystuje się rozm aite w yniki uzyskane w e w spom nianych w yżej 
działach m atem atyki, zwłaszcza w  teorii mnogości.

Na badania m etam atem atyczne trzeba też patrzeć w  szerszym  kon
tekście. Szczególną bow iem  rolę przy badaniu teorii sform alizowanych  
i ich m odeli pełn i teoria mnogości. Drugą centralną teorią w  m ate
m atyce w spółczesnej, która m a istotne zn aczen ie1 przy badaniu w łas
ności teorii sformalizowanych,, jest arytm etyka teoretyczna. Obie te 
teorie, łącznie z m etam atem atyką, są często określane jako podstaw y  
m atem atyki. Zakresy badań tych trzech w ym ienionych teorii w zajem 
nie się przenikają: w  teorii m nogości bada się w łasności m odeli teorii 
sform alizowanych, arytm etyka teoretyczna zajm uje się zarówno sfor
m alizow anym i teoriam i arytm etyki, jak i ich m odelam i. Trudno jest 
w ięc oddzielić zakres badań, które odnoszą się ty lko do teorii .sforma
lizow anej od tych, które dotyczą pojęcia zbioru czy liczby naturalnej. 
Sprawa jest .złożona m iędzy innym i i z tego w zględu, iż teorię m odeli 
można sform alizować w  teorii mnogości i traktować w ynik i w  niej 
uzyskane jako tw ierdzenia teoriom nogościowe. Z tego w zględu m ate
m atycy używ ają zam iennie term inów: m etam atem atyka, logika m ate
m atyczna, podstaw y m atem atyki. Warto też dodać, iż w  ich pracach  
rzadko w ystępuje term in m etam atem atyka. Prace z tego zakresu z re
guły są opatryw ane tytułem : logika m atem atyczna. Teoria m odeli jest 
traktowana jako osobna teoria m atem atyczna. D zieje się tak i dlatego, 
że badane są w  n iej bardzo specjalne w łasności m odeli. Podstaw y  
m atem atyki zaś to  przede w szystk im  teoria m nogości łącznie z bada
niam i nad m odelam i dla teorii mnogości.

Pojęcia, które są badane w  metaimatematyce, m ożna podzielić na 
dw ie grupy w  zależności od tego, czy dotyczą syntaktyki teorii sfor
m alizow anej czy sem antyki. N ajw ażniejsze pojęcia syntaktyczne to: 
(1) aksjom at, reguły dedukcyjne, dowód, konsekw encja, w ynikanie, 
język sform alizowany, m etajęzyk, teoria sform alizowana —■ są to po
jęcia dotyczące struktury teorii m atem atycznej; (2) niesprzeczność, 
aksjom atyzow alność, n iezależność aksjom atów , zupełność, rozstrzygal- 
ność — są to z kolei .pojęcia odnoszące .się do m etodologicznych w łas
ności teorii. Podstaw ow ym i pojęciam i sem antycznym i są: spełnianie, 
prawda, dziedzina teorii, model, interpretacja, tautologia, kategorycz- 
ność. K ażde z tych pojęć doczekało się ścisłej definicji spełniającej 
w ym ogi staw iane definicjom  m atem atycznym . Mogą w ięc być badane 
przy użyciu m etod m atem atyczno-logicz.nych. Co Więcej, m etam atem a
tyka czy poszczególne jej części sam e m ogą zostać sform alizow ane



.i traktow ane tak, jak inne teorie m atem atyczne. N ależy jednak к dać 
sobie spraw ę z tego, że pew ne problem y, które zostały postaw ione  
w  ram ach badania teorii m atem atycznych, po  dokonanym  uściśleniu, 
a następnie form alizacji m ogły zatracić część intuicji, które pojaw iły  
się w  początkow ej fazie form ułow ania danych zagadnień.

W m etam atem atyce uzyskano szereg w yników  ukazujących często  
zaskakujące i  n ieoczekiw ane w łasności teoriii sform alizowanych. N aj
w ażniejsze z nich to tw ierdzenia Godła o pełności i o nieziupełności, 
tw ierdzenie o nieudow adnialności niesprzeczności arytm etyki, tw ierdze
nie o dedukcji, lem at interpolacyjny Graiga, tw ierdzenie Lindenbaum a, 
tw ierdzenie o zwartości, tw ierdzenie Tańskiego, tw ierdzenie Skolem a- 
Löw enheim a. R ównież w ażne znaczenie m iały  prace Gentzena, H en- 
kina, Churcha. T wierdzenia te  ukazują ograniczenia i m ożliw ości for
m alizacji teorii. Są w ięc w ażne dla zrozum ienia istoty m etody aksjo- 
m atyczno-dedukcyjnej.

W badaniach nad podstaw am i m atem atyki rów nież uzyskano szereg  
interesujących w yników . Część z nich w ykorzystuje w  istotn y  sposób  
w łasności teorii sform alizow anych i ich m odeli. Warto w  tym  kon
tekście w ym ienić m etodę budowania m odeli poprzez konstrukcję u itra- 
potęgi (m. in. w ykorzystuje się to w  analizie niestandardow ej), czy 
korzystanie z tw ierdzeń Godła przy badaniu teorii m nogości Z kolei 
prace z zakresu podstaw  m atem atyki, które dotyczą na przykład fu n 
k cji rdkurencyjnych, m odeli n iestandardow ych dla arytm etyki, n ie 
sprzeczności i n iezależności hipotezy continuum  i  aksjom atu w yboru  
sam e stwarzają now e pola badań dla m etam afem atyki.

N ależy podkreślić, że tak rozumiana m etam atem atyka, czy szerzej 
podstaw y m atem atyki stały się integralną częścią m atem atyki, bez 
której ta  dyscyplina naukow a prawdopodobnie nie m ogłaby się w  dal
szym ciągu ow ocnie rozwijać. Jak już wspom niałam , w  podstaw ach  
m atem atyki korzysta się z w yn ików  uzyskanych w  innych działach  
m atem atyki. Twierdzenia m etam atem atycane są z kolei stosow ane w  
szeregu dyscyplin  m atem atycznych: algabTze, topologii, analizie itd .4. 
Trudno wyobrazić sobie dzisiaj te działy m atem atyki bez teorii m no
gości 5. M amy w ięc do czynienia z następującą sytuacją: zagadnienia  
.m etodologiczne m atem atyki są badane w  .samej m atem atyce. M atem a
tyka  wraz z logiką m atem atyczną w ytw orzyła potrzebne narzędzia do 
badania sw oich w łasnych podstaw, do znalezienia odpow iedzi na sze
reg problem ów  m etodologicznych. Warto podkreślić, że taka sytuacja  
je s t  m ożliw a tylko w  naukach form alnych. Żadna bow iem  z nauk  
em pirycznych czy hum anistycznych n ie jest w  stanie w ytw orzyć środ
k ó w  do badania struktury sw oich w łasnych teorii, pojęć czy rozu
m ow ań. Problem am i tym i w  tych przypadkach zajm uje się m etodo
logia bądź filozofia danej dyscypliny naukow ej.

4 Na przykład tw ierdzenie o zw artości jest w ykorzystane w  dowodzie 
tw ierdzen ia  o istn ien iu  uporządkow anego ciała niearchim edesow ego  
‘elem entarnie rów noważnego uporządkowanem u ciału liczib rzeczyw i
stych.

5 W szczególności w  dowodach w ielu  tw ierdzeń z analizy, topologii 
czy algebry jest w ykorzystyw any aksjom at wyboru. Co w ięcej, można 
pokazać, iż tych tw ierdzeń n ie da się udowodnić w  teorii bez tego  
aksjom atu. Tak w ięc przyjęta teoria m nogości ma w pływ  na -inne 
.teorie m atem atyczne.



Jak to już w yżej stwierdzono, do m atem atyki można w łączyć bada
nia m etodologiczne, które zw ykle znajdują isię w  obszarze filozofii 
i m etodologii danej dyscypliny naukowej. N ie oznacza to jednak, iż 
filozofia m atem atyki n ie jest potrzebna, gdyż została zastąpiona w y 
łącznie przez m etam atem atykę. Poza obszarem  badań m etam atem atyki 
pozostaje bow iem  szereg problem ów, które n ie m ogą być rozw iązy
w ane przy pom ocy m etod m atem atyczno-,logicznych. Zagadnienia te  
to przede w szystkim  kw estie  epistem ologiczne i ontologiczne m ate
m atyki. Jest w ięc m iejsce na filozofię m atem atyki.

Problem y, którym i zajm uje się filozofia m atem atyki, m ożna ogólnie 
podzielić na trzy grupy zagadnień. Do pierw szej należy zaliczyć k w e
stie pow stające w  m atem atyce przy badaniu jej pojęć. Z reguły pod
staw ow e pojęcia m atem atyczne kształtow ały się przez długi Okres 
czasu, funkcjonow ały najpierw  w  języku potoczn ym 6, zanim zastały  
sform ułow ane ich ścisłe definicje czy zakresy rozumienia. Trzeba też 
pam iętać, że »kodyfikowanie podstaw ow ych teorii m atem atycznych w  
system y dedukcyjno-aksjom atyczne m iało m iejsce dopiero w  X X  w ie 
ku. F ilozofia m atem atyki zajm uje się w ięc analizą takich pojęć jak: 
nieskończoność, ciągłość, granica, prawdopodobieństwo, konstruow al- 
ność, funkcja, liczba. W drugiej grupie znajdują się problem y pow sta
jące w tedy, gdy na m atem atykę czy jej poszczególne teorie patrzy się 
z zew nątrz jaiko na pew ną całość. Są to przede w szystk im  kw estie, 
które m ają ścisły  zw iązek z zagadnieniam i m etodologicznym i m ate
m atyki. W yłaniają się one g łów nie ,przy interpretacji tw ierdzeń m eta- 
m atem atycznyoh. Tym i zagadnieniam i są: praw dziw ość w  m atem atyce, 
form alizacja i aksjom atyzow alność nieform alnych teorii m atem atycz
nych, próby form alizacji naszych intuicji, problem  antynom ii, stosunek  
m atem atyki do logiki, zakres stosow alności m etody dedukcyjno-aksjo- 
m atycznej. Trzeba od razu zaznaczyć, że znaczna część w ym ienionych  
tu zagadnień jest badana w  metamatemaityce. Jednakże stosowana tam  
m etoda pozwala tylko na częściow e rozw iązyw anie tych  zagadnień. 
Szczególnie w ażne w  tej grupie są kw estie, które pow stają przy in ter
pretacji w yników  uzyskanych w  m etam atem atyce. Istotna jest bow iem  
próba Określenia zakresu m etody dedukcyjno-aksjom atycznej, a tym  
sam ym  istoty m atem atyki.. Ma to zw łaszcza znaczenie dzisiaj, gdy 
coraz pow szechniej korzysta się w  m atem atyce z m aszyn cyfrow ych.

W trzeciej grupie są zagadnienia epistem ologiczne i ontologiczne 
m atem atyki. N ajw ażniejszym  problem em  epistem ologicznym  jest oczy
w iście kw estia poznawania przedm iotów  m atem atycznych i łączący się 
z nią spór m iędzy aprioryzm em  a aposterioryzm em . W tym  obszarze 
badań znajdują się też próby odpow iedzi na pytanie o istn ienie poza- 
m atem atycznego kryterium  praw dziw ości tw ierdzeń m atem atycznych7 
i o praw om ocności aksjom atów. R ów nież zastosowania m atem atyki

6 Obecnie często w  now o pow stających teoriach m atem atycznych  
pojęciom  nadaje się nazw y w zięte  w praw dzie z języka potocznego, ale 
n ie  m ające żadnego związku z now ym  ich  rozum ieniem  w  m atem a
tyce, na przykład ciało, pierścień.

7 W danej teorii m atem atycznej tw ierdzenie jest praiwdziwe, jeżeli 
ma dowód. Można zadać sobie pytanie, czy istn ieją jeszcze jakieś inne  
kryteria praw dziw ości tw ierdzeń w ykraczające poza teorie i odw ołu
jące się do faktów  pozam atem atycznych.



w zbudzają cały ' szereg kontrow ersji; z których najw ażniejsze to okre
ślenie relacji m iędzy m atem atyką a innym i naukam i i w iążące się 
z tym  pytanie, czy istn ieje m atem atyka stasow ana jako odrębna dyscy
plina, czy też m am y do czynienia tylko z zastosow aniam i m atem atyki. 
Istotną kw estią jest rów nież problem, czy m atem atykę się tworzy, czy  
odkryw a. Natom iast Zagadnienia ontologiezne dotyczą przede w szyst
kim  istoty i sposobu istn ienia przedm iotów  m atem atycznych oraz ich 
odniesienia do rzeczyw istości pozam atem atycznej. W związku z tym i 
problem am i odżywa też stary spór o unirwerisalia, zw łaszcza w  kon
tekście kw estii istnienia zbiorów; a także kontrow ersje dotyczące n ie 
skończoności. Warto w  tym  m iejscu zauw ażyć, że jakkolw iek można 
w yróżnić grupę problem ów ontologicznych m atem atyki i oddzielić ją 
od kw estii epistem ologicznych, to z reguły przy badaniu zagadnień  
epistem ologicznych trzeba korzystać ż w yników  z zakresu ontologii 
i odwrotnie.

R ozwiązania w skazanych pow yżej kw estii z zakresu filozofii m ate
m atyki pozw alają odpow iedzieć na centralne zagadnienie, a m iano
w icie na pytan ie o istotę m atem atyki.

W obręb filozofii m atem atyki jest rów nież często w łączana aksjo
logia m atem atyki, w  ramach której dyskutow ane są zagadnienia d o 
tyczące Wartości poznania m atem atycznego. Rozważa się też pew ne  
kw estie estetyczne.

Takie Określenie zakresu badań filozofii m atem atyki św iadczy o tym, 
że jest to (samodzielna, odrębna dyscyplina filozoficzna. W ym ienione  
problem y nie mogą być bow iem  rozw iązane w  m etam atem atyce, se
m iotyce czy m etodologii. Jednocześnie nie w ystarczy zastosować tylko  
rozw iązania z m etafizyki i teorii poznania do ontologicznych i ep iste
m ologicznych problem ów  m atem atyki, gdyż te ostatnie m ają ścisły  
zw iązek z teoriam i m atem atycznym i i pobieżna znajom ość m atem atyki 
nie w ystarcza nie tylko do ich rozwiązania, ale często naw et do po
praw nego sform ułow ania. Trzeba w yraźnie podkreślić, że filozofia m a
tem atyki poprzez zakres zagadnień, którym i się zajm uje, oddziela się  
zarówno od m etam atem atyki i m etodologii m atem atyki, jak i od m eta
fizyki czy teorii poznania. N ie oznacza to jednak, by nie była p o
w iązana z tym i dyscyplinam i. Prześledźm y obecnie te zależności.

Część problem ów  rozpatryw anych w  m etam atem atyce w yniknęła  
przy badaniu zagadnień dotyczących natury poznania m atem atycznego  
i istoty obiektów  m atem atycznych. W szczególności programy form a
lizm u, logicyzm u i intuicjcmizmu, które doprowadziły do pow stania  
i rozwoju m etam atem atyki, opierały się na pew nych założeniach on to
logicznych i epistem ologicznych (zwłaszcza intuicjonizm ). Jednocześnie  
przy próbach rozw iązyw ania kw estii epistem ologicznych i ontologicz« 
nych , mogą być pom ocne w yniki uzyskane w  m etam atem atyce. Na 
przykład niezupełność takich .podstawowych teorii m atem atycznych, 
jak arytm etyka Peano i teoria mnogości, dostarcza argum entów  za, 
bądź przeciw  pew nym  koncepcjom  z zakresu ontologii.

N iektóre problem y m etodologiczne pojaw iają się zarówno w  m eta
m atem atyce, jak i w  filozofii, m atem atyki. W .m etam atem atyce są one  
rozw iązyw ane przy pom ocy m etody aksjomaityezno-dedukoyjnej. M e
toda ta jednak nie pozwala, o czym już wspom niałam , na rozw iązanie 
w szystkich  kw estii, które pow stają przy badaniu tego typu problem ów. 
Na przykład zagadnienie praw dziw ości tw ierdzeń m atem atycznych po
jaw ia się w  m etam atem atyce. Została tu w ypracow ana definicja praw 
dy (definicja Tarskiego) i udow odniono szereg tw ierdzeń dotyczących



w łasności itego pojęcia. Trzeba jednak pam iętać, że  definicja Tańskiego  
ujm uje ty lko  część intuicji, które w iążem y z pojęciem  pfawidy. Jest 
poza tym  osadzona w  całym  kontekście -teorii m odeli dla teorii sfor
m alizow anych. Przyjęcie definicji praw dy Tańskiego n ie rozw iązuje 
w ięc szeregu problem ów, które dotyczą praw dziw ości tw ierdzeń m ate
m atycznych.

Warto dodać, iż m oże stać s ię  . problem em  zak lasyfikow anie p ew 
nych kw estii i stw ierdzenie, czy należą do m etam atem atyki czy do 
filozofii m atem atyki. Twierdzenia m etam atem a tyczne (na przykład  
tw ierdzenia łim itacyjne) m ają też is-woją określoną treść filozoficzną. 
P ow staje tu  jednak niebezpieczeństw o ekstrapolow ania tych  tw ierdzeń  
poza m etam atem atykę czy naw et filozofię m atem atyki i w yciągania  
z nich  zbyt daleko idących w niosków . Pom ija isię to, że dotyczą one  
tylko ściśle określonych języków  sform alizow anych i teorii form uło
w anych w  tych językach lub m odeli takich  te o r i i8.

Przy rozw iązyw aniu filozoficznych problem ów  m atem atyki, zwłaszcza  
tych  zaliczonych do pierw szej grupy, n ie  m ożna pom ijać w yników  
uzyskanych w  isamej m atem atyce. Mogą one bow iem  św iadczyć na 
korzyść pew nych  rozw iązań, jednocześnie w  jakim ś zakresie e lim i
nując inne. Zarazem trzeba podkreślić, że n ie  m ożna rozpatryw ać 
pojęć m atem atycznych i tw ierdzeń, m ów iących o ich w łasnościach, 
w  oderw aniu od teorii m atem atycznej, w  której dane pojęcie funkcjo
nuje. Sam a jednak teoria m atem atyczna n ie  m oże dać nam  rozwiązań  
z zakresu filozofii. K onieczne staje się w ykorzystanie m etafizyk i ;i teorii 
poznania. Trudno bow iem  przystępow ać do badania filozoficznych  
problem ów  m atem atyki bez chociażby zarysow anej tylko filozoficznej 
w izji otaczającej nas rzeczyw istości. Z ‘ drugiej strony, przeniesienie  
szczegółow ych rozw iązań z Zakresu filozofii do problem ów  z filozofii 
m atem atyki bez uw zględnienia -specyfiki sam ej m atem atyki m oże do-, 
prowadzić do  głoszenia poglądów , które n ie  będą ujm ow ać istoty  ma 
tem atyk i w spółczesnej. W arto :też dodać, że przedm ioty m atem atyczne  
m ożna potraktow ać jako odrębną k la sę  obiektów . Takie podejście jest 
uzasadnione tym , że m atem atyka m a sw oją w łasn ą  sp ecyfikę -wyróż
niającą ją spośród innych nauk, Tym 5 sam ym  rozwiązania - dotyczące 
istn ienia różnych obiektów  proponowane w  system ach  m etafizycznych  
nie m uszą odnosić się do przedm iotów  badanych przez m atem atyka.

F ilozofia- m atem atyki, -jakkolwiek może być ; u w ażana:.za  odrębną  
dyscyplinę filozoficzną: jest pow iązana z jednej· istrany 'z- 'm atem atyką  
i m etam atem atyką, a . z drugiej zaś z m etafizyką, i  teorią , poznania.: 
Rodzi się w ięc. p ytan ie o m etodę upraw iania filozofii m atem atyki. ' N ie  
m oże to być, jak w  m etam atem atyce, m etoda aksjom atyczno-deduk- 
cyjna. Przy pom ocy tej m etody .zostałaby bow iem  .stworzona ..pew ńa  
teoria form alna, która ' w  gruncie rzeczy m ów iłaby bardzo· m ało , na: 
tem at istoty  m atem atyki. W filozofii m atem atyki, podobnie, jak  w  . in« 
nych naukach filozoficznych, dokonuje się .refleksji'· krytycano-w yjaś- 
niającej, -analizuje się pojęcia, korzysta, się, obok rozum ow ań (deduk
cyjnych, rów nież %■ -niededukcyjnych, a Więc tylko uprawdopodabniac 
jących głoszone poglądy. R ów nież .sposób i  zakres w ykorzystyw ania- 
wymiików z- m atem atyki i z filozofii w ym aga u ściślen ia  i  dokładnego  
zarysow ania, -Szczególnie w  kw estii wykorzystania- w yników , m atem a
tycznych trzeba pam iętać, że żadna z teorii m atem atycznych, żadne

8 Por. A. Lem ańska, Twierdzen ie . Skolema^Löwenheima i  jego. kęn*  
sekw encje ,  St. Phil. Christ. 22 (1986)2, 99—-108. : -



z tw ierdzeń n ie  m oże dostarczyć bezpośrednio rozwiązania danego pro
blem u filozoficznego m atem atyk i9. Jednocześnie (powiązania m iędzy  
pojęciam i, sama -budoiwa poszczególnych teorii m atem atycznych, w  k tó 
rych badane są interesujące mas pojęcia, m ają znaczący w pływ  na  
rozum ienie ich istoty. Jak się w ydaje, przy w ypracow aniu m etody p o 
zw alającej na w ykorzystyw anie w yników  я m atem atyki w  filozofii 
m atem atyki m oże pomóc m etoda im plikacji ontologiczinych typu reduk
cyjnego stworzona przez K. K łó sa k a 10. M etoda ta w praw dzie odnosi 
się do filozofii (przyrody, m oże być jednak, z koniecznym i m odyfika
cjam i, zastosowana do budow ania filozofii m atem atyki.

R efleksja filozoficzna -może odnosić się do p ew nych  faktów  doty
czących m atem atyki, poszczególnych jej .teorii czy pojęć. Fakty te n a 
leży zinterpretow ać przy pom ocy zasad m etafizycznych 1-ufo epistem o- 
logieznych. Dla takich zinterpretow anych fak tów  m ożem y iszukać 
im plikacji ontologieznych typu redukcyjnego, które będą w yjaśn ia ły  
ich istotę, a także podaw ały ich przyczyny.

Przy porów naniu filozofii m atem atyki z filozofiam i poszczególnych  
nauk przyrodniczych nasuw ają się dw ie zasadnicze różnice. P ierw sza  
jest następująca: część problem ów  m etodologicznych, które są trady
cyjnie rozw iązyw ane w  filozofii danej dyscypliny naukow ej, w eszła  
w  obręb m etam atem atyki, a  ty-m sam ym  pozostaje w pew n ym  za
kresie poza filozofią m atem atyki. Chodzi tu przede w szystkim  o k w e
stie dotyczące struktury teorii, -stosowanych rozum ow ań dtp. D-ruga 
różnica odnosi -się rów nież do zakresu filozofii m atem atyki. K onieczne  
stało  się (bowiem w łączenie do filozofii -matematyki zagadnień onto
logieznych, które w  przypadku fizyki czy biologii są  rozw iązyw ane  
zasadniczo w  filozofii -przyrody (nieożywionej lub ożyw ionej), a -nie 
w  filozofii fizyki lu-b b io lo g iin . W prawdzie w  filozofii danej nauki 
przyrodniczej może pojaw ić się problem term inów  teoretycznych, to  
jednak -kwestie te  n ie dotyczą bezpośrednio istnienia -i natury p rzed
m iotów  'bada-nych przez fizyka czy biologa. Jednocześnie k w estii is tn ie 
nia i  poznaw ania przedm iotów  m atem atycznych n ie  da isię sprowadzić 
tylko do zagadnienia term inów  teoretycznych, (gdyż przedm ioty m ate
m atyczne stanow ią -klasę ob iektów  różnych od fizycznych. Ta-kie sp o j
rzenie na zakres filozofii m atem atyki poz-wa-la jednocześnie zastosow ać  
w  n iej m etodę im plikacji ontologieznych.

N-a zakończenie w arto uczynić następującą uw agę. Otóż przegląd  
najw ażniejszych  stanow isk w  filozofii m a tem a ty k i12 w skazuje na w y 
czerpyw anie się klasycznych (jak m ożna byłoby je określić) rozwiązań. 
Obeen-ie staje się konieczne w ypracow anie now ych poglądów  -na is-totę

9 Można do  m atem atyki odnieść poglądy K. Kłósaika dotyczące nauk  
przyrodniczych, por. K. Kłósak, Z teorii i metodologii filozofii p r z y 
rody,  Poznań 1980, 13— 41.

10 Tamże,, 123—160.
11 Por. Sz. W. Sla-ga, 'What the Philosophy of Biology Is and Should  

Be?, St. Phil. Christ. 25 (1989)2, 155—-175. W artykule została przed
staw iona koncepcja filozofii biologii oraz relacje m iędzy biologią· teo-'- 
retyczmą, filozofią biologii oraz filozofią przyrody ożyw ionej (-biofilo- 
zofią). Przedstaw ione tu poglądy można odnieść do filozofii innych  
nauk przyrodniczych.

12 G łów ne k lasyczne kierunki w  filozofii m atem atyki to: platonizm , 
em piryzm , konw encjonalłzm , intuiejom zm , logieyzm , form alizm , kon
struktyw izm .



m atem atyki, uw zględniających w  w iększym  stopniu rozwój m atem a
tyki w spółczesnej, pow staw anie now ych teorii, w ykorzystyw anie kom 
puterów, zastosowania m atem atyki w  now ych Obszarach w iedzy. Być. 
może, w  zbudow aniu now ej koncepcji pom ocna okaże się metoda  
im plikacji ontologicznych typu 'redukcyjnego.

MATHEMATICS — METAMATHEMATICS —  
PHILOSOPHY OF MATHEMATICS

S u m m a r y
The aim  of th is paper is  to discuss differences betw een  the ph ilo

sophy o f m athem atics and the m etam athem atics. M etam athem atics is 
the theory w hich  deals w ith  form alized m athem atical theories. These 
form alized theories can be the subject o f m athem atical investigations  
using m ore or ilesis advanced m athem atical theory and m ethods. So 
m etam athem atics is a branch of m athem atics.

The m ain  subject o f philosophy o f m athem atics is the investigation., 
o f ontological and epistem ological problems. They are: how  do m athe
m atical objects ex ist and how  can w e get to know  them . I think, 
the m ethod of ontological im plications of the reductive nature {pro
posed by  K. Kłósak) can be used in  th e  philosophical investigations, 
concerning m athem atics.


