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ROMAN M. OLEJNIK

ZWROT RELACJ! IZOMORFIZMU I HOMOMORFIZMU

Szerokie i bogate zastosowanie pomiaru w fizyce, astronomii, astrofizyce oraz
kosmologii wyjasnia i uzasadnia zainteresowanie problematyka z nim zwigzang ze
strony fizykow. filozoféw i metodologow. Zagadnieniem pomiaru w aspekcie
metodologicznym zajmowal sie migdzy innymi Kazimierz Ajdukiewicz. W zapropono-
wanych koncepcjach definiuje on pomiar jako stosunek izomorficzny fub homomor-
ficzny zachowujacy konkretne relacje pomjiedzy odpowiednimi cechami przedmiotow
lub samymi przedmiotami. W sposob sukcesywny K. Ajdukiewicz staral si¢ takze
wzbogaci¢ strukture dziedziny pomiaru.

Zatrzymamy si¢ tu nad dwiema jego koncepcjami. Pierwsza zawarta jest w referacie
Pomiar wygloszonym w Osiecznej w 1957 roku, druga za$ w monografii zatytutowane;:
Logika pragmatyczna. W obu przypadkach K. Ajdukiewicz poprzedza definicje
pomoiaru definicjami odwzorowania relacji S na relacji T w sposob izomorficzny oraz
homomorficzny. Niniejsy artykut poswigcony jest doktadniejszej analizie tego zjawis-
ka z zakresu logiki.

Na wstepie zacytujemy cztery definicje, do ktérych bedziemy powracaé w dalszej
czeéel tej analizy.

1° Izomorfizm (wedlug referatu z Osiecznej):

,.Jezeli jakas relacja R odwzorowuje pole stosunku S na polu stosunku T w sposob
wzajemnic jednoznaczny i tak, ze migdzy przedmiotami x i y zachodzi stosunek T,
tylekro¢ miedzy przyporzadkowanymi tym przedmiotem przez relacje R przed-
miotami x” 1y’ zachodzi stosunek S, i na odwrét, woéwcezas mowimy, ze relacja
R odwzorowuje relacje T w sposéb izomorficzny”!

2° Homomorfizm (wedlug referatu z Osiecznej):

,Jezeli za§ relacja R odwzorowuje pole racji S na polu relacji T w sposéb
wielo-jednoznaczny i to tak, ze ilekro¢ migdzy dwoma przedmiotami x i y zachodzi
relacja T, tylekro¢ miedzy dowolnymi dwoma pzedmiotami, ktorym relacja R przypo-
rzadkowuje przemdioty x i y, zachodzi relacja S — woéwczas mowimy, Ze relacja
R odwzorowuje relacje S na relacji T w sposob homomorficzny” (K. Ajdukiewicz,
Pomiar 358-359). "

3° Izomorfizm (wedlug Logiki pragmatycznej):

,.Relacja R odwzorowuje izomorficznie relacje S na relacji T zawsze i tylko wtedy, gdy
relacja R jest relacja wzajemnie jednoznaczna, ktorej dziedzing stanowi pole relacji S,
za$ przeziwdziedzing pola relacji T. Przy czym, jezeli przedmiotowi x relacja
R przyporzadkuje przedmiot x°, za§ przedmiotowi y relacia R podporzadkowuje
przedmiot y’, to relacja S zachodzi miedzy x i y zawsze i tylko wtedy, gdy relacja
T zachodzi miedzy x 1y,

4° Homomorfizm (wedlug Logiki pragmatyczinej)

,»Stosunek R odwzorowuje w sposob homomorficzny stosunek S na stosunkn T - to
znaczy — stosunek R jest stosunkiem jednoznacznym, ktoérego dziedzing stanowi pole
stosunku S, za$ przeciwdziedzing pole stosunku T, i dla wszystkich x, y, x’, y’ takich, ze
xRx’, yRy”: xSy zawsze i tylko, gdy x’Ty” (K. Ajdukiewicz, Logika pragmatyczna,
253).

Refiniendum definicji 1° i 3° jest jednakowe:

,,Relacja R odwzorowuje (izomorficznie) relacje S na relacji T w sposob izomorficz-

>3

ny”.

L K. Ajdukiewicz: Pomiar, w: Jezyk i poznanie, Warszawa 1985, t.2, 358.
2 K. Ajdukiewicz: Logika pragmatyczna, Warszawa 1975, 251.
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To samo zachodzi migdzy definicjami 2° i 4°, maja one takze jednakowe definien-
dum:

.»Relacja (stosunek) odwzorowuje (w sposob homomorficzay) relacje (stosunek)
S na relacji (stosunku) T w sposéb homomorficzny”.

Spojrzymy teraz na definiens naszych definicji. To, ze w 1° i 3 definicji, R jest
odwzorowaniem w sposdb wzajemnie jednoznaczany. za§ w 2°i 4°, R jest stosunkiem
jednoznacznym (lub inaczej: wielo-jednoznacznym), nie jest dla nas w tej analizie
istotne. Bardziej chodzi nam o zbadanie, jaki zbior (z jaka struktura — relacja) jest
odwzorowany przez R i to w jaki zbior (lub na jaki zbior). Chodzi tu o okrelenie
nazwane przeze mnie w tytule: «zwrotem relacji» czyli,,co w co jest odwzorowywane”,
lub inaczej (uzywajac jezyka analizy matematycznej), ktora z przestrzeni jest
pzestrzenia zmienne] niezalezne], a ktora zmiennej zaleznej stosunku jednoznacznego,
czyli funkcji. Najprosciej mozna to wyrazi¢ pytaniem: konkretnie co jest dziedzina,
a co przeciwdziedzing danej relacji R.

W definicjach z Logiki pragmatycznej odpowiedZ na nasze pytanie jest bezposrednia
i jednoznaczna:

Dziedzina = pole relacji S ( C(S) )3

Przeciwdziedzina = pole relacji T (C(T) ) }

Czyli R: C(S) — C(T), dlatego przy warunku okre$lajacym zachodzenie relacji
(dzialan) zmienne x iy, ktore sa argumentami relacji T (naleza do przeciwdziedziny), sa
przedmiotami, ktore relacja R przyporzadkowuje pewnym elementom z dziedziny.

Mozemy to podsumowac:

Stosunek R odwzorowuje stosunek S na stosunku T (homomorficznie lub izomor-
ficznie) wiedy i tylko wtedy, gdy

R: C(S) —» C(T) i (xSy = x’Ty’).

Mozna by tu postawic zarzut, ze «zwrot» nie jest tu istotny, poniewaz w przypadku
izomorfizmu (odwzorowanie wzajemne-jednoznaczne) istnieje relacja odwrotna i wte-
dy «zwrot odwzorowania» istnieje tez w strong przeciwng (jest to wlasnosc symetrycz-
nosci izomorfizmu). Symetryczo$¢ nie jest jednak konstutywna wiasnoscia homomor-
fizmu i dlatego «zwrot» odgrywa tu rolg.

Odwrécenie stosunku* wielo-jednoznacznego czyli funkcji, ktéra nie jest roznowar-
toscia, jest stosunkiem, ktéry nie posiada wlasnosci jednoznacznosei (czyli nie jest
funkcjq). Jest to jedno z podstawowych twierdzen teorii relacji, fatwe do udowodnienia
(jednoznaczno$¢ jest jedna z konstytutywnych cech funkcji czyli takze homomorfizmu).

Spojrzymy teraz na definicje zawarte w referacie z Osiecznej. Z pierwszych czgsci
definicji 1°12° wiemy, Ze dziedzing i przeciwdziedzing R jest pole stosunku S oraz pole
stosunku T. Nie wiemy jednak, ktore pole jest dziedzing R. a ktdre przeciwdziedzing R.
Odpowiedz na to daja nam pozostale czesci definicji, lecz kazda inaczej, Wedlug
definicji 1%

DR) = C(T)
. } = R: C(T) - C(S) (i)
DR) = C(S)

gdzie C(T), C(S) — pola stosunkdow T, S; D(R) - dziedzina stosunku R; D(R)
- przeciwdziedzina stosunku R®.” (...) llekro¢ migdzy przedmiotami x i y zachodzi
stosunek T, tylekro¢ migdzy przyporzadkowanymi tym przedmiotom przez relacje
R przedmiotami x” 1y’ (...)” (K. Ajdukiewicz, Pomiar, 358).

Zauwazmy, ze «zwrot» tego izomorfizmu jest przeciwny, niz w def. 3°. Nie stanowi
to natychmiastowego paradoksu, gdyz konwencjonalizm dopuszcza nam w takich
definicjach pewna swobodg. Z drugie) strony, o czym juz wspomnialem, izomorfizm
jest relacja symetryczna.

3 C/W/ — symbol oznaczajacy pole relacji W.
4 K. Ajdukiewicz: Logika pragmatyczna, 235.
5 Tamze, 234.
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A jak wyglada definicja homomegrfizmu wedtug konwencji, jakie przyjat K.
Ajdukiewicz, wygtaszajac referat w Osiecznej?

Wedlug definicji 2°:

D(R) = C(S)

D(R) = ¢(T)
,»(...)ilekro¢ miedzy dwoma przedmiotami x i y zachodzi relacja R, tylekro¢ miedzy
dowolnymi dwoma przedmiotami, ktérym relacja R przyporzadkowuje przedmioty
x i y zachodzi relacja S (...)” (K. Ajdukiewicz, Pomiar. 358-359).

Zastanowmy sig, czy rzeczywiscie chodzito K. Ajdukiewiczowi o t¢ rdznice
«zwrotow», czy naprawde wedlug tej konwencji:

R: C(T) — C(S) jako izomorfizm?

R: C(S) — C(T) jako homomorfizm?

A moze jest to tylko blad w sformutowaniu?

Prawda tkwi tu zapewne w odpowiedzi na drugie pytanie (jest to blad w sfor-
mutowaniu). Pomiar Gprzyporzgdkowu]e mierzonym przedmiotom, czy tez 1ch cechom
- liczby, czyli miary®. Wobec tego:

D(Rizom) = {zbiér przedmiotéw mierzonych}
rodzina cech}

+

} = R: C(S) - C(T) (i)

hom.)] =
izom.) &

D(Rhom,) = R *

Rizom, : {zbior przedmiotéw mierzonych} — R

Rhom
: {rodzina cech} - R

Skorzysta)my teraz (1dgc logicznie inng droga) z def. 2° oraz sformutowania:

,.Pomiar przyporzadkowuje mierzonym przedmiotom w sposob wielo-jednoznacz-
ny pewne liczby jako ich miary, wedle takiej zasady (relacji), ktora pewne stosunki
pomiedzy liczbami odwzorowuje w sposoéb homomorficzny na pewnych stosunkach
pomiedzy odpowiednimi przedmiotami” (K. Ajdukiewicz, Pomiar, 359).

S — stosunki miedzy liczbami

T - stosunki migdzy przedmiotami

Zgodnie z definicja 2° 1 powyzszymi uwagami jej dotyczacymi, stosunek R (homo-
morficzny), ktorego dotyczy ostatni cytat, odwzorowuje C(S) — C(T) zgodnie z (ii).
Wobec tego relacja R ktéra pelni funkcje homomorfizmu bedacego pomiarem,
odwzorowuje:

R:R* gzblor przedmiotow}.

Z teoretycznego punktu widzenia ma to sens jedynie, gdy R jest stosunkiem
wzajemuie jednoznacznym, bo w przeciwnym wypadku relacja ta nie jest nawet
stosunkiem jednoznacznym (czyli nie jest funkcja), bedac odwrdceniem relacji
(funkcji) stanowiacej pomiar. Natomiast homomorfizm, z samego zalozenia, jest
relacja wielo-jednoznaczng (niektorzy zakladaja, ze homomorfizm jest relacja jedno-
znaczng, czyli w szczegdlnym pzypadku moze by¢ wzajemnie jednoznaczna, a wtedy
staje si¢ izomorfizmem; wedlug takiej konwencji izomorfizm jest szczegdlnym
przypadkiem homomorﬁzmu)

Aby poprawié, nalezy dokonaé pewne] zmiany w definicji 2°. Oto proponowana
postac, analogiczna do definicji 1%

(2°) Jezeli zas relacja R odwzorowuje pole relacji S na polu relacji T w sposdb
wielo-jednoznaczny i to tak, ze ilekro¢ migdzy dwoma przedmiotami x i y zachodzi
relacja T, tylekroé¢ ml@dzv przyporzadkowanymi tym przedmiotom przez relacje
R przedmiotami x’ iy’ zachodzi relacja S i na odwrot, wowczas méwimy, ze relacja
R odwzorowuje relacj¢ S na relacji T w sposéb homomorficzny.

¢ K. Ajdukiewicz: Pomiar, 359.
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Latwo sprawdzié, ze homomorfinizm definiowany przez zmodyfikowana definicje
bedzie miat «zwrot» przeciwny, niz wedtug definicji K. Ajdukiewicza, taki sam, jak
izomorfirm zdefiniowany w tej samej konwencji, czyli w definicji 1°

R: C(T) - C(S).
Zgodnie z przykladem (zacytowanym sformutowaniem), biorgc R jako pomiar
w sensie homomorficznym (wedtug zmodyfikowanej definicji):

R: {zbiér przedmiotéw} — R*

Do definicji izomorfizmu (definicja 1°) nie ma zastrzezen tej kategorii. Stosujac ja do
podanego przez A. Ajdukiewicza sformutowania:

,»ROwnoczesnie pomiar przyporzadkowuje cechom, przystugujacym mierzonym
przedmiotom pod pewnym wzgledem, w sposob wzajemnie jednoznaczny pewne liczby
jako ich miary, wedle takiej zasady (relacji), ktora pewne stosunki migdzy liczbami
odwzorowuje na pewnych stosunkach pomiedzy odpowiednimi cechami w sposob
izomorficzny” (K. Ajdukiewicz, Pomiar, 359), nie dochodzimy do podobnych
niczgodnosei (sprzecznoscei), jak przy homomorfizmie (wedtug powyzszego: pomiar
przyporzadkowuje izomorficznie cechom liczb, wedle zasady, ktéra stosunki migdzy
liczbami odwzorowuje na stosunkach piomigdzy cechami). W oparciu o definicje 1°
orzekamy, ze wtedy relacja S jest okreslona na liczbach a stosunek T na cechach, czyli
(z definicji) relacja R polu relacji T (rodzinie cech) przyporzadkowuje przedmioty
z pola relacji S (czyli liczby).

W podsumowaniu mozemy powiedzie¢, Ze przyjmujac definicje 1° oraz zmieniajac
definicje 2° wedtug przedstawioane]j propozyciji, teoretyczna strona pojeé izomorfizmu
i homomorfizmu bedzie w tej konwencji zgodna z okresleniami (pomiaru) przyj-
mowanymi w metodologii.

Powracajac do definicji izomorfizmu i homomorfizmu wedtug konwencji przyj-
mowanej przez K. Ajdukiewicza w Logice pragmatycznej (definicje: 3°i 4°), zauwazyli-
$my, ze «zwrot» izomorfizmu w definicjach 1°1 3° jest przeciwny:

1° R: C(T) - C(S)
3° R: C(8) » C(T)
To samo si¢ stanie po zmodyfikowaniu definicji 2%
2% R: C(T) —» C(S)
4° R: C(S) - C(T)

Jak juz wspominalem, nie jest to pomytka ani sprzeczno$¢, gdyz konwencjonalizm
dopuszcza taka swobode. Przyjmowanie przez jedngo autora roznych konwencii,
uczula nas na kontrolg tego, w ramach jakiej konwencji si¢ obracamy i czy
sformutowania wyrazone w jezyku danej konwencji sg tresciowo zgodne z przyjetymi
ogdlnie (np. ze pomiar przyporzadkowuje przedmiotom lub cechom liczby a nie
odwrotnie).

Potwierdzeniem powyzszej dygresji i poprawnosci sformutowania (wedtug konwen-
cji) u K. Ajdukiewicza moze byc nastgpujacy przyklad:

,.Jezeli wiec np. relacja Ms odwzorowuje izomorficznie stosunek wigkszosci miedzy
dlugoséciami odcinkdéw Ws na stosunku wigkszosci mi¢dzy liczbami, to odpowiednia
relacja M3 odwzorowuje homomotficznie stosunek dluzszosci miedzy odcinkami na
stosunku wigkszosci migdzy liczhami® (K. Ajdukiewicz, Logika pragmatyczna, 260),
a nie jak czytamy w sformulowaniu: ,,Pomiar przyporzadkowuje mierzonym przed-
miotom (...) liczby (...) wedle takiej zasady (relacji), ktéra pewne stosunki miedzy
liczbami odwzorowuje w spos6b homomorficzny na pewnych stosunkach pomiedzy
odpowiednimi przedmiotami” (K. Ajdukiewicz, Pomiar, 359).

W pierwszym przypadku chodzi o odwzorowanie:

~ stosunkow miedzy przedmiotami na stosunkach migdzy liczbami, w drugim:

~ stosunkach pomiedzy liczbami na stosunkach pomigdzy przedmiotami.



