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1. IDEA ZBIORU ROZMYTEGO. UWAGI METODOLOGICZNE

Koniec wieku XIX zainicjowal badania nad pojgciem zbioru.
Pionierami tych badan byli G. Boole i G. Cantor. Kiedy w roku 1871
ukazata si¢ praca G. Cantora dotyczaca pojecia zbioru, chyba nikt
nie przewidywal, Ze to pojecie zrewolucjonizuje matematyk@ Duzisiaj
pojecie zbioru jest podstawowym pojeciem matematyki i zaden jej
dzial nie moze si¢ obejs¢ bez wprowadzenia tego pojecia na poczatku
wyktadu. Opierajac si¢ na standardowym aparacie logiki dwuwarto$-
ciowej, tradycyjne ujecic matematyki przez zbior A w pewnej
przestrzeni rozwazan X rozumie obiekt postaci

= {(x, X)) :xeX }, (1.1)

gdzie y, jest tzw. funkcja charakterystyczna zbioru A.

Zgodnie z tym ujeciem element x z przestrzeni X moze do zbioru
A naleze¢ (xa (x) = 1)lub'nie naleze¢ (x4 (x) = 0) i innej mozliwosci
nie ma. Alternatywa nalezenia badz nienalezenia elementu do zbioru
jest niekiedy zbyt uboga na to, by wiernie odda¢ opisywane zjawisko.
Drzicje si¢ to szczegoOlnie wtedy, gdy rozwiazywane zagadnienia
zawieraja pojgcia opisane nieprecyzyjnie badz zadania sformulowane
niejednoznacznie. Klasyczna matematyka prowadzi wowczas do
rozwigzywania skomplikowanych modeli matematycznych przy uzy-
ciu tak duzych mocy obliczeniowych, ktore powoduja ogromna
trudno$¢ lub wrecz nieoplacalno$¢ samego procesu rozwiazywania.

W celu zmnigjszenia tych niedogodnosci w roku 1965 L.A. Zadeh
z Berkeiwcy (USA) wprowadzit pojecie zbioru rozmytego [33] jako
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uogolnienie pojecia zwyklego zbioru znanego z teorii mnogosci G.
Cantora. Uogolnienie to polega na dopuszczeniu mozliwosci naleze-
nia elementu do zbioru w pewnym stopniu, poczawszy od wartosci
1 (pelna przynalezno$¢) do wartosci 0 (catkowita nieprzynaleznosc),
poprzez wszystkie wartoéci posrednie miedzy 0 i 1 oznaczajace
nalezenie do zbioru w pewnym stopniu. Tak wigc zbidr rozmyty
zostaje okreslony, gdy kazdemu jego potencjalnemu elementowi
przypiszemy pewna liczbe z przedziatu <0, 1>, tj. gdy utworzymy
funkcje p , ktora kazdemu elementowi x z przestrzeni rozwazan
X przyporzadkowuje liczbg p (x) € <0, 1> bedaca stopniem
nalezenia tego elementu do opisywanego zbioru rozmytego. Formal-
nie, zbiorem rozmytym A w przestrzeni X nazywamy obiekt postaci
[16]):

_ .{(x, () £ x € x}, (1.2)

gdzie ua: — <0, 1> jest tzw. funkcja przynaleznosci tego zbioru.

W niektorych pracach przez zbior rozmyty rozumie si¢ jego funkcje
przynaleznosci (np. [9]), a teoria zbioréw rozmytych jest niczym
mnym jak teoriag pewnych funkcji opisujacych liczbowo terminy
wyrazone jezykiem nieprecyzyjnym badz pojecia rozumiane niejed-
noznacznie.

Rozwazmy dla przykladu zbioér ludzi w wieku srednim [23]. Dla
przejrzystosci przyjmujemy tylko pelne, calkowite lata wspomnia-
nych oséb. Nazwa , $redni” jest oczywiscie nigjednoznaczna i, jako
taka, moze by¢ sformalizowana w postaci zbioru rozmytego. Funk-
cja przynaleznosci tego zbioru jest okreSlona na  przyklad ma-

stepujaco:
X | .. 3940 [41]42[43 |44 [45 |46 l‘47l48|49l50l;l [52]53] ..
ﬂ(x)l 0 ] 0 |o,3io,5|0,8}0,9| 1 | 1 ] i } ) |0,9|0,8|0,7!0,5|0,2} 0 | 0

Wedtug tej funkcji ludzmi rzeczywiscie w wieku srednim sa ludzie
w wieku 44, 45, 46 1 47 lat (u (x) = 1), ludzie w wieku 43 i 48 lat sa
uznani za ludzi w Srednim wieku w stopniu 0,9 itd.

Niech teraz X = (~o0, +o00). Rozwazmy rozmyty zbior liczb
,.troche wigkszych od 100”. Jego funkcja przynaleznosci, okreslona
jak i wyzej w sposoOb arbitralny (istnieja jednak obiektywne metody
wyznaczania takich funkcji [5], [8], moze byé¢ dana wzorem:
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0 5 dla x<100,
nx) = { 2-(-100) dla 100 <x <1000,
0 dla  x=1000.

Teoria zbioréw rozmytych zyskuje obecnie ogromna popularnosé
na $wiecie, rozwija si¢ bardzo burzliwie, szczegolnie na zachodzie
Europy, w USA i Japonii. Jest wykorzystywana przez wigkszo$é
znaczacych firm $wiatowych produkujacych sprzet techniczny wszel-
kiego rodzaju, stuzy jako narzedzie do sterowania rakietami 1 pilota-
zu okretow, ma ogromne znaczenie w naukach tzw. migkkich, jak np.
medycyna, ekonomia, socjologia, lingwistyka i filozofia oraz we
wszelkiej dzialalnosci praktycznej cztowieka.

Jednym z pierwszych popularyzatoroéw teorii zbioréw rozmytych
" w Polsce byt M. Lubanski. W swoich artykulach ([20-23]) M.
Lubanski postawil sobie za cel poinformowanie czytelnika o istocie
,,rozmytosci”’ oraz podstawowych operacjach na zbiorach rozmy-
tych 1 ich zastosowaniu w nauce o jezyku otwierajac tym nowe
horyzonty badawcze w zakresie przedmiotowym, metodologicznym
i filozoficznym ([14]) § 3,4 i 3,5). Z drugiej strony prace M.
Lubanskiego byly przeciwwaga dla przeciwnikow teorii zbiorow
rozmytych. W poczatkowym okresie swojego istnienia teoria i meto-
dy teorii zbiorow rozmytych byly niekiedy przedmiotem kontrower-
syjnych dyskusji. Powodem sceptycyzmu byla nieznajomos¢ tej teorii
1 bledne interpretowanie funkeji przynaleznosci zbioru rozmytego.
Fakt, ze zbiorem wartosci tej funkcji jest przedziat <0, 1 > powodo-
wal zarzut, ze rozmyto$C jest pewna Zakamuﬂowanq postacia
przypadkowosci, a w zwiazku z tym teoria zbioréw rozmytych jest
tytko innym ujeciem probabilistyki. Bylo to jednak nieporozumienie,
ktore poczatkowo wplynelo hamujaco na rozwoj teorii zbiorow
rozmytych. Podstawowa roznica migdzy losowoscia i rozmytoscia
jest to, ze losowosé dotyczy zjawisk opisanych wyraznie i Scisle,
a wystepujaca mepewosc dotyczy tylko tego, czy sie po;awxq
Rozmyto$c natomiast zajmuje si¢ sama nieprecyzja tkwigca w opisie
zjawiska, a nie w jego pojawianiu su;

Losowo$¢ wiec dotyczy niepewnosci zwigzanej z przynaleznoscia
lub nieprzynaleznoscig elementu do zbioru, rozmytos¢ za$ dotyczy
stopnia przynaleznosci takiego elementu do zbioru. Rzecz jasna,
zjawiska te, choC rozne i inaczej opisywane, moga wystgpowaé
razem. Interesujace moze by¢ przeciez pytanie o prawdopodobienst-
wo wystapienia ,,ladnej pogody”, wybranie czlowieka w ,,wieku
srednim” z danej grupy osob, zdobycia ,troche wigcej niz 100
punktow” w jakiej§ grze liczbowej itp.
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W klasycznej teorii prawdopodobienstwa zdarzeniem nazywamy
element g-ciala F podzbioréw pewnej przestrzeni rozwazan Q. Miarg
prawdopodobienstwa P nazywamy wtédy unormowang miare na
przestrzeni mierzalnej (Q, F), tzn. taka funkcje P: F — R, zZe:

Al P(A) =2 0 dla dowolnego A€F,
A2) PQ) =1,

o - 0
A3) P(UA,) =) P(A,) dlaparamirozlacznych zdarzen
. n=1 n=1
A" eF

n=1

W dalszej czgci pracy prezentujemy przekroj roznych podejsc
d problemu laczenia losowosci i rozmytosci. StaraliSmy sie to
przedstawic jednolitym jezykiem w celu ich tatwiejszego porownania
oraz ukaza¢ wklad matematykow polskich w rozwigzywanie tego
zagadnienia. ‘

2. PODEJSCIE ZADEHA

Jako pierwszy zagadnieniem prawdopodobienstwa zdarzen roz-
mytych zajal sig¢ L.A. Zadeh [34]. Niech (Q, F, P) bedzie przestrzenia
probabilistyczna i niech Ae F bedzie dowolnym zdarzeniem z o—ciala
F podzbiorow zbioru Q. Prawdopodobienstwo P(A) tego zdarzenia
mozna wyrazi¢ jako

P(A) = J dp 2.1
lub, réwnowaznie, jako
P(A) = I Za (%) dP (x), (2.2)
Q

gdzie y, jest funkcja charakterystyczna zdarzenia (zbioru) A.
Rownos¢ (2.2) pozwala w sposdb naturalny rozszerzy¢ powyzsze
rozumowanie na grunt zbioréw rozmytych zastepujac funkcje charak-
terystyczna y funkcja przynaleznosci p.

Zgodnie z [34] rozwazamy przestrzen prawdopodobienstwa (Q,
B, P) z g-cialem B borelowskich podzbioréw zbioru Q. Rozmytym
zdarzeniem A w Q nazywamy kazdy rozmyty zbior A w Q, ktorego
funkcja przynaleznosci py : Q — <0, 1> jest mierzalna po
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borelowsku. Prawdopodobienstwem P (A) zdarzenia rozmytego
A nazywamy wtedy calke Lebesgue’a-Stieltjesa postaci

P(A) = L tia (%) dP (). (2.3)

Powyzsza rownos¢ wyraza prawdopodobienstwo zdarzenia roz-
mytego jako warto$¢ oczekiwana jego funkcji przynaleznosci. Ist-
nienie tej catki jest zagwarantowane zaloZeniem mierzalnos$ci funkcji
ia. Z wilasnosci catki wynikaja, dla tak okreslonego prawdopodo-
bienstwa, m.in. ponizsze konsekwencje:

) 0<PA)LI, (2.4)
) AcB- P(A)<P(B), 2.5)
3) P(AUB)=P(A) + P(B)-P(AnB), (2.6)
4  P(A)=1-P(A), @7

gdzie relacje zawierania i rOwnosci w nich wystepujace s natury
rozmytej, tj.
a)  AcB=pa(x) < ps(x), (2.8)
b) A“B*—I‘A(x)"‘ﬂﬂ(x) 2.9
a operacje mnogosciowe dopelnienia, sumy i przekroju zbiorow
rozmytych opisujg trrv ponizsze wzory, dla wygody wyrazone
w terminach funkcji przynaleznoscei takich zbiorow:

O a0 = 1 pa (%), (2.10)
& taon ®) = max @), gz (%)}, (2.11)
O Hyon () = min {ua (), i (%)} 2.12)

dla wszystkich argumentow x.

Przyjmujac jako rozmyty zbior pusty o taki zbior rozmyty, ktorego
funkcja przynaleznosci p, jest stale rowna 0, otrzymujemy ponadto
kolejna wlasnos¢ prawdopodobienistwa (2.3)

5) P (o) = 0. (2.13)

Koncepcja Zadeha [33] pozwala takze na okreslenie niezaleznosci
zdarzen rozmytych i prawdopodobienstwa warunkowego, a takze
momentow i entropii takich zdarzen.

3. DEFINICJE AKSJOMATYCZNE

Pomimo tego, ze podejicie Zadeha zyskato sobie duza popularnosé
jako zwiezle 1 proste rachunkowo, to pojawily si¢ bardziej sfor-
malizowane koncepcje rachunku prawdopodobienstwa dla zdarzen
rozmytych.

1 tak C. Negoita i D. Ralescu [26] zdefiniowali tzw. rozmyta
przestrzen prawdopodobienstwa (Q, K, q) , gdzie K oznacza g—cialo
zdarzen rozmytych rozumiane jako rodzina zbiorow rozmytych
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{A}}., takich, ze pa: - <0, 1>,dlai = 1,2,3 ..., przy czym

1) Qek o (3.1
) AeKdiai=1,23 .. =UAgK (3.2)
3)  AeK - A’eK, . (3.3)

aq: K - <0, 1> jest prawdopodobiefistwem takich zdarzen
okreslonym poprzez ukfad aksjomatow:
D q@ =1, (3.4)
2) q (A) = 0 dla dowolnego A € K, 3.5

3 q(UAY =3 q(Ay dla dowolnego ciagu
k=1 k=1

rozmytych zdarzen z K parami rozlacznych. (3.6)

W pracy E.P. Klementa [17] zamiast warunku (3.1) uzywa si¢
bardziej ogoélnego warunku:

A, € K dla dowolnego p € <0, 1>, 3.7
gd21e A, oznacza rozmyty zbior o stalej funkeji przynaleznosci

:Q - {p}, gdzie p jest konkretna wartoscig z przedziatu <0, 1>.
ngwczas rodzing K* spelniajaca (3.7), (3.2) i (3.3) nazywamy
g-cialem zdarzen rozmytych.

Koncepcja ta postuzyla do okreslenia prawdopodobienstwa zda-
rzenia rozmytego jako funkcjim : K* — <0, 1> spelniajacej warunki
(E.P. Klement, W. Schwyhla, R. Lowen [18]):

D m@)'=0m(@Q) =1, (3.8)

2) m{(A U B) + (A n B) = m(A) + m(B), 3.9)

3) m (lim A,) = lim m (A, ) dla dowolnego ciagu

wsu;pu_]acych (patrz (7 5) zdarzen rozmytych z K*. (3.10)

Tréjke (Q, K*, m) nazywamy wtedy rozmyta przestrzemq probabi-
listyczna. Warunki (3.8) oznaczaja ograniczonosc, (3.9) — addytyw-
no$¢ w postaci tzw. waluacji (np. [9]), a warunek (3.10) — ciagtos¢
z dotu funkcji m.

Podobna koncepcje, ale z warunkiem zstgpujacego ciagu zdarzen
rozmytych zamiast (3.10) prezentuje praca [31].

Zarowno koncepcja C. Negoity 1 D. Ralescu [26], jak i prace [18]
i [31] nie zapewniaja zachodzenia warunku

m (A’) =1 -m(A) (3.11)

tak charakterystycznego dla zwyklego prawdopodobienstwa.

W celu uniknigcia tej niezgodnosci, S. Heilpern w [13] zdefiniowal

tzw. g-rozmyte prawdopodobnienistwo. Do warunkéw (3.4), (3.5)
i (3.6) dodal warunek

q (a2 x Ay = g(@) - q(Al), (3.12)
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gdzieg: <0,1> — <0, 1> jest rosnaca i ciagla funkcja rzeczywista
taka,ze g(0) = 0ig(1) = 1, A, oznacza a-przekroj zbioru rozmytego
A, tzn. nierozmyty zbior postaci

A, = {(xeQ: pp (x) = o, 06 <0, 1>}, (3.13)

a zapis o = A, okresla rozmyty zbior o funkcji przynaleznosci danej
wzorem [35] :

‘ _ % gdy x e A, 3.14
HD(*Aa (X) {O, gdyX¢Aa. ( . )

W przypadku gdy g spelnia warunek
g(l-x) =gxdlaxe <0,1>,

to warunek (3.11) jest spetniony. Jako przyktady funkcji g S. Heilpern
w [13] podaje g (x) = x1g(x) = 4x° — 6x% + 3x.

Innym pomystem na to, by rownos¢ (3.11) byla prawdziwa
w budowanej teorii, jest idea K. Piaseckiego tzw. P-miary.

4. P~ MIARA

W pracy [28] K. Piasecki zdefiniowal tzw. P-miare, tj. praw-
dopodobienstwo zdarzen rozmytych, ktére speinialoby wszystkie
naturalne wlasnosci prawdopodobienstwa (2.4) — (2.7) 1 (3.11). K.
Piasecki zanegowal dotychczasowe definicje zbioru rozmytego pus-
tego (patrz warunek (2.13)), przestrzeni rozmytej (zbioru rozmytego
o funkcji przynaleznosci stale réwnej 1) 1 rozlacznosci zbiorow
rozmytych. Zastapil je pojeciami analogicznymi, ktére nazwat
W-pojeciami (od ang. ,,weak” - staby) [27}:

a) kazdy zbior rozmyty V taki, ze V' < V nazywamy

W-rozmyta przestrzenia,
b) kazdy zbidr rozmyty Y taki, ze Y < Y’ nazywamy
W-rozmytym zbiorem pustym;
¢) rozmyte zbiory U i Z nazywamy W-rozlacznymi, gdy
UcZ hbZ <UL
(Operacje zawierania (< )i dopelnienia (*) sa tutaj rozumiane w sensie
definicji (2.8) i (2.10)).

Uzywajac powyzsze W-pojecia, K. Piasecki wprowadzil definicje

mickkiego rozmytego o-ciala K, tj. rozmytego o-ciala K okreslonego

wilasnosciami (3.7), (3.2), (3.3) i takiego, Ze nie zawiera zbioru A 1

(patrz (3.7)), tzn. B}
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K=x- {A@} @

Woéwcezas kazde odwzorowanie p : K — <0, +00) spehiajace
warunki N
1) (A UA)..=1 dla AeK (4.2)

) p (U An) = Z p (A,) dla ciagu (A,)7., W-roztacz-  (4.3)
"= cznych parami zbioréw rozmytych z K

nazywamy rozmyta P-miara na K, a trojke (Q, K, p) nazywamy
migkka rozmytg przestrzenia probabilistyczng.

Warunek (4.2) oznacza unormowanie, a (4.3) stwierdza W-ad-
dytywnos$é P-miary.

W pracy [28] K. Piasecki udowodnit, ze P-miara jest ciagla
i niemalejaca funkcja spelniajaca takze warunki:

D pAnA)=0, (4.4)
2) p(A) = 1= p(A), (4.5)
3)  p(A v B)=DpA)+ p(B)- p(A n B), (4.9)
4y p(A v B)=p(A)=p(B) = (4.7)
5)  p(A N B)=pA)=pB) = (4.8)
6) (AnB)—o;—:p(A)-p(B)chA (4.9)

Wigcej informacji o P-mierze i jej zastosowaniach znajduje sie
w [29]. Pewna modyfikacje W-poje¢ mozna znalezé w [30].

5. UJECIE YAGERA

Opisane wczesniej prawdopodobienstwa zdarzen rozmytych ce-
chuje pewna niekonsekwencja. Ot6z niepokojace jest to, ze praw-
dopodobienstwo zdarzenia rozmytego jest liczba. Jest to, co prawda,
zgodne z definicja prawdopodobienistwa, do ktorej jesteSmy przy-
zwyczajeni, ale moze bardziej naturalne byloby wymagac¢ od niego
pewnej rozmytosci. Przeciez bardzo czgsto mozna ustysze¢ komen-
tarze typu: ,.Jest wysoce prawdopodobne, ze ..”, ,Jest malo
prawdopodobne, ze ...”, ktore wyrazaja rozmyta informacj¢ o poje-
ciu prawdopodobienstwa. Taka tez byla idea R. Yagera [32].
Koncepcja ta bazuje na pojeciu a-przekroju zbioru rozmytego (3.13)
oraz twierdzeniu o dekompozycji i zasadzie rozszerzania [35].
Twierdzenie o dekompozycji stwierdza, ze kazdy zbiér rozmyty
A mozna zapisa¢ jako rozmyta sume (2.11) jego a-przekrojow
w postaci

1
A=UaxA, 5.1
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gdzie symbol U oznacza operacj¢ supremum, a « * A, opisuje wzor
(3.14). Zasada rozszerzania pozwala wowczas przenieS¢ funkcje
okreslona na zbiorach zwyktych na funkcje przeksztalcajaca zbiory
rozmyte wedlug wzoru

1
[(A) = Uaxf(A), (5.2)

gdzie f (A,) jest obrazem nierozmytego zbioru A, (3.13) przy zadane;j
funkcji f.

Niech (X, B, P) bedzie zatem pewna przestrzenia prawdopodo-
biefistwa 1 niech A bedzie zdarzeniem rozmytym w sensie Zadeha
(patrz rozdzial 2). Wowczas wszystkie o-przekroje zbioru A sg
zbiorami borelowskimi, a wigc elementami o-ciala B (nierozmytego
g-ciala podzbioréw borelowskich zbioru X). Stosujac do réwnosci
(5.1) zasadg rozszerzania (5.2) w przypadku funkcji P, otrzymujemy
tzw. rozmyte prawdopodobienstwo P(A) rozmytego zdarzenia A po-
staci ~

P(A) = [i]ooz = P (A,), (5.3)

gdzie P (A,) jest prawdopodobienstwem nierozmytego zdarzenia A,.
Traktujac liczbe P(A,) € <0,1 > jako jednoelementowy podzbior
{P(A,)} przedzialu <0, 1 > mozna fatwo zauwazy¢, ze zwiazek (5.3)
przedstawia zbidr rozmyty okreslony na <0, 1>. W tym ujeciu
rozmyte prawdopodobienstwo P jest zbiorem rozmytym, a nie liczba
rzeczywista z przedziahu <0, 1>.

Idea Yagera pozwala wprowadzi¢ pojecia niezalezno$ci i praw-
dopodobienstwa warunkowego zdarzen rozmytych, pozwala takze
na analizg rozmytego prawdopodobienstwa jako stosunku mocy
odpowiednich zbioroéw rozmytych. Ciekawe propozycje i przyktady
zawiera tez praca [36].

6. B(n) - PRAWDOPODOBIENSTWO

Jeszcze inna koncepcje prawdopodobienstwa przedstawili R.
Antoniewicz 1 W. Ostasiewicz w [1]. Zaproponowali oni nowa
definicje zbioru rozmytego. Wartoscia funkcji przynaleznosci takie-
go zbioru mialby by¢ n-elementowy ciag zer i jedynek. Kolejne
wyrazy tego ciagu mialyby informowac o posiadaniu lub nie kolejnej
i-te) cechy (i = 1, 2,...,n) opisujacej dany element. Tak wiec przez
B(n)-rozmyty zbior rozumiemy teraz kazda funkcje o : X — {0, 1}",
gdzie {0, 1}" oznacza iloczyn prosty dwupunktowej algebry Boole’a
{0, 1} z dzialaniami:
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\% 0 1 v 0 1 .
0 0 1 s 0 0 0 ,0¢6=1,1°=0. 6.1)
1 1 1 1 0 1

Dla n = 1 B(n)-rozmyty zbior jest zbiorem w ujeciu Cantora i w tym
sensie to podejicie jest takze uogodlnieniem pojecia zbioru. Dla
B(n)-rozmytych zbiordéw na Q, wykorzystujac wzory (6.1),
przyjmujemy [2]:

1

(xv By (x) =ax)vp(x), (6.2)
2) (@ =axA X, (6.3)
3) o (x) = o () (6.4)

Rodzina F(Q) wszystkich B(n)-rozmytych zbiordéw na Q z dziatania-
mi (6.2)-(6.4) tworzy ciafo. Niech (Q, 4, P) bedzie zwykia przestrzenia
probabilistyczng zas p : {0, 1}" - <0, 1> pewna miarg praw-
dopodobienstwa na algebrze Boole’a {0, 1} Przez zdarzenie rozmyte
o rozumiemy kazdy B(n)-rozmyty zblor a € F (Q) taki, ze zlozenie
poajest funqu borelowska w (2, A). Zbior B(n)- rozmytych zdarzen
w (Q, A) oznaczamy B(A). Rodzina B(A) jest borelowskim g-cialem.
Woweczas funkcja Q : B(4) —» <0, 1 > okre§lona wzorem

Q(x) = fapoadP (6.5)

jest miarg prawdopodobienstwa na (Q, B(A)) zdarzenia rozmytego a.
Trojke (©2, B(4), Q) nazywamy B(n)-rozmyta przestrzeniag probabili-
styczng.

7. KONCEPCJA CHENGA 1 LIU

Kolejng proba konstrukcji rozmytego prawdopodobienstwa jest
teoria Chenga i Liu [6]. Uzywaja oni dla zbioréw rozmytych A i B na
€ nastgpujacych operacji rozmytych:

1) Ures = min {ua (x) + pp (x), 1}, (7.1
2)  pags () = max {ua (x) - s (x), 0}, (1.2)
3)  Heen (x) = min {o - ps (x), 1}, a € R, (7.3)
9 e (= min (5, 00,1, (7.4)

1 operacji granicznych:
) AnTAS g (%) < iy (%) <o 1M gia, (8) = pua (), (2.5)
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6) Anl A= (%) > pag (%) = i lim pa, (x) = pa (x),(7.6)

dla wszystkich x € Q.

Wowecezas klase zbiorow rozmytych zamknigta ze wzgledu na dziala-

nia (2.10), (2.11), (2.12) oraz (7.1) 1 {7.2) 1 operacje (7.5), (7.6)

nazywamy rozmytym g-cialem zbioréw rozmytych na Qi oznaczamy L.

Kazde odwzorowanie n: L — <0, 1> spelniajace warunki
Hr@E@ =1, (7.7)
2) 1 (@A) =Y n(A)dlaA,eLi ®A, el (7.8)

n=}

n=] n=]

nazywamy rozmytym prawdopodobienstwem, a trojke (@, L, m)
rozmyta przestrzenia probabilistyczna. Tak okreslona funkcja spel-
nia te wszystkie wlasnosci, ktore posiada zwykle prawdopodobienst-
wo. Przy tym, jesli, (Q, 7, P) jest klasyczna przestrzenig probabilis-
tyczna, to rodzina zbioréw rozmytych
C = {A : ua jest F-mierzalna}
jest rozmytym o-ciatem, a funkcja
n (A) = [o pa dP (7.9

jest dla A € C miarg prawdopodobienstwa.

Warto zauwazy¢, ze réwnosé (7.9) jest identyczna z tym co Zadeh
nazwal prawdopodobienstwem zdarzenia rozmytego (2.3).

8. DWOISTA ROZMYTOSC

Jeszcze inne ujgcie rozmytosci zaproponowal K. Atanassov wpro-
wadzajac pojecie zbioru dwoistorozmytego [3]. Takim zbiorem
w przestrzeni X nazywamy, przez analogi¢ do (1.2), obiekt postaci

A = {(x sy (), va () x € X), 8.1)
gdzie pp, vs 1 X — <0, 1> sa funkcjami odpowiednio przynaleznosci
1 nieprzynaleznosci zbiorn dwoistorozmytego, przy czym musi
zachodzi¢ warunek 0 < p x) + va (x) < 1.

Problem korelacji takich(zbioréw opisuje praca [11], a dyskretna

wersje rachunku prawdopodobienstwa zdarzen dwoistorozmytych
mozna znalezé w [12]. Przypadek ogolny przedstawiono w [24].
Zgodnie z ta praca zakladamy, ze dana jest klasyczna przestrzen
prawdopodobienstwa (Q, F, P).
Zdarzeniem dwoistorozmytym A w zbiorze Q nazywamy wtedy
kazdy taki zbiér dwoistorozmyty A, ktorego funkcje przynaleznosci
ua 1 nieprzynaleznosci v, sa F-mierzalne. Wowczas caltke Lebes-
gue’a-Stieltjesa postaci
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nazywamy jego prawdopodobienstwem. Tak okreslona funkcja
P posiada te wszystkie wlasnosci, ktore przypisujemy prawdopodo-
bienstwu zwyklych zdarzen. W przypadku upraszczania si¢ sytuacji
dwoistorozmyetej do sytuacji rozmytosci zadehowskiej, j. wtedy, gdy
va = 1 —pun, wzor (8.2) redukuje si¢ do wzoru (2.3), a przez to ujecie
prawdopodobienstwo opisane wzorem (8.2) obejmuje najszersza
klas¢ zdarzen rozmytych. W pracy [24] oprocz miary probabilistycz-
nej zdarzen dwoistorozmytych rozwaza si¢ takze miary entropowe
i energetyczne takich zdarzen oraz ich powiazania korelacyjne
bedace rozszerzeniem idei z pracy [11].

9. UWAGI KONCOWE

W powyzszym artykule zaprezentowaliSmy rozne koncepcje ra-
chunku prawdopodobienstwa zdarzen rozmytych i ich ewolucje od
poczatkow teoril zbiorow rozmytych. Chceielismy przy tym zwrdcié
uwage na ich réznorodnosc¢ i bogactwo, a przy tym wskazaé wklad
polskich matematykow w rozwiazywanie tego problemu. Duza ilo§¢
prezentowanych idei jest dowodem na to, ze zagadnienie laczenia
rozmytosci z losowoscia jest wciaz zywe, i ze nieustannie trwajq
poszukiwania rozwiazania optymalnego. Z braku miejsca nie omo-
wilismy tutaj innych koncepcji rozmytej propabilistyki (np. [4])
i innych jej uje¢, jak chociazby pojgcia rozmytej zmiennej losowe;
([12], [25], [29]), pojecia zbiorow probabilistycznych [7], [15], czy tez
idei prawdopodobienstwa lingwistycznego 1 lingwistycznej zmiennej
losowej [35], [10]. Chcielismy jedynie przekonac¢ czytelnika o odmien-
nodci idei rozmytosci 1 losowosci oraz zasygnalizowaé role M.
Lubanskiego w rozpowszechnieniu ,,rozmytosci” w Polsce juz we
wczesnym stadium istnienia tej teorii.
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THE PHILOSOPHY OF FUZZINESS
AND THE MATHEMATICS OF RANDOMNESS

Summary

In the article we present various conceptions of the probability of fuzzy events as well
as their evolution from the beginnings of fuzzy set theory. We want to call one’s
attention to their great variety and, with that, show the contribution of Polish
mathematicians to the solving of this problem. The large number of ideas presented
here withnesses the fact that the question of the connecting of fuzziness with
randomness is still vivid, and that the search for an optimal solution is being continued
without cease.

We wish to convince the reader of the dissimilarity of the ideas of fuzziness and
randomness as well as to stress the role of M. Lubanski in the propagation of
,.fuzziness” in Poland at the very early stage of the existence of this theory.



