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1. Wstgp. 2. Rola abstrakcji wielostopniowych w matematyce. 3. Przykiady pojeé
algebraicznych z réznych pozioméw abstrakeji. 4. Funkcje pojgé z rozmaitych pozio-
moéw abstrakcji. 5. R6zne poziomy abstrakcji a istnienie pojg¢ matematycznych.

1. WSTEP

Najwazniejszym zagadnieniem filozofii matematyki jest kwestia sposo-
bu istnienia przedmiotu matematyki. Rozstrzygnigcie bowiem tej sprawy
W zZnacznej mierze wyznacza metody rozwiazywania innych filozoficznych
probleméw dotyczacych tej dyscypliny naukowej. Jednoczesnie jest to za-
gadnienie niezmiernie trudne, bowiem matematyka ukazuje nam rézne swoje
oblicza. Przedmiot matematyki nie jest materialny, zarazem matematyka jest
doskonalym narzedziem do badania rzeczywistosci fizycznej. Pierwsze po-
jecia matematyczne zostaly utworzone w celu rozwiagzywania rozmaitych
praktycznych zadan (na przyklad liczenia, mierzenia ziemi, wznoszenia bu-
dowli), a jednoczesnie w dowodach twierdzen matematycy nie odwolujg
sie do wynikoéw doswiadczen. Z jednej strony, przedmiot matematyki jest
Zwigzany w pewien sposob z poznajacym podmiotem, z drugiej zas, mate-
matyk ma czesto poczucie, iz odkrywa wiasno$ci $wiata niezaleznego od
niego. Przy rozpatrywaniu zagadnienia istnienia wazny jest rowniez kon-
tekst historyczny: matematyka jest jedna z najstarszych nauk, a jej rozwoj
ma w zasadniczym stopniu charakter kumulacyjny. Zatem rozstrzygnigcia
kwestii ontologicznych powinny mie¢ zastosowanie zaréwno do matematy-
ki w przesztosci, jak 1 do matematyki wspdtczesnej. Wypracowanie jednak
takiego stanowiska jest bardzo trudne, gdyz rozwoj tej dyscypliny spowo-
dowat, Ze, cho¢ zachowana jest genetyczna ciaglos¢, to zmiana zakresu ba-
dan i wprowadzanie nowych pojec, zwlaszcza w XX wieku, zmienity w za-
sadniczy sposob charakter matematyki wspolczesnej w poréwnaniu do ma-
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tematyki wieku XIX. Wydaje sig rowniez, ze dla rozstxzygch ontologlcz-
nych istotne znaczenie maja kwestie epistemologiczne i zwiazane z nimi
pytanie o genezg pojg¢ matematycznych.

W przeszlosci zagadnienie istnienia przedmiotu matematyki byto
wielokrotnie rozpatrywane i dopracowano si¢ w tym zakresie calego
szeregu stanowisk: od skrajnego realizmu do nominalizmu, od empi-
ryzmu do intuicjonizmu, od formalizmu do strukturalizmu, od traktu-
Jacych obiekty matematyczne jak fikcje literackie do podkreslajacych,
ze matematyka jest czgScig kultury. Mimo tak wielu propozycji wyda-
je sig, ze zadne ze stanowisk nie ujmuje wszystkich charakterystycz-
nych cech matematyki'. Warto zatem jeszcze raz podjaé probg przybli-
zenia kwestii istnienia obiektow matematycznych, W artykule poka-
zuj¢ pewne aspekty tego ztozonego zagadnienia i proponujg nieco
odmienny od dotychczasowych uj¢é sposob jego rozwiazywania.

2. ROLA ABSTRAKCJI WIELOSTOPNIOWYCH W MATEMATYCE

Punktem wyjscia rozwazan jest matematyka widziana cato$ciowo,
tzn. zawarta w rozwini¢tych, czg¢sto zaksjomatyzowanych teoriach,
a takze rozpatrywana od strony pracujgcego tworczo matematyka, sta-
wiajacego i rozwigzujacego problemy. Takie potraktowanie wiedzy
matematycznej wynika z faktu, ze kazda préba,okreslenia statusu on-
tologicznego przedmiotu matematyki musi zosta¢ poprzedzona anali-
za Sposobow powstawania i funkcjonowania poje¢ matematycznych.

Podstawowymi czynno$ciami w procesie tworzenia poje¢ matema-
tycznych sa abstrakcja i idealizacja?. Poniewaz sa to uniwersalne sposo-
by tworzenia pojg¢ przez czlowieka, wigc w tym zakresie jgzyk mate-
matyki nie r6zni sig od innych jezykow. Matematykg jednak charaktery-
zuje powszechne stosowanie abstrakcji wielostopniowych gdy
matematyk dysponuje juz pewnym1 pojeciami, tworzy nowe, traktujac
te wezesniejsze jako punkt wyjscia procesu abstrakcji.

M.Lubanski, analizujac z tego punktu widzenia proces abstrakcji
w matematyce, wyroznia trzy rozne poziomy abstrakcji. Na najnizszym

M. Lubanski zauwaza, ze ,,wszystkie dotychczasowe stanowiska w filozofii mate-
matyki nalezy uznaé za fragmentarycznie stuszne. Matematyka dzisiejsza jest bogata
w wielorakie idee i tak rozbudowana, Ze w jakims stopniu kazde z istniejacych stano-
wisk da sig obroni¢” (M.Lubanski, Proba oceny roznych stanowisk w filozofii mate-
matyki, w: Matematycznosé przyrody, pod red. M.Hellera, J.Zycinskiego, A.Michalik,

Krakow 1992, 65).
2 Proces idealizowania mozna potraktowac jako jeden z rodzajéw abstrakc;ji.
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poziomie abstrakcji znajduja si¢ zbiory zlozone z indywidudw: liczb,
punktow itp. Drugi poziom abstrakcji tworza pojgcia takie jak grupa
czy przestrzen wektorowa. Rozwaza si¢ tu wiasnosci calej klasy roz-
nych zbioréw indywiduéw. Rozpatrujac natomiast wspolne wlasnosci
tworow abstrakcyjnych z poziomu drugiego przenosimy sig, wedhug
M Lubanskiego, na jeszcze wyzszy poziom abstrakcji. Na tym pozio-
mie powstaje, na przyklad, pojgcie grupy swobodne;®.

W matematyce mamy zatem do czynienia z pojgciami na réznych
poziomach abstrakcji: od podstawowych poje¢ matematycznych takich
jak: pojecie linii prostej czy liczb naturalnych, ktére, wydaje sig, ze
zostaly wyabstrahowane z przedmiotow fizycznych badz czynnosci
podmiotu®, do poje¢ znajdujacych si¢ na bardzo wysokim poziomie
abstrakcji takich jak, na przyklad, pojgcia rozmaitosci rézniczkowej
czy kategorii. Co wigcej, proces abstrakcji moze rozpoczyna¢ si¢ od
rozmaitych punktéw wyjscia. Moga nimi by¢, w szczegdinosci, przed-
mioty materialne, czynnosci, pojecia, obickty matematyczne.

Poniewaz sama czynno$¢ abstrahowania w matematyce nie rézni sig
zasadniczo od czynnosci abstrahowania dokonywanej w innych sytu-
acjach, warto zatem postawi¢ pytanie, czy do poj¢¢ matematycznych
nie mozna zastosowac rozwiazan z zakresu ontologii, wypracowanych
dla pojec ogolnych. Jak wiadomo, w tym zakresie sformutowano czte-
ry podstawowe stanowiska: realizm skrajny, realizm umiarkowany, kon-
ceptualizm, nominalizm. By¢ moze, wystarczyloby przyjrze¢ sig tym
stanowiskom i zastosowa¢ jedno z nich do pojg¢ w matematyce. Tak
postgpowano i kazdy z pogladéw w sporze o uniwersalia jest reprezen-
towany w filozofii matematyki. Obecnie jednym z najpopulamiejszych
jest platonizm, wywodzacy si¢ z realizmu skrajnego. Rowniez poglad,
majacy swe zrodto w filozofii Arystotelesa, a gloszacy, ze przedmiot
matematyki powstal na drodze abstrakcji z przedmiotéw materialnych
pewnych ich cech, ma swoich licznych zwolennikow. Takze stanowi-
ska konceptualizmu (intuicjonizm) i nominalizmu sa obecne w dwu-
dziestowiecznej filozofii matematyki.

*M.Lubanski, Zagadnienie abstrakcji w matematyce, w: Z zagadnien filozofii przy-
rodoznawstwa i filozofii przyrody, t.V], pod red. M. Lubanskiego, S. Slagi, Warszawa
1984, 121-132. Podobne uwagi w: M. Lubaniski, Proba oceny réznych stanowisk w fi-
lozofii matematyki, art. cyt, 64.

“ Poglad o tworzeniu poje¢ matematycznych przy pomocy abstrakcji z czynnosci
podmiotu przyjmuje J. Piaget (J. Piaget, Psychologia i epistemologia, Warszawa 1977,
E. W. Beth, J. Piaget, Mathematical Epistemology and Psychology, Dordrecht 1966).
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Powyzszy sposob postgpowania zaktada, ze wszystkie pojgcia ma-
tematyczne maja taki sam status. Jednak pewne réznice w traktowaniu
rozmaitych pojgé matematycznych przez samych matematykéw wska-
Zuja, ze to zalozenie nie jest stuszne. Ot6z matematyk z niektérymi
pojgciami matematycznymi postgpuje tak jak z konkretnymi przedmio-
tami, jak z obiektami, inne za$ traktuje jak nazwy ogolne dla pewnych
typow przedmiotow o wspolnych wlasnosciach. W dalszym ciagu ar-
tykuhu sprobuje uzasadni¢ powyzsza teze.

3. PRZYKLADY POJEC ALGEBRAICZNYCH Z ROZNYCH
POZIOMOW ABSTRAKCJI

W celu pokazania réznic w traktowaniu poje¢ przez matematykow,
postuze si¢ przyktadami pojec algebraicznych. To ograniczenie pozwoli
mi na dokonanie w miare¢ szczegOtowej analizy. Poniewaz jednak al-
gebra abstrakcyjna nie stanowi w jaki$§ szczegdlny sposob wyréznio-
nego dzialu matematyki, wigc przeprowadzone analizy bedzie mozna
zastosowac do wszystkich poj¢é matematycznych.

Najwazniejsze pojecia algebry to: struktura algebraiczna, dziedzina
struktury, dzialanie, relacja, homomorfizm, kategoria. Wér6d struktur
algebraicznych mozna wyr6znia¢ rozmaite ich rodzaje, na przyktad: pot-
grupa, cialo, przestrzen liniowa. Zadaniem algebry jest badanie wiasno-
$ci rozmaitych struktur algebraicznych, homomorfizméw 1 kategorii.

Juz nawet pobiezna analiza przedmiotu zainteresowania algebraika
pozwala dostrzec, ze mamy tu do czynienia z pojgciami na réznych
poziomach abstrakcji. Najnizszy poziom z punktu widzenia algebra-
ika, jak si¢ wydaje, tworza konkretne elementy dziedziny danej struk-
tury algebraicznej®. Nastgpnie mamy zbior tych elementoéw, tworzacy

$ Czesto jako przyklady struktur algebraicznych podaje sig takie, ktérych dziedzina
jest zbiorem liczb. W algebrze bada sie jednak przede wszystkim abstrakcyjne struktu-
1y, ktorych dziedzinami moga by¢ zbiory zupelnie dowolnych elementéw. W szcze-
g6lnosci, tymi elementami sa: wektory, macierze, ciagi, funkcje rzeczywiste, wielo-
miany, przeksztalcenia, izometrie, podstruktury pewnej ustalone;j struktury algebraicz-
nej. Wigkszo$¢ z wymienionych obiektow znajduje si¢ na o wiele wyzszym poziomie
abstrakeji niz liczby. Dla algebraika jednak nie jest istotna konstytucja wewngtrzna
elementéw dziedziny struktury i dlatego na wszystkie te obiekty bedzie patrze¢ w ten
sam sposob, jak na miejsca w strukturze. Z tego punktu widzenia, elementy struktury
algebraicznej mozna, poza pewnymi wyjatkami, potraktowac¢ jednolicie jako znajduja-
ce si¢ na tym samym poziomie abstrakcji.
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dziedzing konkretnej struktury. Na wyzszym poziomie abstrakcji znaj-
duja si¢ konkretne dziatania (na przykltad, dodawania liczb calkowi-
tych) i relacje (na przyktad, mniejszosci wsrdd liczb rzeczywistych).
W dalszej kolejnosci sa konkretne struktury algebraiczne (na przyktad,
pierScien liczb catkowitych, grupa symetrii kwadratu, grupa permuta-
¢ji zbioru ztozonego z elementow {1, 2, 3, 4, 5}). Jeszcze wyzsze pig-
tro abstrakcji stanowia pojgcia: pétgrupa, grupa, pierscien, przestrzen
liniowa, modut.

Mamy zatem nastgpujacy szereg pojg¢: konkretny element (na przy-
kiad liczba, przeksztatcenie, macierz), zbior tych elementow, konkret-
ne dziatanie, konkretna relacja, konkretna struktura algebraiczna (na
przyklad grupa symetrii kwadratu), pojecia takie jak: grupa, pierscien,
ciato. Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze aby okresli¢ nastgpne poje-
cie w tym szeregu, trzeba mie¢ juz do dyspozycji pojgcia poprzednie.

W algebrze bada si¢ rowniez wlasnosci takich przeksztatcen jednej
struktury w inna, ktore zachowuja dziatania. Mamy zatem do czynie-
nia z konkretnymi homomorfizmami (na przyktad funkcja In(x), prze-
ksztatcajaca grupe multyplikatywna R* liczb rzeczywistych dodatnich
na grupe addytywna R liczb rzeczywistych) i z pojgciem homomorfi-
zmu.

Na konkretnych strukturach mozna wykonywac operacje. W ich
wyniku uzyskujemy nowe struktury, na przyktad sume prosta grup czy
grupg ilorazowa. W tym przypadku elementy dziedziny struktury znaj-
duja si¢ juz na wysokim poziomie abstrakcji z punktu widzenia same-
go algebraika.

W podobny sposob, jak w powyzszych przyktadach, mozna uszere-
gowa¢ pojecia z teorii kategorii. W tym przypadku pojgciami ,.elemen-
tarnymi” (na pierwszym niejako poziomie abstrakcji) sa pojecia kon-
kretnego morfizmu i obiektu kategorii. Nast¢pnie mamy operacjg przy-
porzadkowujaca morfizmom dwa obiekty oraz operacj¢ sktadania
morfizméw. W dalszej kolejnosci znajduja si¢ poszczegdlne kategorie
i samo pojecie kategorii. Na kategoriach, podobnie jak na strukturach,
mozna wykonywac¢ operacje, tworzac nowe, bardziej ztozone katego-
rie, a tym samym otrzymywac pojegcia bardziej abstrakcyjne.

Warto jeszcze przyjrze€ sig przykiadom definicji, przy pomocy kto-
rych algebraik wprowadza do teorii nowe pojecia. Jedna z podstawo-
wych struktur algebraicznych jest grupa. Grupa jest to dowolny niepu-
sty zbior A i dwuargumentowe dziatanie -, speiniajace nastgpujace
warunki:
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1. dla dowolnych elementéw a, b, ¢ ze zbioru A: (a-b)-c=a:(b-c),

2. istnieje w zbiorze A element e taki, ze dla dowolnego a zachodzi:
e-a=a-e=a,

3. dia dowolnego a ze zbioru A istnieje w zbiorze A taki element b,
ze a-b=b-a=e.

Po wprowadzeniu tej definicji w podrecznikach algebry czgsto poda-
je sig szereg przyktadow grup. Jednym z nich moze by¢ grupa wzajem-
nie jednoznacznych przeksztaicen zbioru pigcioelementowego ziozone-
goz {1,2,3,4,5} w siebie. Dzialaniem grupowym jest skladanie prze-
ksztalcen. Grupa ta liczy 5! element6ow. Latwo jest pokazaé, ze dziatanie
sktadania przeksztalcen spetnia wszystkie trzy warunki z definicji gru-
py. Elementem neutralnym jest przeksztatcenie identycznos$ciowe.

Badajac grupy przeksztalcen wzajemnie jednoznacznych innych zbio-
row skoficzonych w siebie, fatwo zauwazy¢, ze uzyskujemy grupy o wielu
wspolnych wiasnosciach. Prowadzi to do definicji grupy permutaciji —
Jest to pewna szczeg6lna klasa grup. Przy okreslaniu grupy permutacji
bierze si¢ pod uwagg pewna wspolng wlasno$¢ wyr6znionej klasy grup.
Jest nia to, ze ich elementami sa wzajemnie jednoznaczne przeksztatce-
nia zbioru skonczonego na siebie. Z odpowiedniego twierdzenia wyni-
ka, ze kazdy taki zbior z dziataniem skiadania przeksztalcen jest grupa.
Tego typu grupom przypisano wspdlna nazwe.

Pierscien okresla sig¢ (podobnie jak grupg) przez wymienienie wia-
snosci dwoch dziatan dwuargumentowych okre§lonych na pewnym
zbiorze A. Te wlasnosci to:

1. (A, +) jest grupa przemienna,

2. (A, ) jest potgrupa,

3. dzialanie - jest rozdzielne wzgledem dziatania +.

W niektorych pierscieniach mozna znalez¢ elementy rézne od zera,
ktére pomnozone przez siebie daja w wyniku zero. Nazwano te ele-
menty dzielnikami zera. Pierscienie, w ktorych nie wystgpuja takie ele-
menty charakteryzuja si¢ pewnyml interesujacymi wlasnosciami. Pro-
wadzi to do odrézniania pierscieni z dzielnikami zera od pierscieni bez
dzielnikow zera.

Rozpatrzmy jeszcze jeden przyktad. Niech G bedzie grupa abelowa,
H jej podgrupa. Latwo jest pokazaé, ze nastgpujaca relacja: x~y wtedy
i tylko wtedy, gdy x-y! nalezy do H, jest relacja rOwnowaznosci. Rela-
cjata dzieli zatem dziedzing grupy G na klasy abstrakcji relacji ~. Mozna
udowodnié, ze jezeli X ~y, 1 X,~y,, t0 X X,~yy,. Z tego twierdzenia
wynika w szczego6lnosci, ze na klasach abstrakc;ji relacji ~ mozna okre-
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sli¢ dziatanie i Ze dziatanie to bgdzie spetnia¢ warunki 1, 2, 3 z defini-
¢ji grupy. Tym samym mozemy skonstruowa¢ nowa grupg. Nazywamy
jagrupa ilorazowa grupy G wzgledem podgrupy H. W tym przypadku
elementy dziedziny grupy ilorazowej znajduja sig¢ na wysokim pozio-
mie abstrakcji, wazna jest tez ich wewnetrzna struktura.

4. FUNKCJE POJEC Z ROZMAITYCH POZIOMOW ABSTRAKCIJI

W powyzszych przykiadach wida¢ wyraznie, iz pojgcia algebraiczne
mozna rozmies$ci¢ na wielu réznych poziomach abstrakcji. Na pierw-
szym, niejako najnizszym poziomie abstrakcji, znajduja si¢ te pojgcia,
ktore sa elementami dziedziny struktury matematycznej, drugi poziom
to zbiory obiektow, trzeci tworza konkretne dziatania i funkcje, nastgp-
ny konkretne struktury, jeszcze wyzszy konkretne homomorfizmy. Na
jeszcze wyzszym poziomie znajduja sig¢ pojgcia ogolne takie jak, na przy-
kiad: pierscien, struktura, przestrzen liniowa, grupa permutacji.

Ta réznica w stopniu abstrakcyjnosci powoduje, Ze pewne pojgcia
matematyczne sg bardziej konkretne od innych. Wydaje sig, ze niekto-
re z nich mozna niejako ,,wziaé do reki”, na przyktad: liczbg 5, relacje
mniejszo$ci wérdd liczb naturalnych, funkcjg y=In(x), cialo liczb rze-
czywistych. Pojecia te okreslaja, z reguty, pojedyncze przedmioty ma-
tematyczne. Natomiast pojgcia: funkcja, liczba naturalna, relacja, pier-
§cief, przestrzen liniowa, wyrdzniaja cate klasy obiektow o tych sa-
mych, z jakiegos punktu widzenia, interesujacych nas wlasnosciach.

Wydaje si¢ zatem, ze polqc1a z poszczegolnych pozmmow abstrakcji
dajq sig podzu:llc przynajmniej na dwie wyraznie rozniace sig klasy. Do
pierwszej trzeba zakwalifikowac takie pojgcia, z ktorymi mozna postg-
powa¢ jak z konkretnymi obiektami, do drugiej takie, ktore trzeba po-
traktowa¢ jako analogiczne do pojg¢ ogdlnych z jezyka potocznego.

Do pierwszej klasy naleza takie pojgcia jak: konkretne liczby, czy
takie obiekty, ktore moga by¢ elementami dziedziny struktury aigebra-
icznej, konkretne dziatania, konkretne funkcje, konkretne struktury
algebraiczne (pier$cien liczb catkowitych, cialo liczb zespolonych),
konkretne homomorfizmy. W drugiej klasie sa na przykiad pojecia:
grupa, pierécieni, pierscien bez dzielnikow zera, cialo algebraicznie
domkniete, dzialanie, homomorfizm. Spelniaja one w algebrze rolg

6 Ta sama konstrukcja moze by¢ przeprowadzona dla dowolnej grupy G (zalozenie
przemiennosci grupy G nie jest konieczne), wtedy H musi by¢ tzw. dzielnikiem nor-

malnym grupy G.
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nazw ogo6lnych podobna jak pojecia: kot, zwierze, cztowiek, stot w je-
zyku potocznym. Analogicznie, jak w jezyku potocznym, rOwniez w al-
gebrze przedmioty o wspolnych wiasnosciach lub pod jakim$ wzgle-
dem podobne do siebie okreslamy ta sama nazwa. Na przyklad, grupa
okreslamy takie obiekty, ktore posiadaja wiasno$ci wymienione w punk-
tach 1, 2, 3 definicji grupy.

Blizsza analiza pojgé z powyzszych dwoéch klas pozwala stwier-
dzié, ze sposoby okreflania i funkcjonowania poje¢ nalezacych do
plCI’WSZC_] klasy wyrazme réznia sig od sposobow okreslania i funk-
cjonowania poj¢¢ z klasy drugiej. Pojgcia z pierwszej klasy algebra-
ik badz wybiera z jakich$ zbioréw (na przyklad liczbe 5 bierze ze
zbioru liczb naturalnych) badz okre$la, podajac ich konstrukcjg (na
przyktad pierécien liczb catkowitych tworzy, biorac zbior liczb cal-
kowitych iokreslajqc na nim dwa dzialania — dodawanie i mnoze-
nie). Z kolei pojgcia z drugiej klasy najczgsciej okreslane sa przy po-
mocy definicji wymieniajacych szereg warunkow, ktére powinien
spetnia¢ konkretny obiekt, aby by¢ na przyktad grupa, ciatem, homo-
morfizmem. Wlasnoéci te mozna uznac za aksjomaty. Niektore z po-
j&¢ definiuje si¢ wymieniajac wspdlne wiasnosci pewnej grupy obiek-
tow wyrozmonych z danej klasy (tak powstaje pojgcie grupy permu-
tacji, pierScienia bez dzielnikow zera, ciata uporzadkowanego). Pewne
pojegcia, na przyklad grupg ilorazowa, okresla si¢ podajac konstruk-
cj¢ prowadzaca do utworzenia konkretnego obiektu, ktéry nazywa
si¢ tym pojeciem. W kazdym jednak wymienionym przypadku mamy
do czynienia z nadaniem wspolnej nazwy dla wielu, w zamierzeniu,
przedmiotéw matematycznych.

Pojgcia z dwoch wyrdznionych klas spetniajg réwniez odmienne
funkcje w algebrze. Obiekty z pierwszej klasy moga by¢ elementami
pewnego zbioru, naleze¢ do dziedziny funkcji, mozna na nich wyko-
nywac okreslone operacje. W szczegoélnosci, konkretne liczby natural-
ne moga utworzy¢ zbiér liczb naturalnych, konkretne funkcje zmien-
nej rzeczywistej moga utworzyé zbior funkcji zmiennej rzeczywistej,
konkretne pier§cienie moga utworzy¢ zbidr pier§cieni, czy kategorig
pierscieni, konkretna grupa i jej podgrupa moga postuzy¢ do skonstru-
owania nowej grupy — grupy ilorazowej. Tych wlasnoéci nie posiadaja
pojgcia z klasy drugiej: samo pojgcie funkcji, pierScienia czy liczby
nie moze zosta¢ przez matematyka potraktowane jako element jakie-
gos zbioru (za wyjatkiem sytuacji, gdy rozpatruje si¢ zbior, ktorego
elementami sg nazwy).
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Zatem te pojgcia, ktdre moga staé sig elementami jakiego$ zbio-
ru, mozna potraktowaé jako konkretne obiekty matematyczne. Co
wigcej, poniewaz okres§lone zbiory moga staé si¢ elementami no-
wego zbioru, nie wida¢ wigc powodu, by 1 zbior6w nie uznaé za
konkretne przedmioty. Na zbiorach, czy strukturach matematycz-
nych wykonuje si¢ pewne dziatania lub operacje, wykorzystuje sie
je do konstruowania nowych tworéw matematycznych, stad na zbio-
1y, struktury, czy inne tego typu pojgcia trzeba rOwniez patrze¢ jak
na konkretne obiekty.

Jestesmy rowniez w stanie wyrozni¢ pewna klasg pojg¢, ktorych rola
w matematyce jest analogiczna do nazw ogdlnych z jezyka naturalne-
go. Takimi pojgciami sa, na przyklad: pierScien, przestrzen topologicz-
na, fraktal. W przeciwienstwie do poje¢ z poprzednich dwoch pozio-
mow nie moga by¢ one potraktowane tak jak konkretne obiekty.

Kryterium uznania danego pojecia za konkretny obiekt jest spraw-
dzenie, czy jest mozliwe potraktowanie go jako elementu jakiegos zbio-
ru, wykonanie na nim jakich$ operacji czy manipulacji. Natomiast po-
zostale pojgcia funkcjonuja w matematyce jako nazwy ogélne, analo-
gicznie jak pojgcia ogdlne w jgzyku potocznym. Na tych pojgciach nie
mozemy dokonywa¢ manipulacji. Chociaz pojgcie z pierwszej wyroz-
nionej klasy moze samo znajdowac si¢ juz na bardzo wysokim pozio-
mie abstrakcji (pojgcie konkretnej liczby naturalnej, czy konkretnego
trojkata jest pojgciem abstrakcyjnym), to tym rézni si¢ od pojgcia-na-
zwy ogolnej, ze wolno potraktowac je jako element zbioru.

Zatem te pojecia matematyczne, ktore moga zosta¢ elementem ja-
kiego$ zbioru, mozna uwaza¢ za konkretne obiekty matematyczne 1 to
bez wzgledu na to, na jak wysokim stopniu abstrakcji sa umieszczone,
natomiast te pojecia, ktore sg tylko nazwami dla pewnej klasy przed-
miotoéw, znajdujg si¢ na poziomach abstrakcji powyzej stopni abstrak-
¢ji dla konkretnych obiektoéw, odgrywaja tez zupelnie inna rolg w ma-
tematyce.

Te obiekty matematyczne, ktoére mozna uznaé za konkretne przed-
mioty, staja si¢ przykladami dla pojgé z klasy drugiej. W szczeg6lno-
$ci, pierscien wielomianow o wspotczynnikach catkowitych jest przy-
kladem pierscienia, przestrzen kartezjafiska R” — przykiadem przestrzeni
topologicznej badz metrycznej, zbiér Mandelbrota, zbiér Cantora sa
przykladami fraktali.

Trzeba podkreslié, ze granica migdzy tymi rodzajami poje¢ nie musi
by¢ zarysowana zbyt ostro i czasem zalezy od intuicji filozofa czy mate-
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matyka zaliczenie danego pojgcia do odpowiedniej kategorii. W szczeg6l-
nosci trudno$ci moga powstawaé przy pojgciach elementarnej geometrii.
Na przyklad, za obiekty mozna uwaza¢ konkretne trojkaty jako zbiory
punktéw w konkretnej przestrzeni, natomiast pojgciem ogdlnym byloby
pojecie trojkata jako figury o trzech katach i bokach.

5. ROZNE POZIOMY ABSTRAKCJI A ISTNIENIE POJEC
MATEMATYCZNYCH

Wyrdznienie dwoch kategorii poje¢ matematycznych sugeruje, by
w celu okreslenia ich sposobdw istnienia rozpatrywac kazda z tych klas
oddzielnie. Co wigcej, z odmiennych sposobow okreslania i funkcjo-
nowania poje¢¢ z dwoch wyréznionych klas wynika, by przypisywac
tym pojeciom odmienne rodzaje istnienia.

W odniesieniu do pojg¢ z pierwszej grupy, wydaje sig, ze mozna
im przypisaé obiektywne istnienie. Przez obiektywne istnienie rozu-
miem istnienie niezalezne od matematyka, od jego umystu, od jego
dzialan. Nazywajac pewien konkretny przedmiot liczba 5, grupa per-
mutacji zbioru ztozonego z {1, 2, 3, 4, 5}, funkcja y=In(x) matema-
tyk tylko wyroznia w szczegdlny sposob obiekt swojego poznania.
Nie tworzy go, a w pewien sposéb odkrywa mozliwos¢ jego istnie-
nia. W odniesieniu do tych przedmiotow matematyk ma poczucie, ze
istnieje wiele obiektow, ktorych w danym momencie nie jest w sta-
nie pozna¢, czy w ogodle nigdy ich nie pozna. Na przyklad zostaty
nazwane tylko nieliczne funkcje z klasy wszystkich funkcji zmien-
nej rzeczywistej, poznano tylko czg$¢ grup (migdzy innymi dokona-
no klasyfikacji wszystkich skoficzonych grup prostych). Zatem ist-
nienie przedmiotéw matematycznych z pierwszej wyrdznionej klasy
jest wyraznie uprzednie w stosunku do umystu matematyka. Jest to
tez istnienie niezalezne od $wiata przedmiotow fizycznych. W od-
niesieniu zatem do pojeé z pierwszej przeze mnie wyréznionej klasy
opowiadam si¢, mimo trudno$ci tego stanowiska, za realizmem skraj-
nym, za platonizmem’.

7 Na korzy$¢ platonizmu moze przemawiac to, Ze matematycy s czgsto zaskakiwa-
ni takimi wynikami, ktdre przecza intuicjom, na przykiad istnienie ciaglej funkcji ni-
gdzie nierézniczkowalnej, krzywej Peano, zbioréw przyciagania pierwiastkow zespo-
lonych réwnan algebraicznych, zbioru Mandelbrota. Moze to swiadczy¢ o obiektyw-
nym istnieniu $wiata przedmiotow matematycznych, ktorych wlasnosci odkrywamy,
a ktore sa niezalezne od nas, przekraczaja nasze intuicje i do§wiadczenie.
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Natomiast pojeciom z grupy drugiej proponuj¢ przypisaé istnienie
zwiqzane z umysfem matematyka. W pojgciach tych bowiem wyraz-
nie widac rol¢ matematyka w ich tworzeniu. To matematyk grupuje
okre$lone obiekty matematyczne w poszczegélne klasy 1nadaje im
nazwy, wybierajac podstawowe wlasnosci, ktore stuza do wyr6znienia
tych obiektéw. Matematyk dokonuje zatem abstrakcji, ktéra wpraw-
dzie ma swoja podstawg w konkretnych obiektach matematycznych,
to bez udzialu matematyka pojgcia te nie powstalyby. Z tego wzgledu
w odniesieniu do poj¢é z grupy drugiej proponuj¢ przyjaé realizm
umiarkowany czy nawet konceptualizm. Oczywiscie w odniesieniu do
tych poj¢¢ mamy do czynienia rowniez z ich wyemancypowaniem sig,
z uniezaleznieniem od matematyka-tworcy, z pewnego rodzaju ich zo-
biektywizowaniem si¢. Wida¢ jednak tu istotna role, jakg odegrat ma-
tematyk uogolniajac i znajdujac wspolne wiasnosci pewnych klas kon-
kretnych obiektow.

Proponujg te pojgcia matematyczne, ktore funkcjonuja w matema-
tyce tak jak konkretne obiekty, uznaé za istniejace w takim sensie, jak
czyni si¢ to w platonizmie (realizmie skrajnym). Natomiast w odnie-
sieniu do poje¢, ktore odgrywaja tylko rolg nazw ogoélnych, proponujg
przyjac realizm umiarkowany lub konceptualizm.

Na zakonczenie nalezy uczyni¢ jeszcze nastgpujacg uwagg. Obiek-
ty matematyczne sa niematerialne, stad tez ich rodzaj istnienia jest
niewatpliwie inny, niZ sposéb istnienia przedmiotéw fizycznych.
W tym kontekS$cie, rozréznienie migdzy istnieniem pojg¢ matema-
tycznych z pierwszej grupy i drugiej nie zasadza si¢ na uznaniu re-
alnego istnienia w przypadku pierwszym i odrzucenia tego stano-
wiska w drugim. Roznica migdzy sposobami istnienia jest zwigza-
naz rodzajem relacji migdzy umystem a obicktami matematycznymi.
Dla platonizmu istotne jest przyjgcie, ze umyst ludzki poznaje rze-
czywisto$¢ niezalezna od niego, dla konceptualizmu charaktery-
styczne jest uznanie, Ze pojgcia matematyczne pochodza od pozna-
jacego podmiotu. W szczegolnosci, w ramach platonizmu mozna
przyjaé, ze istnienie przedmiotow matematycznych jest tylko ist-
nieniem potencjalnym, aktualizowaé si¢ za§ moze z chwila pomy-
$lenia o danym obiekcie.
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THE ISSUE OF THE EXISTENCE OF MATHEMATICAL OBJECTS

Summary

The problem of the existence of mathematical objects is one of the most important
and interesting problems in the philosophy of mathematics. There is the whole range
of answers of this problem: from Platonism through conceptualism to nominalism and
formalism. Every these attitudes draw up only one particular aspect of mathematical
objects and therefore they cannot express all points of view of the problem of the
existence in mathematics.

In the paper I try to analyse methods of creation and ways of performing of the
algebraic notions. This limitation of the problem of the existence allows me to realise
the detailed analysis. Nevertheless this analysis can be referred to the other mathema-
tical notions.

The notions in abstract algebra occur on different levels of abstraction. The concre-
te objects of some set are on the lowest level of abstraction. On the next level there are
sets of these objects. The concrete operations, relations and functions perform higher
level. On the next level there are: the ring of integers, the field of rational numbers, the
group of symmetry of square and other similar notions. The notions like a group, a field,
an operation, a function perform the highest level of abstraction.

We can divide these notions into two parts. The notions, which we can treat like the
concrete objects, perform one of these parts. In the second part there are notions which
play the role of general notions from the colloquial language. The notions from the
first class can be members of some set; they can also be combined together. The no-
tions from the second group cannot become elements of any set.

These different ways of behaving of notions in algebra suggest that their modes of
the existence are also different. The objects from the first group exist independently
from mathematicians; the notions from the second group are the creations of human
mind.

Therefore I propose to keep Platonism regarding the objects from the first class and
to accept conceptualism regarding mathematical objects from the second group.



