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skomplikowane dziatanie z prostych praw ruchu, zastosowanych do
uktadéw ztozonych. Matematycy i fizycy powoli ucza si¢ skiadaé
proste ruchy w skomplikowang cato$¢. Wyrdzniono kilka rodzajow
tego sktadania, opisanych przez poszczeg6lne scenariusze chaosu.
W zwigzku z tym mozna zada¢ pytania o przyszio$¢ tych badan: Czy
uda si¢ uczonym sformulowa¢ teori¢ uniwersalng, klasyfikujaca
wszystkie mozliwe rodzaje przejs¢ do chaosu? Czy teoria ta potrafi
opisa¢ wszystkie obserwowane w naukach empirycznych rodzaje ta-
kich przej$¢? Po dokladnym zaznajomieniu si¢ z dynamikg cha-
otyczng ukladow rzeczywistych uczeni moga odkry¢ rodzaje takich
przej$¢ nie dajace si¢ ujaé w jeden schemat wyjasniajacy. Wowczas
teoria opisywalaby kilka nieporéwnywalnych ze soba scenariuszy,
tak jak to jest obecnie. Moze si¢ takze okazac, ze bogactwo zjawisk
przyrody jest wigksze od bogactwa modeli teoretycznych. Coraz
dokiadniej poznajac jaka$ dziedzing zjawisk przyrody, dostrzegamy
nie tylko ich jednos¢, lecz takze zaczynamy rozumie¢ roéznice mig-
dzy nimi. R6znice te moga mie¢ zasadnicze znaczenie.

Na te pytania nie ma oczywiScie dzisiaj odpowiedzi ani nie wia-
domo, jak odpowiedZ ta bedzie wyglada¢ w przysziodci. Jest to
szybko rozwijajaca si¢ dziedzina badaf, daleka od dojrzatoici
i kompletnosci i dzigki temu zagadnienie mechanizmow jest tak
ciekawe dla filozofa nauki.

KRZYSZTOF WOJTOWICZ
Instytut Filozofii, UW

PLATONIZM GODLA A ,,QUASI-EMPIRYZM”
QUINE’A - PROBA POROWNANIA

We wspolczesnej dyskusji na temat ontologii matematyki, naj-
czgSciej dyskutowanymi argumentami na rzecz realizmu s3 argu-
menty pochodzace od Gddla i Quine’a. Celem niniejszego artykutu
jest porownanie zasadniczych cech tych koncepcji. Nie stanowi on
caloSciowej prezentaciji stanowisk Gddla i Quine’a, ale jest jedynie
poréwnaniem pewnych ich aspektdéw — dotyczacych filozofii mate-
matyki.
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1. FILOZOFICZNE STANOWISKO GODLA!
1.1. REALIZM

W pracy Russell’s Mathematical Logic?, pierwszym swym artykule
stricte filozoficznym, Godel deklaruje si¢ jako realista matematycz-
ny, piszac, iz zatozenie o istnieniu obiektow matematycznych jest
réwnie uzasadnione jak zalozenie o istnieniu obiektow fizycznych’,
Godel deklaruje wiar¢ w istnienie obiektywnego uniwersum mate-
matycznego, mozna go wig¢c nazwac ,,platonikiem™. Wedlug niego
przedmioty matematyczne tworzg niezalezny od rzeczywistosci fi-
zycznej porzadek. Godel odrzuca wigc realizm typu Arystotelesa,
w mySl ktorego uniwersalia s3 niejako aspektami przedmiotow kon-
kretnych, sa od tych przedmiotéw konkretnych ontycznie zalezne’.
Zdania matematyczne nie mowig bezpoSrednio nic o Swiecie fizycz-
nym istniejagcym w czasoprzestrzeni — sg bowiem prawdziwe na mo-
cy znaczen pojeé, niezaleznie od Swiata przedmiotow fizycznych®.

' Jest to jedynie pobiezna prezentacja. Czytelnik znajdzie wigcej szczegolow w:
K. Woéjtowicz, Filozofia Kurta Godla, Edukacja Filozoficzna 21(1996), 149-159
oraz Tenze, Filozofia matematyki Kurta Godla, Tarnéw 2002.
2 K. Godel, Russel’s Mathematical Logic, w: Philosophy of Mathematics, red. P.
Benacerraf, H. Putnam, Prentice-Hall, 1964, 211-232.
* Tamze, 220.
* Nie bede tu podejmowat préby petnej charakteryzaciji tego terminu, ograni-
czajgc si¢ do przytoczenia przykiadowej opinii, gochodzqcej od Irvine’a:
»(i) Obiekty matematyczne istnieja w sposob niezalezny od ludzkiej mysli i od
nasze] zdolnosci uzyskania wiedzy na ich temat;
gii) sg nie-fizyczne, istniejg poza czasem i przestrzenia;
ii) zdania matematyczne posiadajg warto§¢ logiczng niezaleznie od naszej
dziatalnosci umystowe;j i naszej zdolnosci do uzyskania wiedzy na ich temat;
(iv) zdania te posiadajg wartosci logiczne na mocy wlasnosci obiektéw matema-
tycznych (a nie jako wynik np. wtasnosci jezyka formalnego);
v) jest mozliwe jednoznaczne wskazanie desygnatow terminéw matematycznych;
vi) i uzyskanie wiedzy o nich”.
A. D. Irvine, Nominalism, realism & physicalism in mathematics: an introduction to
the issues, w: Physicalism in mathematics, red. A. D. Irvine, Dordrecht 1990, xix—xx.
K. Godel, Some basic theorems on the foundations of mathematics and their impli-
cations, w: K. Godel, Collected Works, red. S. Feferman 1 in., Oxford 1995, vol. 3, 321.
¢Tamze, 320. Zdania matematyki dotycza jednak $wiata fizycznego w sposdb posred-
ni, poprzez opis pojg<, jakich uzywamy dla opisywania $wiata fizycznego. ,,10, Ze mate-
matyka, przynajmniej w wickszosci zastosowan, dodaje co§ do tresci praw natury jest wi-
doczne najlepiej na przyktadach, gdzie mamy do czynienia z bardzo prostymi prawami
dotyczacymi pewnych elementéw, np. dotyczacych zachowania ukfadow eleEtronicz-
nych. Tu matematyka w oczywisty spos6b dodaje ogdlne prawa dotyczace tego, w jaki
sposdb beda zachowaé si¢ te uktady. (...). Dlatego nowe aksjomaty matematyczne moga
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Godel odrzuca takze stanowisko psychologistyczne, w mys! kto-
rego pojecia matematyczne sg naszymi tworami’. Odrzuca syntak-
tyczne i instrumentalistyczne interpretacje matematyki, podobnie
jak odrzuca fenomenalizm w odniesieniu do percepcji zmystowe;®.
Dlatego negatywnie podsumowuje program Russella z Principia
Mathematica: ,Jest to jeden z niewielu przykladow (...) realizacji
tendencji, zmierzajacej do eliminowania zatozen dotyczacych ist-
nienia obiektéw poza «danym» i zastgpowania ich konstrukcjami
opartymi na tych danych. Otrzymany wynik ma w zasadzie charak-
ter negatywny, tj. klasy i pojecia wprowadzone w ten sposéb nie
majg wszystkich potrzebnych w matematyce wlasnosci. (...) Wszyst-
ko to jest dowodem na rzecz pogladu bronionego wyzej, ze logika
1 matematyka (tak jak fizyka) oparte sa na aksjomatach posiadaja-
cych rzeczywistg tresé, i nie da si¢ ich «wyeliminowac poprzez wyja-

9

$nienie» (they cannot be explained away)™.

Wyrazem realistycznego stanowiska Godla jest jego dyskusja
problemu definicji niepredykatywnych'. Sg to definicje, w ramach
ktorych pewien obiekt o jest definiowany poprzez odwolanie si¢ do
og6lu obiektéw O, ktdrych o jest elementem'. Przy konstruktywi-

prowadzi¢ do nowych, weryfikowalnych empirycznie tez dotyczacych do$wiadczenia,
dokiadnie tak samo, jak nowe prawo fizyki. "Isvierdzenia matematyczne (...) nie dotycza
wiasciwodci struktur fizycznych ale raczej wlasnosci poje¢, w terminach ktérych opisuje-
my te struktury. To jednak pokazuje, ze wlasnosci tych pojeé sa czyms$ réwnie obiektyw-
nym i niezaleznym od naszego wyboru, co wlasnoéci fizyczne materii”. K. Godel, Is ma-
thematics syntax of language? w: K. Godel, Collected Works, dz. cyt., vol. 3, 360.

"K. Godel, Some %ic theorems on the foundations of mathematics and their im-
Plications, art. cyt.

¢ ,Aby udowodni¢ niesprzeczno$¢ klasycznej teorii liczb (i a fortiori takze silniej-
szych systemow), konieczne jest odwotanie si¢ do pewnych abstrakcyjnych pojeé (i od-
noszacych si¢ do nich oczywistych aksjomatéw) gdzie ,,abstrakcyjny” oznacza pog';;)cia
nie odnoszace si¢ do obiektdw fizycznych, ktdrych szczegdlnym rodzajem sa symbole.
(..) Nie istnieje racjonalne uzasadnienie naszych Erekrytycznych przekonan dotycza-
cych stosowalnosci 1 niesprzecznosci matematyki klasycznej (nawet na jej najnizszym
poziomie, poziomie teorii liczb) na bazie interpretacji syntaktycznej”. Tamze, 318.

° K. Godel, Russel’s Mathematical Logic, art. cyt., 223-224.

¥ Tamze.

" Rozwazmy nastgpujaca definicje zbioru X: X = {x: VY ¢ (x,Y)}. Definiowa-
ny zbiér X wchodzi w zakres zmiennosci zmiennych kwantyfikatora wiazacego
zmienng w formule ¢. Wynika stad, ze zbior X jest definiowany w terminach ogéiu
obiektow, do ktdrego nalezy.

Przykladem definicji niepredykatzwnej jest definicja zbioru liczb naturalnych,
jako najmniejszego zbioru sposrod zbioréw spetniajgcych warunki: (i) 0 nalezy do
tego zbioruy; (ii) zbior ten jest nieskoriczony; gii) zbidr ten jest przechodni. Widaé,
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stycznej interpretacji matematyki (w my$l ktorych obiekty matema-
tyczne sa przez nas konstruowane) prowadzi to do bl¢dnego kota:
aby skonstruowa¢ obiekt o, musielibySmy odwota¢ si¢ do wtasnosci
og6tu obiektow O, ktdrego dopiero konstruowany obiekt o jest ele-
mentem. To jednak jest niemozliwe — ogét ten bgdzie bowiem do-
brze okre$lony (zostanie skonstruowany) dopiero po uprzednim
skonstruowaniu obiektu o. Wedltug konstruktywisty definicje nie-
predykatywne sa niedopuszczalne. Godel odrzuca jednak stanowi-
sko konstruktywistyczne, co prowadzi go do wniosku, iz: ,, Jesli defi-
niowane obiekty istnieja niezaleznie od naszych konstrukgji, nie ma
nic absurdalnego w stwierdzeniu, zZe istnieja obiekty definiowalne
wylacznie w terminach ogdétu obiektow, do ktérych nalezg™*.

Godel zajmuje stanowisko realistyczne w odniesieniu do calosci
matematyki, wlaczajac réwniez teori¢ mnogosci. Uniwersum mate-
matyczne jest wigc bardzo bogate. Istnieje ono w sposdb obiektyw-
ny i niezalezny od badajgcego je matematyka. Pisze o matematyce
obiektywnej lub wlasciwej — tworzacej system zdan prawdziwych —
i to prawdziwych w absolutnym sensie, bez dodatkowych zatozen® -
i matematyce subiektywnej, skfadajacej si¢ ze zdan dowodliwych.
Te prawdy matematyczne dotycza poje¢, ktore tworza obiektywnq
rzeczywisto$¢ — nie mamy na nig wpiywu, nie mozemy jej tworzy¢
ani zmieniad, ale jedynie postrzegac i opisywac'.

1.2. EPISTEMOLOGIA

Przyjecie platonistycznej ontologii wymaga wyjasnienia proble-
méw epistemologicznych. Jakie jest Zrodio wiedzy matematycznej?
W jaki spos6b dowiadujemy si¢ prawdy o uniwersum matematycz-
nym? Jakie sg kryteria uznawania zdan matematycznych i procedur
dowodowych stosowanych w matematyce? ’

1.2.1 Intuicja

Podstawa zdobywania przez nas wiedzy matematycznej jest swo-
ista kategoria poznawcza, jaka jest intuicja matematyczna. Mowi

ze w tej definicji odwolujemy si¢ do wiasnosci pewnej rodziny zbior6w, ktorej ele-
mentem jest dopiero definiowany zbiér (czyli N).

2 K. Gbdel, Russel’s Mathematical Logic, art. cyt., 219.

b Tenze, Some basic theorems on the foundations of mathematics and their impli-
cations, art, cyt., 305.

“Tamze, 320.
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o niej nastgpujacy (najczeSciej chyba cytowany) fragment pism
Gadla: ,,Pomimo ich [obiektéw teorii mnogosci — K.W.] oddalenia
od danych zmysfowych mamy co§ w rodzaju percepcji obiektow
teorii mnogosci, co widaé z faktu, ze aksjomaty narzucaja si¢ nam
jako prawdziwe. Nie widz¢ powodu, aby mie¢ mniej zaufania do te-
go rodzaju percepcji, tj. do intuicji matematycznej, niz do percepcji
zmystowej, ktéra pozwala nam budowac teorie fizyczne, w oczeki-
waniu, ze przyszie dane zmystowe beda z nig zgodne, 1 co wigcej
oczekiwaé, ze problem, ktéry teraz nie jest rozstrzygalny, jest mimo
to sensowny i moze zosta¢ rozstrzygnigty w przysztosci”.

W pdizniejszej pracy, Godel podejmuje polemike z konwencjona-
listyczng koncepcja matematyki, charakterystycznag dla logicznego po-
zytywizmu. Odwoluje si¢ tu do udowodnionych przez siebie twier-
dzen dotyczacej niezupeinosci systemow formalnych i niedowodliwo-
Sci niesprzecznosci wewnatrz systemu. Wedlug Godla, aby rozpoznac
1 uzasadni¢ niesprzeczno$¢ systemu formalnego konieczne jest odwo-
fanie si¢ do pozasystemowych prawd — dla rozpoznania ktorych ko-
nieczna jest jednak jaka$ forma intuicji, umozliwiajacej wglad w zna-
czenia abstrakcyjnych pojeé (tj. poje¢ nie odnoszacych si¢ jedynie do
kombinacji symboli): , Niezaleznie od tego, jak beda formutowane re-
guly syntaktyczne, moc i uzyteczno$¢ powstajacej w ten sposob mate-
matyki jest proporcjonalna do mocy intuicji matematycznej koniecz-
nej do udowodnienia dopuszczalnosci tych systemow. (...) jest jasne,
ze intuicja matematyczna nie moze zostaé zastgpiona przez konwen-
cje, ale jedynie przez konwencje plus intuicj¢ matematyczng™”.

Tym, co umozliwia nam opisywanie niezaleznej od nas rzeczywi-
stosci matematycznej jest zatem swoista intuicja matematyczna.
Znajomo§¢ pojec abstrakeyjnych nie jest osiggania poprzez analizy
konwenciji przyjetych w danym jezyku, ale poprzez wyjasnianie ich
sensu (Sinnkldrung), ktére nie polega na redukcji definicyjnej*. Po-

' Tenze, What is Cantor’s Continuum Problem?, w: Philosophy of Mathematics,
red. P. Benacerraf, H. Putnam, Prentice-Hall, 1964, 271.

*Tenze, Is mathematics syntax of Ianguage" art. cyt.

7 Tamze 358.

® Tenze, The modern development of the foundations of mathematics in the light
of phtlosophy w: K. Godel, Collected Works, dz.cyt., vol. 3, 383. W artykule tym
Godel wyraza nadziejg, ze metoda, ktéra umozliwi systematyczng analiz¢ znacze-
nia 1[)[0 ¢¢ matematycznych bedzie fenomenologia. Godel zainteresowat sig filozo-

usserla okolo roku 1959. Wang pisze, ze Godel zachgcal go do studiowania
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jecia matematyczne nie moga byé w pelni ,,uchwycone” w zadnym
systemie formalnym, za$ fakt, ze zdania matematyczne niedowodli-
we w danym formalizmie postrzegamy jako prawdziwe Swiadczy
o tym, Ze mozliwa jest analiza poj¢¢ wykraczajaca poza znajomosé
sktadni systemu formalnego.

Nasza intuicja podlega rozwojowi, a rozwdj ten dokonuje si¢
dzieki analizie pojg¢ i uprawianiu matematyki. Jednak to nie poje¢-
cia si¢ zmieniajg — one s3 bowiem niezmienne - a jedynie nasze ich
rozumienie”.

1.2.2. Owocno$é

Podstawe naszej wiedzy matematycznej stanowi intuicja mate-
matyczna. Umozliwia analiz¢ i rozumienie poj¢¢ matematycznych.
Istnieje jednak tez ,,drugi filar” wiedzy matematycznej, ktorym jest
owocno$¢ aksjomatdéw, ich przydatno$¢ w rozwigzywaniu proble-
moéw matematycznych. Intuicyjno$¢ stanowi kryterium ,wewnetrz-
ne” dla samej dyscypliny, natomiast ,,owocno$¢” stanowi kryterium
metodologiczne, w jakims$ sensie zewnetrzne w stosunku do analiz
pojeciowych. Wyraznie méwi o tym nastgpujacy fragment: ,,Decy-
zja dotyczaca ich [nowych aksjomatéw — K.W.] prawdziwosci jest
mozliwa takze w inny sposdb, a mianowicie poprzez indukcyjng
analiz¢ ich (sukcesu). Sukces oznacza tutaj owocno§¢ w konse-
kwencje, w szczegdlnoSci w konsekwencje (weryfikowalne), tj. kon-
sekwencje dowodliwe bez nowych aksjomatéw, ktdrych dowody
z pomocg nowych aksjomatow s3 jednakze zdecydowanie prostsze
i fatwiejsze do odkrycia i umozliwiajg zawarcie w jednym dowodzie

pism Husserla w czasie ich wspdlnych rozmoéw za$ redukcj¢ ejdetyczng uwazal za
metodg, ktéra mogla pomdc w jasniejszym ,,postrzeganiu” pojeé. Zob. H. Wang,
Reflections on Kurt Godel, Cambridge 1987, 120. Godel nie opracowal jednak pel-
nej koncepcji epistemologicznej, ograniczajac si¢ do szeregu uwag, ktore nieraz
nastreczaja trudnosci interpretacyjne.

* Nie ma tu miejsca na szczegélows analizg koncepcji Godla. Nalezy jednak
podkresli¢, Ze nie opiera si¢ ona -~ jak to niekiedy przedstawiajg niezyczliwi kryty-
¢y — na postulowaniu istnienia jakiego$ tajemniczego ,szostego zmystu”, ktory
umozliwia nam kontakt z ,,matematycznymi zaswiatami”. Powierzchownos¢ takie-
Eo odczytania mysli Godla bardzo dobitnie podkresla Tieszen piszac o tym, Ze

oncepcja Godla nie stanowi tego ,nierozsadnego, quasi-mistycznego przedsie-
wzigcia, jak starali si¢ to przedstawic niektérzy komentatorzy” — R. Tieszen, Gidel
an Quine on Meaning and Mathematics, w: Between Logic and Intuition. Essays in
Honor of Charles Parsons, red. G. Sher, R. Tieszen, Cambridge 2000, 237.
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wielu réznych dowodéw. Aksjomaty dla teorii liczb rzeczywistych,
odrzucane przez intuicjonistéw, zostaly do pewnego stopnia uza-
sadnione, co wynika z faktu, ze analityczna teoria liczb pozwala
czesto na udowodnienie twierdzen teorioliczbowych, ktére mogly-
by by¢, w bardziej ucigzliwy sposéb, udowodnione za pomocg §rod-
kéw elementarnych. Mozna jednak wyobrazié sobie o wiele wyzszy
poziom weryfikowania. Moga istnie¢ aksjomaty tak owocne
w sprawdzalne konsekwencje, rzucajace tak duzo §wiatla na cala
dyscyplin¢ i dostarczajace tak silnych metod rozwigzywania proble-
mow (i to rozwigzywania konstruktywnego, tak dalece, jak jest to
mozliwe), ze niezaleznie od zagadnienia, czy s3 one wewng¢trznie
konieczne, powinny zosta¢ zaakceptowane przynajmniej w takim
stopniu, jak dowolna dobrze ugruntowana teoria fizyczna”?.

Owocno$¢ aksjomatdw moze przejawiac si¢ wi¢c na kilka spo-
sobow:

1. Moga one umozliwi¢ udowodnienie nowych twierdzen. Doty-
czy to np. sytuacji, gdy aksjomaty teoriomnogosciowe umozliwiajg
udowodnienie twierdzen z zakresu teorii liczb?.

2. Moga umozliwi¢ uproszczenie dowodow

3. Moga dostarczy¢ nowych metod rozwiazywania probleméw
z danej dziedziny.

Godel odroznia wigc dwa typy procedur, stosowanych dla uza-
sadniania zdan matematycznych:

(i) Oparte o swoistg intuicje¢, ktdra umozliwia nam analizg tresci
poje¢ matematycznych, co z kolei pozwala na sformulowanie aksjo-
matow i uznanie ich prawdziwosci.

*» K. Godel, What is Cantor’s Continuum Problem?, art. cyt., 265.

2 Por. nastegpujace fragmenty pism Godla: ,Dzisiejsza matematyka nie nauczy-
ta si¢ jeszcze korzystaé z aksjomatéw teorii mnogosci dla rozwigzywania proble-
méw teorii liczb. (...) Teoriomnogosciowa teoria ﬁczb, (...) czeka na swoje odkry-
cie”. K. Godel, Some basic theorems on the foundations of mathematics and their
implications, art. cyt., 307-308. ,, Te aksjomat]y Ichodzi o aksjomaty istnienia du-
zych liczb kardynalnych — K.W.] zwigkszajg ilos¢ rozstrzygalnych probleméw na-
wet w zakresie teorii rownan diofantycznych”. Tenze, What is Cantor’s Continuum
Problem?, art. cyt., 264. ,Istnieja tez zdania arytmetyczne, kt6re nie moga byé udo-
wodnione nawet w ramach analiﬁy, ale jedynie poprzez zastosowanie metod w kt6-
rych odwolujemy sig¢ do bardzo duzych nieskoficzonych liczb kardynalnych”. Ten-
ze, The present situation in the foundations of mathematics, w: K. Godel, Collected
Works, dz. cyt., vol. 3, 347. , Istnieja problemy teorioliczbowe, ktére moga by¢ roz-
wigzane tylko przy uzyciu analitycznych lub teoriomnogo$ciowych technik”. Ten-
ze, tiber unentscheidbare Sitze, w: K. Godel, Collected Works, dz. cyt., vol. 3, 35.
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(ii) Drugie kryterium to owocno$§¢ zdaf w badaniach matema-
tycznych. Kryterium uznania danego aksjomatu za uzasadniony jest
fakt, iz aksjomat ten jest pomocny w rozwigzywaniu istniejacych
problem(w matematycznych — w szczeg6lnosci dostarcza on no-
wych metod ich rozwigzywania, umozliwia ujednolicenie metod do-
wodowych, etc.

2. FILOZOFICZNE STANOWISKO QUINE’A%

Quine odrzuca podziat zdan na analityczne i syntetyczne, kto-
ry stanowi podstawe tezy, iz zdania matematyki maja czysto ana-
lityczny charakter i stanowia jedynie zbiér konwencji dotycza-
cych jezyka nauki®. Upada bowiem argument, iz zdania matema-
tyczne sa prawdziwe jedynie na mocy postulatow znaczeniowych
jezyka.

Odrzucenie podzialu na zdania analityczne i syntetyczne ma
konsekwencje w uznaniu metod ustalania prawdziwodci zdan nale-
zacych do danej teorii. Prowadzi bowiem do ujecia holistycznego,
o czym wyraznie mowi nastgpujacy fragment: ,Caloksztalt naszej
tzw. wiedzy czy tez przekonan, od najbardziej przypadkowych
prawd geografii i historii az po najgi¢gbsze prawa fizyki atomistycz-
nej, a nawet czystej matematyki i logiki formalne;j, jest tworem
czlowieka i styka si¢ z doSwiadczeniem tylko wzdluz swoich krawe-
dzi. Mowiac inaczej, nauka jako calo§¢ podobna jest do pola sil,
ktérego warunkami brzegowymi jest do§wiadczenie. Konflikt z do-
§wiadczeniem na brzegach pola powoduje odpowiednie przystoso-
wania w jego wnetrzu. Niektérym ze zdaf zostaje przypisana inna
warto$¢ logiczna (...). Zadne poszczeg6lne Swiadectwo doswiadcze-
nia nie jest zwigzanie z jakim$ okre§lonym zdaniem z wngtrza pola;

2 Podobnie jak w wypadku prezentacji pogladoéw Godla, jest to jedynie szkic.
Czytelnik znajdzie wigcej szczegdlow w pracy: K. Wojtowicz, )k’a czym polega argu-
ment z niezbednosci Quine’a?, Edukacja Filozoficzna 24(1997), 297-306.

# ,Jestesmy skionni zakladaé ogdlnie, ze prawdziwosé zdan daje si¢ roztozy¢ na
komponent jezykowy i komﬁonent faktualny. Przy tym zatozeniu wydaje sig racjo-
nalne sadzi¢, ze w przypadku pewnych zdafi 6w komponent faktualny powinien
by¢ zerowy: bylyby to wlasnie zdania analityczne. Lecz przy calej apriorycznej ra-
cjonalnosci tego pomystu linia graniczna pomit;dzr?' zdaniami analitycznymi i syn-
tetycznymi po prostu nie zostala poprowadzona. Przekonanie, Ze rozrznienie to
jest w ogole wykonalne jest nieempirycznym dogmatem empirystow, ich metafi-
zycznym artykufem wiary”. W. V. O. Quine, Dwa dogmaty empiryzmu, w: W. V. O,
Quine, Z punktu widzenia logiki, ttum. z ang. B. Stanosz, Warszawa 1969, 57-58.
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zwiazek ten ma co najwyzej charakter po$redni, za sprawg réwno-
wagi pola jako catosci”.

»Jednostka sensu empirycznego” staje si¢ — w holistycznym ujeg-
ciu Quine’a ~ cala teoria, wigcznie z instrumentarium matematycz-
nym i logicznym. Prawdy matematyczne nie r6znia si¢ wiec zasad-
niczo od prawd empirycznych, gdyz ulokowane sa w naszej calo-
Sciowe]j siatce przekonan: ,,W granicach nauk przyrodniczych ist-
nieje continuum pozioméw, od twierdzen, ktdre sg sprawozdania-
mi z obserwacji, do tych, ktdre wyrazaja podstawowe idee, po-
wiedzmy, teorii kwantéw czy teorii wzglednosci. (...) twierdzenia
ontologii, a nawet twierdzenia matematyki i logiki sa kontynuacja
tego continuum, kontynuacja, ktOra jest zapewne jeszcze bardziej
odlegla od obserwacji niz giéwne zasady teorii kwantow czy teorii
wzglednoSci. Roznice w tej dziedzinie sg (...) jedynie réznicami
stopnia, a nie rodzaju. Nauka jest struktura jednolita i w zasadzie
ta struktura jako calo&¢, nie za$ jej zdania sktadowe z osobna, jest
tym, co do§wiadczenie potwierdza lub podwaza”?.

W przypadku teorii empirycznych nie mozna wigc roznicowac
poszczegOlnych ich fragmenté6w. Tym samym status pytan o istnie-
nie obiektow matematycznych jest analogiczny do statusu pytan
o istnienie obiektéw fizycznych®. A zatem, przyjmujgc realistyczna
interpretacj¢ danej teorii fizycznej, nalezy uznaé istnienie wszyst-
kich obiektdw, do jakich ta teoria si¢ odnosi. Kryterium tego, czy
dana teoria odnosi si¢ od obiektow danego typu stanowi za$ kwan-
tyfikacja.

Matematyka stanowi jednak zasadnicza, nieusuwalng czgs¢ teo-
rii fizycznych. A zatem przyjecie stanowiska realistycznego w sto-
sunku do teorii empirycznej, naklada na nas obowigzek uznania
takze zobowigzan ontologicznych tej teorii ,,w $§wiecie obiektow
matematycznych”. Quine zatem — podobnie jak instrumentalista —
wychodzi od faktu, iz matematyczne instrumentarium jest frag-
mentem teorii empirycznych. Jednak zupelnie inaczej niz instru-
mentalista interpretuje matematyczne zdania egzystencjalne — in-

¥ Tamze, 65.

% Tenze, O poglgdach Carnapa na ontologig, tham. z ang. B. Stanosz, w: Empi-
ryzm wspdlczesny, red. B. Stanosz, Warszawa 1991, 171.

* Na pierwszy rzut oka moze si¢ to wydawaé zaskakujace, jednak analogia ta
jest bardziej czytelna w kontekscie hipotez dotyczacych istnienia obiektéw teore-
tycznych, niz obserwacyjnych.
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terpretuje je at face value, bezpoSrednio - a nie jako pozbawione
tresci zdania pomocnicze.

Z punktu widzenia Quine’a pytanie o prawdziwos$¢ zdan mate-
matycznych jest sensowne, podobnie jak pytanie o to, czy prawdzi-
we jest zdanie dotyczace czastek elementarnych, gestoSci wody, czy
dowolna inna hipoteza fizyczna. Kryterium prawdziwosci zdah ma-
tematycznych opiera si¢ na analizie roli matematyki w teoriach em-
pirycznych”. Nalezy uzna¢ za prawdziwe takie zdania, dla ktorych
mozna znaleZé empiryczne potwierdzenie — dotyczy to zaréwno
zdafi o tredci czysto fizycznej, jak i zdaf matematycznych. Nalezy tu
pamigtaé, ze zdania te sg potwierdzane jako fragment teorii.

Koncepcja istnienia Quine’a relatywizuje kryterium istnienia do
dane;j teorii. MOwi o tym, ze dany obiekt O istnieje w mysl teorii T,
jesli jest wartoscia zmiennej odpowiedniego wyrazenia kwantyfika-
torowego. Zobowigzania ontologiczne dotycza zawsze poszczegol-
nych teorii, nie maja charakteru absolutnego. Dlatego pytanie o ist-
nienie obiektdw matematycznych — i w szczegélnosci o prawdzi-
woSs¢ zdan matematycznych — nalezy rozpatrywa¢ w kontekscie ak-
ceptowanych przez nas teorii empirycznych®.

Aby dane zdanie matematyczne mozna byfo uznaé za prawdzi-
we, musi ono wystgpowaé w instrumentarium pewnej teorii empi-
rycznej. Tym samym tylko zdania matematyki stosowanej (przy ca-
lej nieostrosci tego pojgcia) podlegaja temu kryterium. Teorie ma-
tematyki czystej moga pelni¢ co najwyzej role porzadkujaca czy
upraszczajaca teorie matematyki stosowanej, poza tym stanowig je-
dynie systemy niezinterpretowane®. W ujeciu Quine’a nie ma wiec
sensu stawia¢ pytania o prawdziwoS$¢ tych teorii (tj. o posiadanie
przez nie interpretacji), tak jak nie ma sensu stawia¢ pytania o to,
czy reguly jakiej§ czysto formalnej gry posiadaja interpretacje.

7 Stad termin ,,quasi—empiryzm”.

% Nie naleZy tego oczywiécie rozumie¢ jako tezy, ze zdania matematyczne s3
bezposrednio uzasadniane empirycznie. Status procedur w matematyce dowodo-
wych - o ile juz si¢ zdecydujemy na wybor okreslonego systemu formalnego — po-
zostaje nienaruszony. Wzgledy empiryczne $wiadczg natomiast o tym, ktdra teoria
fizyczna — wlgcznie z jej matematyczng czedcia (w szczegbinosci aparatem deduk-
cyjnym) winna by¢ uznana za teori¢ zinterpretowana, i konsekwentnie, jakie
obiekty — w tym matematyczne — winny by¢ wiaczone do naszej ontologii.

» Opinig¢ taka Quine wyraza np. w: {V V. O. Quine, Review of Parsons C. Mathe-
matics in Philosophy, Journal of I?hilosophy 81(1984), 783-794 - por. dale;j.
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W odniesieniu do tych (niezinterpretowanych) zdan problem uza-
sadniania si¢ nie pojawia.

Stanowisko Quine’a prowadzi zatem do wyréznienia pewnej gru-
py pytan sensownych. Nie ma sensu zastanawia¢ si¢ nad prawdzi-
woscig czy uzasadnieniem dla zdafi matematycznych, ktére nie ma-
ja zwiazku z zastosowaniami.

Stanowisko filozoficzne (i metafilozoficzne) Quine’a motywuje
wiec konkretne decyzje metodologiczne (warto uprawiaé przede
wszystkim taka matematyke, jaka znajduje zastosowanie w teo-
riach fizycznych). Reasumujac, dla analizy zagadnienia prawdzi-
woSci i uzasadniania zdafi matematycznych istotne sa nast¢pujace
tezy Quine’a:

(i) Pomigdzy pytaniami naukowymi a ontologicznymi nie ma
réznicy rodzaju, a jedynie roznice stopnia; s3 one pytaniami tego
samego typu i istnieje pomig¢dzy nimi ,,ciagle” przejscie.

(it) Teorie naukowe nalezy interpretowa¢ holistycznie. ,,Jednost-
kg miary” jest cala teoria — i to cala teoria jest potwierdzana lub
odrzucana, a nie poszczegoélne jej fragmenty.

(iii) Nalezy uznaé pelne zobowigzania ontologiczne teorii; nie
jest uzasadniony czgSciowy realizm.

(iv) Kryterium istnienia stanowi kwantyfikacja (nalezy uzna¢ ist-
nienie tych obiektéw, ktore sa wartoSciami zmiennych).

(v) Konsekwentnie, nalezy zaja¢ stanowisko realistyczne w sto-
sunku do teorii matematycznych stanowigcych instrumentarium
akceptowanych przez nas teorii empirycznych.

3. POROWNANIE STANOWISK

3.1. JAKA JEST KLASA SENSOWNYCH
PROBLEMOW MATEMATYCZNYCH?

Gaodel - inaczej niz Quine - za sensowne uwaza wszelkie otwarte
pytania matematyczne, niezaleznie od problemu zastosowan. Pyta-
nie o ich prawdziwo$¢ i uzasadnienie jest, wedlug Godla, istotne
poznawczo. MySlenie matematyczne nie podlega tutaj Zadnym
ograniczeniom - istotna jest mozliwo$§¢ rozwigzania otwartych pro-
bleméw w danej teorii. Metoda rozwiazywania danych problemow
jest np. wprowadzanie coraz silniejszych, bardziej abstrakcyjnych
hipotez. OczywiScie wprowadzanie hipotez nie odbywa si¢ ad hoc,
ale oparte jest o analiz¢ pojeé (lub kryterium ,,owocnosci”). Nie ma
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jednak bezposredniego zwigzku z problemem zastosowan. Tieszen
pisze w tym kontekscie, iz ,,ten rodzaj «wspinania si¢» (ascent) po-
trzebny do rozwigzywania oddala nas coraz dalej i dalej od nauk
przyrodniczych i ich problemdw i nie ma nic wsp6lnego z systema-
tyzowaniem matematyki potrzebnej w naukach przyrodniczych.

Natomiast w mysl koncepcji Quine’a ostatecznym trybunatem,
przed jakim staje nasza caloSciowa teoria Swiata, jest doSwiadcze-
nie. Dotyczy to takze jej matematycznych fragmentéw. Jesli dany
problem matematyczny nie ma odniesienia do nauk empirycznych,
to nie mozna twierdzic, Ze jest poznawczo istotny. W szczego6lnosci
nie ma sensu wprowadzanie coraz silniejszych zalozen, aby moc
rozwigzaC otwarte problemy matematyczne, jeSli problemy te nie
maja znaczenia dla teorii empirycznych. Nie ma tez powodu, aby za
wiasciwa metode zdobywania wiedzy matematycznej uzna¢ analizg
tresci pojeé matematycznych. Metoda weryfikacji zdafi matema-
tycznych jest ,holistyczna konfrontacja teorii z doSwiadczeniem”
i moze ona zostaé zastosowana jedynie do pewnych fragmentow
matematyki.

W tym kontekScie warto poruszyé problem zdaf niezaleznych
i ich statusu poznawczego. Dla Godla zdania niezalezne stanowily
autentyczne problemy poznawcze, dotyczace obiektywnej rzeczywi-
stofci i wymagajace rozwiazania®. Ilustracjg tego jest stosunek
Godla do problemu continuum. Godel przypuszezat, ze CH (hipo-
teza continuum) jest zdaniem niezaleznym od ZFC (teoria mnogo-
§ci Zermelo-Frenkla z aksjomatem wyboru)® Jako realista uwazat
jednak problem continuum za autentyczny problem naukowy, doty-
czacy obiektywnie istniejacej rzeczywistoSci matematycznej. Pro-
blem ten uwazat za dobrze postawiony, wymagajacy analizy i badan.
Wielokrotnie podkreslal, ze konieczne jest poszukiwanie nowych
aksjomatéw, ktére umozliwialyby rozwigzywanie otwartych proble-
moOw matematycznych. Wprowadzanie tych aksjomatow nie miatoby

¥ R. Tieszen, art. cyt, 249.

3, Poprzez udowodnienie niezaleznosci problem traci sens tylko wtedy, gdy roz-
wazany system aksjomat6éw traktowany jest jako system hipotetyczno—dedukcyjny;
tzn. gdy znaczenia terminéw pierwotnych nie sa ustalone”. K. Godel, What is Can-
tor’s Continuum Problem?, art. cyt., 271. Stanowisko Godla jest tu odmienne.

2 Godel udowodnit niesprzeczno$é CH z ZFC, ale nie udowodnit jej niezalez-
nofci. Jego przypuszczenia zostaié' potwierdzone, kiedy Cohen udowodnit w latach
60-tych niezaleznosé¢ CH od ZFC.
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oczywiscie mie¢ arbitralnego charakteru — ,wspigcie” si¢ na pewien
wyzszy poziom abstrakcji jest mozliwe dzieki analizie znaczen pod-
stawowych poje¢ matematycznych®. Zasadniczy mechanizm, z jakim
mamy tu do czynienia, polega na , niewyczerpywalnosci matematy-
ki” — ktorej formalnym wyrazem sg twierdzenia Godla o niezupel-
noSci*. Niezalezne od danego formalizmu zdanie mozemy uznac za
prawdziwe dzigki analizie treSci wystgpujacych w nim pojeé, po-
przez Scisle, lecz nieformalne analizy. W szczeg6lnosci, Godel sa-
dzil, Zze rozwigzanie problemu continuum moze by¢ mozliwe dzigki
aksjomatom duzych liczb kardynalnych®. Godel podkreslat fakt, ze
nierozstrzygalno$¢ pewnych zagadniefi matematycznych ma zwigzek
z niedostatecznie gleboka analizg podstawowych poje¢ matematycz-
nych. Takie stanowisko nie byloby do pogodzenia z pogladami Qu-
ine’a. Wedlug niego bowiem, zdania matematyczne sg poznawczo
istotne, o ile wywodzg si¢ z teorii empirycznych, i tylko, o ile maja
odniesienia do rzeczywisto$ci empirycznej, sa istotne poznawczo®.

3.2. JAK BOGATA JEST KLASA OBIEKTOW MATEMATYCZNYCH?

Godel byt zwolennikiem ,,silnego realizmu” w odniesieniu do hie-
rarchii mnogo$ciowej odpowiadajacej silnej teorii, jakg jest ZFC.

® Godel sam takze usitowal sformutowaé aksjomaty majace umozliwi¢ rozwiaza-
nie tego Eroblemu. Aksjomaty te nie dotyczyly jednak duzych liczb kardynalnych.

# Jak zostanie wykazane (...) prawdziwg przyczyna niezupelnosci obecnej we
wszystkich formalnych systemach matematycznych jest fakt, ze formacja coraz
wyzszych typéw moze by¢ kontynuowana w é)ozaskoﬁczonoéé (...) podczas gdy
w kaidKlIm systemie formalnym mamy ich do dyspozycji co najwyzej przeliczalnie
wiele. Mozna Eokazaé, ze nierozstrzygalne zdania skonstruowane tutaj staja si¢
rozstrzygalne, kiedykolwiek dodane zostang stosowne wyzsze typy (...). Podobna
sytuacia zachodzi dla aksjomatéw teorii mnogosei”. K. Godel, Uber formal unent-
scheidbare Sitze der Prinzipia mathematica und verwandter Systeme I, w: K. Godel,
Collected Works, dz. cyt., vol. 1, 191.

* Okazalo si¢ jednak, ze jest inaczej. Niedlugo po odkryciu przez Cohena me-
tody forcingu okazalo si¢, ze aksjomaty duzych liczb kardynalnych nie pozwalaja
na rozstrzygnigcie problemu continuum. Wyniki Levy’ego 1 Solovaya pokazuja, ze
przyjecie zalozenia o istnieniu liczby mierzalnej, zwartej, Ramsey’a etc., nie mowig
nic o warto$ci continuum - tzn. niesprzeczne z zalozeniem istnienia tych liczb jest
zaréwno CH jak i -CH.

* Mozna wyobrazi¢ sobie sytuacjg, (ng' dana teoria empiryczna T nie rozstrzyga
hipotezy empirycznej H, jednak po dodaniu do T zdania niezaleznego ¢ teorta
T+¢ rozstrzyga H. W tej sytuacji zdanie ¢ ma odniesienia do sytuacji empirycznej
i mozna je uzna¢ za istotne dla naszej wiedzy. Jesli jednak dane zdanie niezalezne
¢ nie ma zadnych implikacji tego typu, to nie mozna byloby go uznaé za istotny
problem poznawczy.
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Postulowal nawet wprowadzenie aksjomatéw duzych liczb kardynal-
nych, jesli tylko taka procedura okaze si¢ uzasadniona (poprzez
analiz¢ poj¢é, badZ poprzez odwolanie si¢ do ,.kryterium owocno-
§ci”). Jest tu wigc maksymalista”.

Quine odrzuca tak silng form¢ realizmu. Status ontologiczny
przyznaje tylko tym fragmentom matematyki, ktore majg zastoso-
wanie w naukach przyrodniczych: ,, Ta czg$¢ matematyki, ktora jest
potrzebna w naukach empirycznych, ma ten sam status, co reszta
nauki. Pozaskoficzone rozgalg¢zienia maja ten sam status, o ile pel-
nig rol¢ upraszczajacego usystematyzowania (simplificatory roun-
ding out), jednak reszta ma status niezinterpretowanych syste-
méw”*®,  Uznaj¢ nieprzeliczalne nieskoficzonosci tylko dlatego, ze
sa one konieczne dla systematyzacji zagadniefi. Obiekty wykracza-
jace poza te potrzeby, np. Beth, lub liczby nieosiggalne uwazam za
matematyczng rozrywke i za pozbawione statusu ontologicznego™.

Ontologia matematyki uzalezniona jest zatem od ontologii nauk
przyrodniczych. W szczeg6lnosci, to, czy uznamy peina ontologi¢
teorii mnogosci zalezy od faktu, czy wykorzystanie pelnej sily teorii
mnogosci dla konstrukcji matematycznego instrumentarium teorii
empirycznych jest konieczne. Natomiast Godel uwazal teori¢ mno-
gosci za teori¢ zinterpretowang. Uzyteczno$¢ teorii mnogoSci
z punktu widzenia rozwigzywania problemoéw matematycznych
(czgstym przyktadem, na ktory powolywal si¢ Godel, byla teoria
liczb) wynika z obiektywnej prawdziwosci twierdzef teorii mnogo-
Sci; nie moze by¢ interpretowana i wyjaSniana instrumentali-
stycznie. Otwarte problemy teorii mnogoSci s3 wigc autentycznymi
problemami poznawczymi.

¥ Nalezy pamigtac, ze stanowiska tego Godel nie przyjal ad hoc. Stanowi to
efekt pewnego rozwoju, w ktérym Godel wyszedt od stanowiska ,slabego reali-
zmu” — w ramach ktorego przyjmowane jest jedynie istnienie liczb naturalnych,
a nastepnie, poprzez analizg roli teorii mnogosci i zalozefi teoriomnogo$ciowych
w teoril liczb (i innych dzialach matematyki) doszedi do wniosku, iz matematyka
winna by¢ uprawiana wlasnie w ramach teorii mnogosci, a nie stabszych systemow.
Istotng rol¢ odegrala tu motywacja zwiazana z przekonaniem o zasadniczej roz-
wigzywalnosci otwartych probleméw matematycznych i o swoistej ,,niewyczerpal-
nosc1” matematyki — umozliwiajacej formulowanie coraz to nowych aksjomatéw,
pozwalajacych na rozwigzywanie otwartych probleméw.

*W. V. O. Quine, Review of Parsons C. Mathematics in Philosophy, art. cyt.

® Tenze, Reply to Charles Parsons, w: The philosophy of W. V. Quine, red.
L. Hahn, P. A. Schlipp, La Salle 1986, 400.
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3.3. JAKA ROLE ODGRY WA FAKT ISTNIENIA
ZASTOSOWAN DLA MATEMATYKI?

Gaodel oddziela wigc kwesti¢ prawdziwosci zdan matematycznych
od kwestii zastosowan. Zauwaza, iz faktycznie dla rekonstrukcji prze-
wazajgcej wickszoSci matematyki wystarczajace sa pierwsze szczeble
hierarchii mnogosciowej: ,,Mozna powiedzie¢, ze 99,9% wspbiczesnej
matematyki zawiera si¢ w pierwszych trzech szczeblach hierarchii
mnogoSciowej. A zatem z praktycznego punktu widzenia, cala mate-
matyka moze zosta¢ zredukowana do skoficzonej ilosci aksjomatow.
Jest to jednak jedynie pewien historyczny zbieg okolicznosci (histori-
cal accident), kt6ry nie ma znaczenia dla samej zasady. Co wigcej, nie
jest calkiem nieprawdopodobne, zZe taki wiasnie charakter wspoicze-
snej matematyki ma zwigzek z inng jej cechg, a mianowicie niemozli-
woscig udowodnienia pewnych podstawowych twierdzen, takich jak
np. hipoteza Riemanna, pomimo wieloletnich wysitkow”*.

Natomiast z punktu widzenia Quine’a, zasadniczym kryterium
przyjecia danej ontologii jest kwestia zastosowania danego instru-
mentarium matematycznego w uznanej przez nas teorii empirycznej.
W szczegdlnosci, gdyby okazalo si¢ np., Ze z punktu widzenia zasto-
sowaf wystarczajaca jest jaka$ staba teoria (np. PA - aksjomatyka
Peano, albo staby podsystem ZF), to ontologia winna by¢ ograniczo-
na do ontologii odpowiadajgcej temu wiasnie systemowi. Warto
w tym kontekscie zasygnalizowa¢ pewne wyniki formalne. Wykazano
bowiem, ze znaczgce fragmenty klasycznej matematyki moga zosta¢
zrekonstruowane w tzw. arytmetyce drugiego rzedu (Z,) - czyli
w systemie, w ktOorym mowa jest jedynie o liczbach naturalnych
i zbiorach liczb naturalnych*. Wyniki te staly si¢ punktem wyjécia ba-
dafi w zakresie tzw. matematyki odwrotnej. Celem tych badan jest
ustalenie, jak silne aksjomaty istnienia zbioréw (chodzi o zbiory liczb
naturalnych) s3 konieczne dla rekonstrukeji pewnych fragmentow
praktyki matematycznej. Okazuje si¢, ze mozna wskaza¢ pewne na-
turalne podsystemy Z,, ktére odpowiadajg pewnym grupom twier-
dzen klasycznej matematyki. Systemy te roznig si¢ miedzy soba m. in.
sitg zatozen egzystencjalnych czyli — przy realistycznej interpretacji -
zakladang ontologig®. Szczegdlnie wazny jest tu fakt, ze to wiasnie

“ K. Godel, Some basic theorems on the foundations of mathematics and their
implications, art. cyt., 307.
“D. Hilbert, P. Bemays Grundlagen der Mathematik, Band 1, Berlin 1934.
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matematyka wystepujaca w zastosowaniach w zasadzie moze zostaé
zrekonstruowana w Z,, a nawet w pewnych podsystemach Z,. Wyniki
te s3 niewatpliwie istotne w kontekScie kryterium zobowiazafi onto-
logicznych Quine’a, gdyz Z, jest systemem istotnie stabszym od ZFC.
Nastawienie Godla jest tu odmienne. Godel twierdzil, ze zasadni-
czo nie jest mozliwe tworzenie analizy bez definicji niepredykatyw-
nych®. Okazuje si¢ jednak, ze mozliwa jest rekonstrukcja znaczgcych
fragment6w analizy w systemach predykatywnych. Wyniki w tym za-
kresie osiagnat Feferman (inspirowany ideami Weyla)*; takze bada-
nia w zakresie matematyki odwrotnej pokazuja, ze znaczacy fragment
klasycznej matematyki moze zosta¢ zrekonstruowany w systemach
predykatywnych. Godel nie odnosit si¢ explicite do tych wynikéw
(w wypadku wielu z nich byloby to zreszta niemozliwe, gdyz zostaly
uzyskane juz po §mierci Godla). Mozna jednak zada¢ sobie pytanie,
czy znajomo$¢ tych wynikoéw miataby znaczenie dla jego stanowiska.
Sadze, ze mozna postawié tezg, iz dla Godla fakty te nie mialtyby zna-
czenia. Zasadnicze bowiem znaczenie mial dla niego fakt istnienia
otwartych probleméw matematycznych — uwazal go za doniosty po-
znawczo i stanowigcy wystarczajacy motyw do wprowadzania nowych
metod i poj¢é. Sam fakt, Ze pewne fragmenty matematyki mozna zre-
konstruowaé w stosunkowo stabych systemach nie stanowityby dla
niego argumentu przeciwko przyjeciu bogatej ontologii mnogoscio-
wej. Godel stawial bowiem maksymalistyczne cele: rozwigzywanie ist-
niejacych probleméw matematycznych, a nie dokonanie rekonstrukcji
fragmentow matematyki z uzyciem mozliwie najstabszych Srodkow.
Dla Quine’a natomiast istotne poznawczo s3 tylko niektore pro-
blemy. ,,Rgkojmia” realizmu w odniesieniu do obiektdéw postulo-
wanych przez teori¢ matematyczng jest stosowalno$¢ tej teorii
w naukach empirycznych. Jesli instrumentarium matematyczne ko-
nieczne dla uprawiania nauk empirycznych mozna bytoby zrekon-

“ Szczegbdlowa prezentacje techniczng tych zagadnieh zawiera monografia: S. G.
Simpson, Subsystems of Second Order Arithmetic, %erlin 1999. Populare prezentacje
Czytelnik znajdzie np. w: R. Murawski Rozwdj programu Hilberta, Wiadomosci Mate-
matyczne 30(1993), 51-72, oraz: K. Wojtowicz, Realizm mnogosciowy, Warszawa 1999.
©Zob. K. Godel, The present situation in the foundations of mathematics, art. cyt., 50.
* Por. np. prezentacje w: S. Feferman, Infinity in Mathematics: Is Cantor Neces-
sary?, w: L'infinito nella scienza, red. G. T. Di Francia, Roma 1987, oraz: S. Fefer-
man, Why a Little Bit Goes a Long Way: Logical Foundations of Scientifically Appli-
cable Mathematics, w: S. Feferman, In the light of logic, New York 1998, 284-298.
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struowac np. w Z,, to przyjmowanie ontologii odpowiadajacej ZFC
bytoby pozbawione uzasadnienia.

3.4. PRAWDY MATEMATYCZNE A PRAWDY EMPIRYCZNE

Wedtug Quine’a faktycznie nie ma ostrej granicy pomig¢dzy zda-
niami matematycznymi a empirycznymi. Kryteria ich uznawania
maja wspdlne Zrddlo, jakim jest doSwiadczenie (r6znia si¢ one
stopniem ogolnosci 1 oddaleniem od ,,brzegu”, jakim s3 dane zmy-
stowe). Wedtug Godla natomiast zdania te s3 rézne, dotyczg roz-
nych skfadowych rzeczywistosci, jednak jest pewna analogia migdzy
naszymi do§wiadczeniami, jakie zbieramy w tych dziedzinach®. Ma
to zwigzek z ujeciem problemu analitycznoSci. Wediug Qu-
ine’a brak jest wyraznej granicy migdzy tymi zdaniami. Wedlug
Godla jest inaczej. Zdania matematyczne sa analityczne, jednak
Godel nadaje tu pojeciu ,,analityczno$ci” niestandardowy sens:
prawdy analityczne wynikaja z tresci pojg¢¢. Tym samym zdania ma-
tematyczne, inaczej niz empiryczne, sa prawdziwe na mocy wyste-
pujacych w nich pojeé. Takie stanowisko Quine oczywiScie odrzuca
—zdania matematyczne maja bowiem status podobny do statusu hi-
potez teoretycznych w fizyce.

Takie ujgcie oczywiScie ogranicza matematyke poprzez wigzanie
jej z danymi empirycznymi i przypisywanie jej roli wyjaSniania da-
nych. Godel natomiast akcentowal niewyczerpywalno$¢ matematy-
ki, jej bogactwo, mozliwo$¢ tworzenia coraz to bogatszych pojec
i silniejszych systeméw. O ile zatem Quine jest minimalistag — w tym
sensie, ze dopuszcza (tzn. uznaje za zinterpretowang) tylko tyle
matematyki, ile jest to konieczne dla potrzeb nauki, o tyle Godel
lokuje si¢ na przeciwleglym kraficu — pomijajac analizy zwigzane
z rola matematyki w naukach przyrodniczych.

3.5. JAKA JEST ROLA METAFIZYKI?

Godel i Quine wykazuja zasadniczo rdzne nastawienia jesli cho-
dzi o tradycyjng problematyke metafizyczng. Quine ogranicza si¢
do sformulowania technicznego kryterium, ktore pozwala na usta-
lanie, jakie zobowigzania ontologiczne niesie za sobg przyjecie da-
nej teorii T. Jawnie twierdzi iz ,tradycyjna metafizyka nie ma we

* Carnap, jeszcze inaczej niz Godel i Quine sadzi, Ze pomigdzy zdaniami empi-
rycznymi i matematycznymi istnieje ostra granica, i nie ma mi¢dzy nimi analogil.
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mnie obroficy”*. Jego analizy ontologiczne nie majg na celu ozy-
wienia dawnej tradycji. Zupelnie inne jest tu nastawienie Godla.
Gadel deklaruje wiarg w zasadno$¢ stawiania glebokich pytan me-
tafizycznych — dotyczacych nie tylko filozofii matematyki, ale meta-
fizyki w ogole.

Filozofia powinna - wedtug Godla — zajmowac si¢ problemami
podstawowymi i by¢ uprawiana w sposob precyzyjny, cho¢ nieko-
niecznie techniczny. Godel stawiat sobie ambitny cel ~ chcial stwo-
rzy¢ system metafizyczny, zbudowany na wzor systemow aksjoma-
tycznych. Konstrukcja tego systemu miata przebiega€ poprzez zna-
lezienie pierwotnych poje¢ i aksjomatow, ktore je opisujg. Godel
przyznawal, ze filozofia jest na razie w stanie »niedorozwinigtym™,
1 ze sam nie jest w stanie nada¢ swoim rozwazaniom precyzyjnej
postaci. Wydaje si¢ on by¢ w tej kwestii optymista; Swiadczy o tym
np. jego stwierdzenie, ze projekt stworzenia characteristica univer-
salis Leibniza nie byl czystg utopia®.

W nauce i filozofii nowozytnej brak jest — wedlug Godla — poste-
pu w autentycznym rozumieniu. Ograniczamy si¢ bowiem do zbie-
rania informacji, rezygnujac z poznania natury rzeczywistosci®. To
stanowi poczatek konca nauki teoretycznej i prowadzi do wyrugo-
wania problematyki metafizycznej, do pesymizmu poznawczego,
potaczonego ze sceptycyzmem, plytkim scjentyzmem i materiali-
zmem. Tego typu stanowiska (charakterystyczne — wedlug niego -~
dla neopozytywizmu) Godel zalicza do grupy ,,antymetafizycznej”.
Sam natomiast jest zwolennikiem grupy ,,metafizycznej” — tj. tych
stanowisk, w ramach ktorych prowadzi si¢ analizy metafizyczne
i teologiczne.

Godel podat swoistg klasyfikacj¢ stanowisk filozoficznych w za-
leznosci od tego, na ile gigboko staraja si¢ one wnika¢ w ,,naturg
rzeczywistosci”: ,,Sadze, ze najbardziej owocnym schematem klasy-
fikacji stanowisk Swiatopogladowych jest ich podzial ze wzgledu na
stopiefl podobieiistwa lub odwrocenia si¢ od metafizyki (lub reli-

“W. V. O. Quine, O poglgdach Carnapa na ontologig, thum. z ang. B. Stanosz, w:
Empiryzm wspdlczesny, dz. cyt., 163.

7 K. Godel, Some basic theorems on the foundations of mathematics and their
implications, art. cyt., 311.

* Tenze, Russel’s Mathematical Logic, art. cyt.

® Tenze The modemn development of the foundations of mathematics in the light
of phtlosophy, art. cyt., 377.



58 MATERIALY [30]

gii). W ten spos6b natychmiast otrzymujemy podzial na dwie gru-
py: po jedne;j stronie materializm, sceptycyzm, pozytywizm, po dru-
giej spirytualizm, idealizm i teologia. Od razu widoczne s3 réwniez
réznice stopnia w tym ciggu, mianowicie sceptycyzm jest oddalony
od teologii jeszcze bardziej niz materializm, podczas gdy z drugiej
strony idealizm, np. w swej panteistycznej postaci jest ostabieniem
teologii we wlasciwym rozumieniu tego stowa”*.

Oczywidcie, stanowisko Quine’a jest tu zdecydowanie rézne —
deklarowat si¢ jako naturalista. Stanowisko to okresla za§ w sposob
nastepujacy: ,Naturalizm: uznanie, ze rzeczywisto$¢ jest identyfi-
kowana i opisywana w nauce, a nie w jakiej$ uprzedniej wobec niej
filozofii”*'. Quine odrzuca wigc tezg, iz punktem wyj$cia moze by¢
filozofia pierwsza. Granica migdzy filozofig a nauka jest plynna,
a punktem wyjScia analiz filozoficznych powinny by¢ nauki przy-
rodnicze.

3.6. PROBLEM AKSJOMATU KONSTRUOWALNOSCI

Czytelng ilustracjg réznic w stanowiskach Godla i Quine’a jest
ich stosunek to aksjomatu konstruowalnosci (V=L)®.

Godel, po udowodnieniu metoda zbioréw konstruowalnych nie-
sprzecznosci hipotezy continuum z pozostalymi aksjomatami teorii
mnogosci, poczatkowo skionny byl uzna¢ aksjomat konstruowal-
noSci za naturalne uzupetnienie aksjomat6éw teorii mnogosci, dla-
tego w szczegdlnosci sktonny byt zaakceptowac wynikajaca z niego
uog6lniona hipotez¢ continuum. ,Zdanie A (tj. V=L) dodane ja-
ko nowy aksjomat wydaje si¢ stanowi¢ naturalne uzupetnienie ak-
sjomat6w teorii mnogosci w tym sensie, Ze precyzuje niejasne po-
jecie dowolnego zbioru nieskoficzonego w okre§lony sposob”.
Pézniej jednak zmienit zdanie, skianiajac si¢ ku odrzuceniu hipo-

 Tamze, 374.

' W. V. O. Quine, Rzeczy i ich miejsca w teoriach, tlum. z ang. T. Szubka, w: Me-
taﬁzzyka w filozofii analitycznej, red. T. Szubka, Lublin 1995, 49.

% Jest to aksjomat ktory — swobodnie méwiac — glosi, iz istnieja tylko zbiory
explicite definiowalne. Na kazdym kroku tworzenia hierarchii kumulatywnej ogra-
niczamy si¢ nie do ws?'stkich podzbioréw dotychczas skonstruowanego fragmen-
tu tej hierarchii, ale jedynie do podzbioréw definiowalnych w terminach obiektow
skonstruowanych uprzednio.

3 K. Godel, The consistency of the axiom of choice and of the generalized conti-
nuum hypothesis, Proceedings of the National Academy of Sciences USA
24(1938), 557.
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tezy continuum - i tym samym takze aksjomatu konstruowalnosci.
Godel zauwaza, ze jedyny znany dow6d CH odwoluje si¢ do aksjo-
matu konstruowalnosci (V=L), ktéry ogranicza uniwersum zbio-
réw do zbioréw definiowalnych w pewien okre§lony spos6b*. Na-
rzucanie tego typu ograniczefl na uniwersum zbiorow nie jest jed-
nak uzasadnione®.

Odmienne jest tu zdanie Quine’a. Quine wyraza opinig¢ iz
V=L jest eleganckim, ekonomicznym aksjomatem. Dla potrzeb
matematyki stosowanej wystarczy matematyka uprawiana przy za-
lozeniu V=L. Ten aksjomat maksymalnie ogranicza uniwersum

229

zbioréw — zaréwno ,,na szeroko$¢” (istnieja tylko obiekty definio-
walne), jak i ,na wysoko$¢” (nie istniejg zbyt duze liczby kardynal-
ne*). Tym samym V=L winien zosta¢ przyjety z powoddw ,,ontolo-
gicznej ekonomii”, gdyz ,pozwala on zapobiec niepotrzebnym
wzlotom wyzszej teorii zbiorow™?.

* K. Godel, What is Cantor’s Continuum Problem?, art. cyt.

% Motyw ten jest cz¢sto obecny w argumentacji przeciwnikéw aksjomatu kon-
struowalnosci. Czgsto wskazujg oni na jego restryktywno$¢. Zarzut, jaki czgsto
wysuwa si¢ wobec aksjomatu konstruowalnosci, odnosi si¢ m. in. do faktu, ze
ogranicza on pojecie podzbioru liczb naturalnych. W mysl aksjomatu konstru-
owalnogci istnieja bowiem jedynie definiowalne podzbiory w. (Opini¢ taka wyra-
Za np. Moschovakis w: Y. Moschovakis, Descriptive Set Theory, Amsterdam %80,
610). Wielu matematykéw uznaje to ograniczenie, uniemozliwiajace uznanie ist-
nienia ,wszystkich zbioréw pojawiajgcych sie na danym etapie tworzenia uni-
wersum” za nieuzasadnione. Zob. F R. Drake, Set theory. An introduction to lar-
ge cardinals. Amsterdam 1974, 131. Podobng opini¢ wyraza Foreman, wedlug
ktorego aksjomat konstruowalnosci jako restryktywny nie uwzglednia ,,wszelkich
mozliwych zachowari zbioréw lub innych obiektéw matematycznych”. M. Fore-
man, Generic large cardinals: new axioms for mathematics?, w. Documenta Ma-
thematica, Jahrbuch der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Proceedings of the
International Congress of Mathematicians. Vol. II, Berlin 1998, 13. Maddy stawia
tezg, ze V=L sytuuje si¢ w pewnym szczegblnym nurcie my$lenia o matematyce,
ktéry Maddy nazywa definabilism (nazwg t¢ mozna - niedoskonale — przettuma-
czyé uzywajac neologizmu ,definionizm”). W mysl tego stanowiska jedyne
obiekty dopuszczalne w matematyce to obiekty explicite definiowalne. Definio-
nizm Maddy nazywa ,zdyskredytowang maksyma metodologiczng”. P. Maddy,
Does V equal L?, Journal of Symbolic Logic 58(1993), 41. Aksjomat konstru-
owalnosci lokuje si¢ jednak w ,,definionistycznym paradygmacie”. Tym samym
nalezy go odrzuci¢.

% Aksjomat konstruowalnosci }est sprzeczny z istnieniem liczby mierzalnej
Zob. D. Scott, Measurable cardinals and constructible sets, Bull. Acad. Polon. Sci.
9(1%61), 521-524.

"'W. V. O. Quine, Na tropach prawdy, tlum. z ang. B. Stanosz, Warszawa 1997, 146.
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PODSUMOWANIE

Zaréwno Godel, jak i Quine byli zwolennikami realizmu mate-
matycznego. Jednak opierali swoje stanowiska na zupeinie innych
argumentach, i nadawali mu inng postaé. R6znice dotycza zaréwno
ich stanowiska metafilozoficznego, jak i konkretnych rozstrzygnie¢
dotyczacych postaci realizmu. Nie jest jasne, czy — i w jaki spos6b —
mozliwe jest jakie§ ,,uwspélnienie” tych stanowisk i czy mozliwe
jest sformutowanie jakiejs ,,kompromisowej” wersji realizmu®.

JERZY DADACZYNSKI

SKEADOWA KONCEPTUALISTYCZNA
W PRZEDFREGOWSKICH PODSTAWACH MATEMATYKI

Do potowy XIX wieku przestrzen pogladdw filozoficznych, ktdra
stanowifa baze zalozeniowg dla konstrukcji teorii naukowych, byta
zasadniczo zdominowana przez dwa gtéwne nurty. Z jednej strony
byl to krytyczny idealizm typu niemieckiego, ktory inspirowal wiele
odmian psychologizmu. Na drugim biegunie dominowaly: empi-
ryzm, pozytywizm i materializm, zawdzigczajace Swa pozycje rozwi-
jajacym si¢ burzliwie naukom przyrodniczym, w ktérych doniosla
rol¢ odgrywal wowczas eksperyment.

Uwaza si¢ zarazem, ze zaden z tych kierunkdw filozoficznych nie
gwarantowal stosownego zaplecza ontologicznego i epistemolo-
gicznego naukom logiczno-matematycznym w drugiej potowie
XIX wieku. Przekonanie to wyprowadza sie z tezy, ze dla matema-
tykow owego okresu wyniki tych nauk mialy charakter obiektywny,
powszechnie obowigzujgcy, zatem nie wolno ich bylo uzaleznia¢ od
immanentnych uwarunkowan ducha oraz od subiektywnych struk-
tur ludzkich proceséw my§lenia i przedstawiania'.

* Probe taka podejmuje Maddy w pracy: P. Maddy, Realism in mathematics,
New York, 1990 - jest jednak watpliwe, czy proba ta jest udana.

! Por. R. Carls, Idee und Menge. Der Aufbau einer kategorialen Ontologie,
Miinchen 1974, 22-24.



