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Wstep. 1. Charakterystyka syntaktyczna klasycznej logiki II rzedu z identyczno-
scia (L,). 2. Semantyczne ujecia logiki L, 3. Sprowadzenie logiki L, z semantyka
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wanych nad logika L,. 5. Twwierdzenie o zwartoSci dla logiki L,. Zakoficzenie.

WSTEP

Powstanie roznorodnych systemOw formalnych jest powodem
duzego usprawnienia przeprowadzanych rozumowahn na gruncie
nauki a w tym réwniez filozofii. Formalizacja teorii i rozumowan
napotyka jednak na rozmaite trudnoSci. Wyniki prac K. Gdédla
z 1930r. wskazuja na problemy zwigzane z dowodliwoscig zdan
prawdziwych nieKtérych teorii nadbudowanych nad logikg pierw-
szego rzgdu oraz systemow logicznych bedgcych jej rozszerzeniem,
a takze na nieistnienie modeli dla pewnych teorii niesprzecznych
Do systeméw posmdajqcych powyzsze wlasnosci zalicza si¢ rOwniez
przed%taw1ana W niniejszym artykule logika druglego rzedu. Znajo-
mo$¢ mozliwosci i ograniczen tej logiki mozna uznaé za niezbedna
do wtadciwego jej wykorzystywania jako narzedzia w zastosowaniu
do teorii filozoficznych. Bogactwo semantycznych zalozeh logiki
drugiego rzedu, umozliwiajacych mowienie na jej gruncie o wlasno-
$ciach przystugujacych wlasnosciom bytow oraz rozwazanie pojec
ekstensjonalnych pozwalaja w sposob precyzyjny mowié np. o po-
wszechnikach, kategoriach, przyczynowosci itd.

W artykule przedstawiamy dwa ujecia semantyczne dla logiki
drugiego rzgdu. Analiza podstaw obydwu uje¢ semantycznych,
a takze warstwa dowodowa dotyczaca niektorych wtasnosci metalo-
gicznych zdaje si¢ uwyraznia¢ migdzy innymi zalezno$ci miedzy ilo-
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Scig 1 budowa modeli logiki drugiego rzedu, a wyrazalnoscia na jej
gruncie pewnych pojeé, ktérych nie mozna wyrazié w jezyku
pierwszego rzedu.

W wielu publikowanych pracach dotyczacych rozwazanej logiki
zaklada sig, ze w jej modelach dysponujemy wraz z uniwersum in-
dywiduéw (U,) rowniez rodzinami wszystkich podzbioréw uniwer-
sow typu U,” (gdzie n jest dowolna liczbg naturalng). W ramach ni-
niejszej pracy bedzie si¢ takze bra¢ pod uwage szerszg klas¢ mode-
li. Cz¢s¢ pierwsza dotyczy wspolnej dla obydwu podejsé, podstawy
syntaktycznej. W czgécl drugiej, ograniczajac pojecie struktury dru-
giego rzedu, wprowadzimy terminy: struktura ogolna i struktura gtow-
na, w oparciu o ktére budowaé bedziemy semantyki, odpowiednio:
ogblna oraz gtéwna. W ramach czgsci trzeciej przedstawimy pewne
sprowadzenie jezyka drugiego rzedu do jezyka pierwszego rzedu.
Twierdzenia podane w cz¢$ci trzeciej umozliwig wykazanie niekate-
gorycznodci pewnych teorii drugiego rzedu na gruncie semantyki
ogdlnej (4) oraz posiadanie wiasnosci zwartoSci przez logike dru-
giego rz¢du na gruncie tegoz ujecia semantycznego (5). Odniesie-
my réwniez te wlasnoSci oraz wlasnosci z nimi zwigzane do logiki
drugiego rzedu z semantyka gtéwna.

1. CHARAKTERYSTYKA SYNTAKTYCZNA
KLASYCZNEJ LOGIKI II RZEDU Z IDENTYCZNOSCIA (L,)

Na alfabet branego pod uwage jezyka predykatow pierwszego
rzgdu Alf (J,) skiadajg si¢: symbole logiczne (~, —, A, v, ¢>); sta-
le indywiduowe (a, b, ¢, a,, a,, a,....); zmienne indywiduowe (X, y,
Z, Xy, Xy, X5...); stale predykatowe (P, Q, R, P, P, P,..); kwantyfika-
tory wigzace zmienne indywiduowe: ogolny (V)i szczegolowy @;
nawiasy.

Alfabet jezyka drugiego rzedu Alf (J,) otrzymujemy, dodajac do
alfabetu jezyka pierwszego rz¢du zmienne predykatywne (X, Y, Z,
X,, X, X,...), a takze nowe kwantyfikatory wigzace te zmienne:
ogodlny (V) i szczegbtowy (3)'.

' Na zbiory symboli pozalogicznych wchodzacych w skiad alfabetow Alf (J)) i Alf (J,) na-
kiadamy standardowe warunki. Zaktadamy, ze stalych pozalogicznych jakiegokolwiek typu
jest przeliczalnie wiele. Dopuszczamy przy tym, aby statych nazwowych byta skoficzona
1lo$é, wigczajac w to przypadek, gdy w ogdle nie ma ich w jezyku. Zbior stalych predykato-
wych réwniez moze mie¢ skoficzong ilo$¢ elementdw, jednak w przypadku jezyka pierwsze-
go rzedu musi by¢ niepusty. Zmiennych natomiast jest nieskoficzenie przeliczalnie wiele.
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Ze wzgledu na to, ze w artykule bedziemy moéwi¢ o systemach
formalnych z identycznoScia, zaktadamy, ze w alfabetach jezykow
znajduje si¢ rowniez stala predykatowa ,,=". Ponadto, w konkret-
nych przyktadach mozemy uzywac standardowo stosowanej symbo-
liki na gruncie matematyki np. dla predykatu wigkszosci (>), czy
mniejszosci (<).

Z sy mbolami predykatowymi zwigzane jest pojecie argumento-
wosci®. Jednak w sytuacjach, w ktorych nie bedzie to prowadzito do
nieporozumien, bedziemy niekiedy pomija¢ informacj¢ dotyczaca
tego, ilu argumentowy jest dany symbol predykatywny.

Pojecia, stuzace okresleniu jezyka pierwszego rzedu (J,) oraz jezy-
ka drugiego rzedu (J,) oraz pojecia z nimi zwigzane, bgdziemy rozu-
mie¢ w standardowy sposob. Naleza do nich: formula poprawnie zbu-
dowana (formuta sensowna, formuta), formula atomowa, term, zmien-
na zwigzana przez kwantyfikator, zasigg kwantyfikatora, zmienna zwig-
zana w danej formule ¢ oraz zmienna wolna w @' Nalezy pamigtac
jednak, ze dane pojgcie dotyczgce jezyka J, jest rozszerzeniem odpo-
wiadajacego mu pojecia zdefiniowanego dla jezyka J,.

W aksjomatycznym ujeciu rachunku predykatow pierwszego rze-
du z identyczno$cig? (L,) w jego inwariantnej wersji schematami ak-
sjomatéw sg schematy aksjomatéw klasycznego rachunku zdan, ak-
sjomaty identycznosci® oraz:

(RP1) Vx, ¢ — ¢ [x/t], gdzie t jest dowolnym termem,

(RP2) ¢ — 3x; @,

(RP3) Vx, (¢ — V) = (¢ — Vx, y), gdzie x; nie jest zmienng wol-
nawao,

? Funkcje argumentowosci ArgJ1 (dla jezyka pierwszego rzedu) oraz ArgJ2 (dla je-
zyka drugiego rzgdu) przyporzadkowuja kazdemu symbolowi predykatywnemu liczbg
naturalng oznaczajaca ilo$¢ jego argumentow.

* Zob. L. Borkowski, Wprowadzenie do logiki i teorii mnogosci, Lublin 1991, 83-88
oraz 136-139; H. B. Enderton, A second order logic, w: A mathematical introduction to
logic, New York 1972, 268-289.

* Zamiast mowié o rachunku predykatéw i-tego rzedu z identycznoscia (i=1,2) be-
dziemy zamiennie mowié o logice i-tego rzgdu z identycznoscia. Czgsto tez bgdziemy
omija¢ w nazewnictwie fakt, ze w danym systemie formalnym dysponujemy predykatem
identycznosci z ustalonym znaczeniem.

* Aksjomaty te maja nastc;pujqcz; postaé: (I 1) aksjomat zwrotnosci: Vx; (x; = Xx,);
az aksjomat symetrycznosci: Vx, Vx; [(x; = x) = (x; = x)]; (I 3) aksjomat przechod-
niodci: Vx; Vx; ¥x, [(x; = x) A (x; = xl) - x; = xl)] a 4) aksjomat ekstensjonalnosci dla
1dentycznosa 1ndyw1duow (x; = x) = (9(x) © ©(x))), gdzie ¢ jest dowolng formut je-
zyka pierwszego rzedu.
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(RP4) Vx, (¢ — y) — (3Ix; ¢ = V), gdzie x; nie jest zmienng wol-
ng wy.

Zbior regul pierwotnych tworza®:

(1) regula odrywania dla implikacji (x,): ¢, ¢ — \y - o;

(2) reguta generalizacji (r,), 0 schemacie: (f—

Schematy aksjomatow klasycznego rachunku zdan oraz RP1-
RP4 sa réwniez schematami aksjomatoéw logiki drugiego rzedu
(L,). Oczywidcie, kazdemu z powyzszych schematéw odpowiadajg
poza formufami logiki L, rowniez i inne. Sg to formuly poprawnie
zbudowane zawierajgce zmienne predykatywne.

Aby wyznaczy¢ L, wprowadzamy nowe aksjomaty. Mozna powie-
dzieé, ze aksjomaty (RP5) — (RP8) sg rozszerzeniami odpowiednio
aksjomatow (RP1) — (RP4) na zmienne innego typu niz indywidu-
owe. 53 to:

(RP5) VX, ¢ — ¢ [X/1], gdzie T jest zmienng lub stalg predyka-
tywna oraz Arg (X,) = Arg (1),

(RP6) ¢ — 3X, o,

(RP7) VX, (¢ = y) = (¢ = VX, ), gdz1e X, nie jest zmienna
wolna w o.

(RP8) VX, (¢ = ¥) — (IX; ¢ — V), gdzie X, nie jest zmienng
wolng w .

Druga grupe¢ aksjomatdw stanowig zasadniczo nowe wyrazenia:

(RP9) 3X Vx,... VX, [X (X, Xy... X,) > O(X;... X,)], gdzie ¢ jest do-
wolng formulq J@zyka drugiego rzedu, o jedynych zmiennych wol-
nych x;.

(RPIO) Vx1 V. VX, (X (K Xy X)) 9 X (K X5 X)) = X = X,
gdzie X; oraz X; sg n—argumentowyml zmiennymi predykatowymi, n —
dowolnq liczbg naturalng’.

Wyrazenie (RP9) jest schematem, ktéremu odpowiada nieskoil-
czona ilo§¢ zdan jezyka drugiego rzedu. Zdania te nazywane s po-
stulatami definicyjnymi. Wyrazenia otrzymane ze schematu RP10
zwane s3 aksjomatami ekstensjonalnosci. Dysponujac tym sche-
matem, nie musimy wprowadzac (I1) — (I4) aby okreslic identycz-
no$¢ miedzy indywiduami. Mozna ja bowiem wprowadzi¢ do syste-
mu za pomocg nast¢pujgcej definicji:

X =y e VX (Xx & Xy).

¢ Znak: |- jest uzywany na oznaczenie konsekwencji syntaktyczne;.
" Zob. L. Borkowski, dz. cyt., 136.
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Mozliwo$¢ definicyjnego ustalenia znaczenia identycznoSci indy-
widudéw $wiadczy o wigkszych ekspresyjnych mozliwoSciach syste-
mu L, w stosunku do L;.

Zbior regul pierwotnych dla rachunku predykatow drugiego rzedu
réwniez powigksza si¢ W stosunku do zbioru regut przedstawionego
wezeSniej. Dodana zostaje tylko jedna reguta ~ regula generalizacji (r,)
dla zmiennych predykatywnych. Ma ona zatem nastepujaca postac:

(1) & (X) VX 9(X)).

Z aks;omatycznym ujeciem logiki zwigzane sa wazne pOJe;cna syn-
taktyczne, takie jak: teza, dowdd, dowodliwos¢, inferencja, konse-
kwencja syntaktyczna itd. Terminow tych uzywaé bedziemy, nadajac
im standardowe znaczenie®.

Definicja 1

Zbi6r formut @ jest teoria nadbudowana nad logika L, (i=1,2)
wtedy i tylko wtedy, gdy zbidr jego konsekwencji syntaktycznych,
Cn,, réwny jest zbiorowi @.

2. SEMANTYCZNE UJECIA LOGIKI L,

H. B. Enderton podaje dwa rodzaje struktur relacyjnych, do kto-
rych mozna odnie$¢ rachunek predykatow drugiego rzedu’. Pogo-
rzelski nazywa modele zdan w pierwszym z uje¢ modelami gléwny-
mi”. Analogiczne, odpowiednie struktury nazywac be¢dziemy struk-
turami gléwnymi, interpretacje — interpretacjami glownymi, a calg
semantyke — semantyka gléwna. Z kolei, modele zdan w drugim uje¢-
ciu nazywane sa przez H. B. Endertona modelami ogdlnymi. Stad,
podobnie jak w poprzednim przypadku, bedziemy mowic o struktu-
rach lub interpretacjach ogélnych, a takze o semantyce ogélnej".

Chcqc wprowadzi¢ pojecia struktwy glownej oraz struktury ogol-
nej dla logiki L,, okreslimy najpierw szerszg klase struktur relacyj-
nych niz te, ktére odpowiadaja powyzszym pojeciom.

8 Zob. M. Porebska, W. Suchof, Klasyczny wezszy rachunek predykatow, w: Elemen-
tarne wprowadzenie w logike formalng, Warszawa 1991, 189-231.

*Zob. H. B. Enderton, art, cyt., 268-289.

* Nazwa ta bierze sig prawdopodobnie z tego, ze moéwige o modelach dla zdaf logi-
ki drugiego rzgdu, mamy za zwyczaj na mysli wia$nie modele pierwszego rodzaju.

" Zob. G. S. Boolos w artykule O logice drugiego rzgdu nazywa semantyke gléwna,
semantykg standardows lub, wymiennie, peina. Cheac jednak utrzymac jednolito¢ na-
zewnictwa bedziemy sie trzymad nazwy ,semantyka gtowna”.
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Rozwazmy struktury relacyjne o postaci:

S, = < U, {U,: UsP(U oraz n € N}, {u, u,... u.}, {=, R
R,,..., R} >, przy czym: k, 1 € (N U {0}); U, jest dowolnym niepu-
stym zbiorem; u,, u,... v, sa wyréznionymi elementami uniwersum
Uy Ry, R,,.., R; 53 relacjami, przy czym, jesli relacja R, jest n — argu-
mentowa, to nalczy ona do uniwersum U

Odniesienie jezyka drugiego rzedu do tak okreS§lonej struktury
relacyjnej powoduja funkcja interpretujgca oraz wartosciowanie.

Definicja 2

Interpretacja jezyka drugiego rzedu jest uporzadkowana para
M, = < §,, IntJ,>, gdzie IntJ, jest funkcjg spelniajacg nastgpujace
warunki:

(a) IntJ, przyporzadkowuje kazdej statej indywiduowej, element
uniwersum Uy, znajdujacy si¢ w zbiorze indywidudw wyrdznionych.
Wtedy gdy stalej: a, odpowiada element u;, wowczas bedziemy
symbolicznie pisaé: Int]J, (a;) = u,, gdzie i {1, 2,..., k}.

(b) IntJ, przyporzadkowuje kazdej n-argumentowej statej predy-
katowej, n-argumentowa wyrdzniong relacje, a predykatowi iden-
tycznosci — relacje identycznodci. Oznaczajac przez R, relacje przypo-
rzgdkowang stalej: P, przez funkcje IntJ,, zapiszemy to symbolicz-
nie: Int]J, (P,) = R, gdzie Arg), (P,) = ArgJ,(R) orazie {1, 2,.,1}.

Definicja 3

Funkcja v jest warto$ciowaniem (funkcja wartoSciowania) wtedy
i tylko wtedy, gdy spetnia warunki:

(1) kazdej zmiennej nazwowej, X;, przyporzadkowuje pewien ele-
ment uniwersum U, a n-argumentowe] zmiennej predykatowej X,
n- argumentowy relacje R, ze zbioru U,. Symboliczny zapis: v (x,) =
yorazv (X)) = R,

(2) kazde] stale] nazwowej lub predykatowej przyporzadkowuje
warto$¢ funkeji IntJ,, czyliv (a,) = IntJ, (a)) oraz v (P,) = IntJ, (P,).

Pojecie spelniania zdefiniujemy natomiast nastgpujaco:
Definicja 4

Niech dana bedzie interpretacja M, jezyka J, oraz wartoSciowanie v.
Woéwczas:

2 Symboliczny zapis zbioréw potggowych branych tu pod uwage: P(U_").
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(1) formuta atomowa o postaci: P, (t,, t,,..., t,) lub X (t,, t,,..., t)
jest spetniona przez wartoSciowanie v, wtedy i tylko wtedy, gdy
(v(t), v (t),..., v (t,)) € R;, gdzie R, jest relacjg przyporzadkowana
stalej lub zmiennej predykatowej, wystepujacej w danej formule,
przez funkcj¢ v. Zapisujemy wtedy symbolicznie: 'P, (t, t,..., t,)! €
Sat (v, M,), wzglednie "X, (t,, t,,.., t,)| € Sat (v, M,);

(2a) formuta: ¢ — w, jest spetniona przez wartoSciowanie v wte-
dy i tylko wtedy, gdy ¢ nie jest spetniona przez v lub y jest spelnio-
na przezv.

Mozna to inaczej zapisa nastgpujaco:

[fo — w' e Sat (v, M,)] «> [¢ ¢ Sat (v, M,) lub y € Sat (v, M,)];

(2b)[[o v ' € Sat (v, M,)] > [p € Sat (v, M,) lub y e Sat (v, M,)];

(2¢) [ @ Ay! € Sat (v, M,)] <> [p e Sat (v, M,) iy e Sat (v, M,)];

2d) [ <> ' e Sat (v, M,)] & [¢ € Sat (v, M,) wtedy i tylko
wtedy, gdy v € Sat (v, M,)];

(3a) formuta: 3x, @, (lub IX; ¢, gdzie ArgJ, (X;) = n), jest spel-
niona przez warto§ciowanie v wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje war-
to$ciowanie w roéznigce si¢ co najwyzej przypisaniem elementu uni-
wersum U, (lub U,) dla zmiennej x; (lub X)) takie, ze formuta ¢ jest
spelniona przez wartoSciowanie w.

Zapisujemy to rowniez inaczej:

Fx ¢ 'e Sat (v, M,) <> ¢ € Sat (w, M,) dla pewnego w/ x,

lub, w Przypadku kwantyfikowanej zmiennej predykatowe;j:

(X, ¢ 'e Sat (v, M,) &> ¢ € Sat (w, M) dla pewnego w/ X,

(3b) formuta: Vx, ¢ (lub: VX, ¢, gdzie Argl, (X;) = n), jest spel-
niona przez warto§ciowanie v wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
warto$ciowania w rOznigcego si¢ co najwyzej przypisaniem elemen-
tu uniwersum U, (lub U,) dla zmiennej: x; (lub X)), formula ¢ jest
spelniona przez wartoSciowanie w.

Zapisujemy to réwniez jak nastepuje:

'Vx, ¢ Te Sat (v, M,) & ¢ € Sat (w, M,) dla kazdego w/x;

lub, w drugim przypadku:

'VX. ¢ e Sat (v, M,) <> ¢ € Sat (w, M,) dla kazdego w/X;

Wprowadzony termin spefniania jest podstawg dla poje¢ posia-
dajgcych zasadnicze znaczenie dla poréwnywania tresci zdan z rze-
czywistoscia, o ktorej moéwig. Chodzi tu o prawde przy danej inter-
pretacji, model zdania, model zbioru zdar itd.
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Definicja 5

Formula ¢ jest prawdziwa przy danej interpretacji M, wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy ¢ jest spelniona przez kazde wartoSciowanie v okreslo-
ne na zbiorze terméw jezyka J, oraz o zbiorze U, jako zbiorze warto-
Sci. O interpretacji M, méwimy wtedy, ze jest modelem formuly ¢.

Nie trudno zauwazy¢, ze jesli ¢ jest zdaniem, to jest ono prawdzi-
we w M, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wartoSciowanie v takie,
ze: ¢ € Sat (v, M,). Zbior wszystkich zdaf prawdziwych w M, be-
dziemy oznaczac jako: E (M,).

Podobnie jak model zdania, okresla si¢ pojecie modelu zbioru zdari:

Definicja 6

Dana interpretacja M, jest modelem zbioru zdan @ wtedy i tylko
wtedy, gdy kazde zdanie z tego zbioru jest prawdziwe przy interpre-
tacji M,.

Roéwnowaznie mozna, wobec podanych definicji, powiedzieé, ze
dana interpretacja M, jest modelem zbioru zdan @ wtedy i tylko
wtedy, gdy jest modelem kazdego zdania bedacego elementem
zbioru .

Zwroémy uwage na to, ze do tej pory przedstawiliSmy odniesie-
nie semantyczne nie dla logiki drugiego rzedu L, (wprowadzonej
wczeéniej aksjomatycznie), lecz dla jej jezyka. Nie przy wszystkich
bowiem interpretacjach jezyka J, sa prawdziwe wszystkie aksjoma-
ty logiki drugiego rzedu. Natomiast na to, zeby dana interpretacja
M, byta modelem logiki L, muszg by¢ spetnione dwa warunki:

(1) wszystkie aksjomaty tej logiki sg formutami prawdziwymi w M,,

(2) reguly dedukcji nie wyprowadzajg poza zbior zdaf prawdzi-
wych w M,, czyli po zastosowaniu dowolnej reguly dowodzenia do
dowolnego zdania prawdziwego w M, otrzymane zdanie rowniez
nalezy do zbioru zdan prawdziwych w M,,.

Nietrudno, co prawda, wykazac, ze wszystkie podstawienia meta-
jezykowych formul wystepujacych jako aksjomaty logiki pierwszego
rzedu sg prawdziwe przy kazdej interpretacji jezyka J,. Podobnie
jest rowniez z aksjomatem ekstensjonalnoSci oraz aksjomatami
(RPS5) - (RPS), ktore wyrazaja wlasnosci kwantyfikatoréw okreSlo-
nych na zmiennych predykatywnych. Reguta odrywania oraz reguly
generalizacji nie wyprowadzajg poza zbior zdaf prawdziwych przy
danej interpretacji. Zatem obydwa podane warunki bylyby spetnio-
ne dla rachunku predykatéw drugiego rzedu z identycznoScia, gdy-
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by kazda interpretacja jezyka drugiego rzedu byla modelem dla
wszystkich postulatéw definicyjnych (RP9). I tego wlasnie nie moz-
na powiedzie¢ o dowolnej interpretacji jezyka J,. Rozwazmy naste-
pujace postulaty definicyjne:

(1) IX VX [X (x) & (x =X)];

(2) IX VX [X (X) & ~(x =X)];

(3) IX[X (x) &~ (V)];

(4) IX V¥ [X (x) < (¢ (x) v ¥ (x))];

(5) IX VX [X (%) > (0 () A ¥ (x))].

Ze wzgledu na to, ze kazdy element uniwersum indywiduowego
jest identyczny sam ze soba nalezy wnioskowaé, ze prawdziwo$é
zdafi (1) oraz (2) przy danej interpretacji wyznacza istnienie zbioru
petnego U, oraz zbioru pustego, w uniwersum U, odpowiadajacej
jej struktury relacyjnej. Podobnie, na mocy prawdziwosci (3) — (5),
wraz ze zbiorami wyznaczonymi przez formuly: ¢, v do uniwersum
U, muszg naleze¢ ich dopelnienia do zbioru petnego U, a takze
teorio-mnogosciowe sumy i iloczyny zbioréw wyznaczonych przez ¢
oraz \y.

Oznacza to, ze postulaty definicyjne wyznaczaja cialo zbiorow,
a takze, ze uniwersum relacji jednoargumentowych (zbioréw) musi
zawieraC w sobie to cialo”. Podobnie, prawdziwo$¢ (przy interpre-
tacji M,) zdan:

(6) 3K Vx VY[X (x,) 3 VY (Y (5,¥) A ~Y (x, V)]

(7) 3X Vx VX (x,¥) & VY (Y (5 1) v ~Y (x, )]

(8) IX[X (5,y) & ~0 (5 Y];

(9) IXVx Vy [X (x,5) (9 (X,¥) vV (X, 1)];

(10) IX Vx Wy [X (5,1) © (9 (5,¥) A W (5 V)]

stanowi o tym, ze uniwersum relacji dwuargumentowych réwniez
musi zawiera¢ cialo zbioréw wyznaczone przez postulaty definicyj-
ne. Jak nie trudno zauwazy¢, taki sam warunek trzeba natozyé na
dowolne uniwersum U,,.

Zastanéwmy si¢ teraz nad nastgpujacym zagadnieniem: czy
prawdziwo$¢ wszystkich postulatow definicyjnych przy danej in-
terpretacji jest rownowazna temu, aby kazdy model tej logiki miat
jednoznacznie wyznaczone uniwersa U, przez zbioér indywidudw?

# Zob. J. Stupecki, K. Hatkowska, K. Pirog-Rzepecka, Logika i teoria mnogosci,
Warszawa 1978.
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Czyli, czy jest zawsze tak, ze U, jest zbiorem potegowym iloczynu
kartezjanskiego U,* dla n € N? Okazuje sig, ze odpowiedz na to
pytanie jest na og6l negatywna. Dotyczy to nawet takich przypad-
koéw, gdy aksjomaty logiki drugiego rzedu wyznaczajg bardzo sze-
rokg klas¢ rodzin zbioréw lub, moOwigc ogdlnie, rodzin relacji
o dowolnej iloSci argumentow. Zalozmy, ze w jezyku logiki dru-
giego rzgdu dysponujemy nazwami (a;, gdzie i, j € N) dla wszyst-
kich indywiduéw pewnego jej modelu. Wowczas tezami s zdania
0 postaci:

IXVx[X(x)¢> (x=2a,vx=a,V..vx = a,)],gdziek e N.

Zdania te zapewniajg istnienie, w U, wszystkich skofczonych
podzbioréw uniwersum indywiduowego tego modelu, klasa zbio-
réw definiowalnych w modelu (wyznaczonych przez postulaty de-
finicyjne) jest wigc bardzo szeroka. Gdyby éw model miatl skon-
czone uniwersum indywiduowe, wowczas kazda rodzina podzbio-
row U™ miataby skoficzong moc. To z kolei oznacza, ze wowczas
wszystkie elementy P (U,") bylyby definiowalne w modelu. Jednak
w przypadku, gdy U, jest przeliczalne nieskoficzone, nie zachodzi
réwnoS§¢ miedzy zadnym ze zbioréw U, oraz P (U). Roéwnosé
kazdej z takich par rodzin zbioréw stanowi co prawda warunek
wystarczajacy, ale nie jest on warunkiem koniecznym bycia mode-
lem postulatéw definicyjnych, a co za tym idzie - logiki drugiego
rzedu.

Analizujac pojecie modelu logiki L,, doszliSmy wigc do tego, ze
najmniejszym ograniczeniem, jakie mozemy nalozy¢ na struktury
ogdlne jest warunek prawdziwosci postulatéw definicyjnych. W ten
spos6b otrzymujemy pojecie interpretacji ogdlnej oraz struktury
ogdlnej:

Definicja 7

Interpretacja ogélng logiki drugiego rzedu, M,, nazwiemy taka
interpretacje M, jezyka drugiego rzedu, przy ktorej prawdziwe sa
wszystkie postulaty definicyjne, czyli zdania postaci:

IX Vx,... VX, [X, (%, X5 X)) € O(X;eo X,)]-

Struktur@ relacy]nz; odpow1ada]e;ceg mtepretaql ogoblnej nazwie-
my wowczas stroktura ogdlng i oznacza¢ bgdziemy symbolem S,,.
Mozemy zatem réwniez napisac: M = (S, IntJ,)

Na podstawie dotychczasowej analizy wiemy, ze klas¢ interpreta-
cji dla jezyka J, mozna ograniczy¢ jeszcze bardziej niz tylko do in-
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terpretacji ogdlnych, otrzymujac réwniez interpretacje logiki dru-
giego rzedu. Interpretacje nalezgce do tej nowej klasy nazwiemy
interpretacjami gléwnymi, a struktury relacyjne im odpowiadajgce
— strukturami gléwnymi. Klasa interpretacji ogdlnych jest nadzbio-
rem klasy interpretacji gléwnych.

Definicja 8
Struktura glowna nazwiemy taka strukture S,, w ktorej wszystkie
uniwersa U, dla n € N, sg zbiorami potegowymi o postaci P (Uy").

Oznaczajgc strukture gldwng jako S, otrzymujemy wowczas de-
finicje interpretacji gtowne;j:

Definicja 9:

Interpretacja gléwna logiki drugiego rzedu jest uporzadkowana
para: M, = (S;, Int],), w ktorej S, jest strukturg gléwna, a IntJ,
jest funkcja interpretujacay jezyk drugiego rzedu, J,.

Wprowadzili§my w ten sposob podwaliny dwoch réznych seman-
tyk dla logiki drugiego rzedu. Pierwsza z nich nazwiemy semantyka
ogolna, druga zas$ — semantyka glowna. W dalszej czesci pracy po-
kazemy, ze zachodzg zasadnicze réznice pomi¢dzy logika L, z se-
mantyka ogélna, a logika L, wyznaczong przez semantyke gtowng.
W tym rozdziale ograniczymy si¢ jednak do wprowadzenia apara-
tury pojeciowej przydatnej w dalszej czescei.

Oczywiscie pojecia spelniania, formuly prawdziwej przy danej in-
terpretacji 1 inne wprowadzone wczeSniej w odniesieniu do jezyka,
zachowujg swe znaczenie. Mozemy jednak teraz wprowadzi¢ nowe
pojecia, zwigzane bezpoSrednio z dang logika, a tylko poSrednio
zjej jezykiem. Mozemy, na przyktad, mowic o logicznej prawdziwo-
$ci formutly, a w szczegdlnoSci — zdania. Zbiory wszystkich formut
posiadajacych ceche logicznej prawdziwodci sg rozne w zaleznosci
od tego, czy bierzemy pod uwage interpretacje ogélne, czy giowne.
Dlatego tez nalezy odr6zni€ logiczng prawdziwos¢ na gruncie inter-
pretacji ogdinych od logicznej prawdziwosci na gruncie interpretacji
glownych.

Definicja 10

Dana formuta jest logicznie prawdziwa na gruncie interpretacji
ogélnych wtedy i tylko wtedy, gdy jest prawdziwa przy kazdej inter-
pretacji og6lnej M.
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Definicja 11

Dana formuta jest logicznie prawdziwa na gruncie interpretacji
glownych wtedy i tylko wtedy, gdy jest prawdziwa przy kazdej inter-
pretacji gléwnej M.

Podobnie ma si¢ rzecz rowniez z innymi terminami dotyczacymi
nie jednej struktury czy interpretacji, lecz pewnych ich klas. Nalezy
zatem wprowadzi¢ po dwie definicje dla poje¢ semantycznej konse-
kwencji zbioru formut (zdan) oraz semantycznego wynikania dane;
formuly (zdania) ze zbioru zdaf itd., w zaleznoSci od rodzaju inter-
pretacji, ktory bierzemy pod uwagg. I tak mamy:

Definicja 12

Formula (zdanie) ¢ wynika semantycznie ze zbioru zdafn @ na
gruncie interpretacji ogélnych wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy mo-
del M,, zbioru @ jest réwniez modelem zdania ¢.

Wymiennie bedziemy wéwczas mowié, ze ¢ jest konsekwencja
semantyczng zbioru @ na gruncie interpretacji ogélnych, i zapisy-
waé symbolicznie: @ &, ¢.

Zbidr wszystkich formul o podanej w definicji 12 wlasnoSci na-
zwiemy zbiorem konsekwencji semantycznych zbioru ® na gruncie
interpretacji ogélnych.

Definicja 13

Formutla (zdanie) ¢ wynika semantycznie ze zbioru zdafn ® na
gruncie interpretacji gléwnych wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy mo-
del M, zbioru @ jest rowniez modelem zdania @.

Moéwimy réwniez wtedy, ze ¢ jest konsekwencja semantyczng
zbioru ® na gruncie interpretacji glownych, i zapisujemy: @ = ¢.

Zbiér wszystkich formut o podanej w definicji 13 wlasnosci nazy-
wamy zbiorem konsekwencji semantycznych zbioru ® na gruncie
interpretacji gléwnych.

3. SPROWADZENIE LOGIKI L, Z SEMANTYKA OGOLNA
DO LOGIKI PIERWSZEGO RZEDU

Enderton podaje pewne przeksztalcenie logiki drugiego rzedu
w teori¢ opartg na logice predykatéw pierwszego rzgdu'. Naszki-

' Zob. H. B. Enderton, art. cyt., 277-281.
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cujemy to przeksztalcenie. Dany jest jezyk pierwszego rzedu,
ktory zawiera:

* zmienne i state indywiduowe wystepujace w jezyku drugiego
rzedu,

* kwantyfikatory ogdlne i szczegdtowe dla zmiennych indywidu-
owych,

* w miejsce stalych pozalogicznych P, w jezyku pierwszego rzedu
mamy state indywiduowe: b;;

* i+1 - argumentowe stale predykatywne €;

* dla kazdego rodzaju zmiennych, w jezyku pierwszego rzedu
niech istnieje nowa, jednoargumentowa stata predykatywna Q;: dla
zmiennych indywiduowych - Q,, dla jednoargumentowych zmien-
nych predykatowych— Q,, dla dwuargumentowych zmiennych pre-
dykatowych — Q, itd.

Wowczas mozna przyporzadkowaé formulom poprawnym jezyka
drugiego rzedu, formuly poprawne jezyka pierwszego rzedu oraz
modelom ogdlnym teorii T, modele pewnej teorii nadbudowanej
nad logika pierwszego rzedu w ten sposob, aby istniata wzajemna
odpowiednio$¢ zdan prawdziwych w modelach.

Oznaczmy funkcje przyporzadkowujaca formuly jako: f. Funk-
cj¢ t¢ okreslamy tak, zeby formutom atomowym jezyka odpowia-
daly formuly o mozliwie jak najmniej zmienionej postaci. Pewne
réznice dotyczg braku statych P, oraz zmiennych X, w rozpatry-
wanym jezyku pierwszego rzedu. W miejsce statych P, wstawiamy
symbole: b,, za§ w miejsce zmiennej pisanej duzg litera X, wsta-
wiamy zmienng indywiduowa, ale taka, ktéra w formule wyjscio-
wej nie wystepowala.

Aby moéc wyrdzniaé odpowiedniki formul atomowych jezyka
drugiego rzgdu, wprowadza si¢ stale predykatywne g, Mamy na
przyktad:

f(P, (%), %)) = &(by, x,,X,) oraz

(X, (x) =& (x,x). . _ L

Formuly zlozone zachowuja state logiczne. Dla przykladu, jezeli
¢ oraz y s3 formulami poprawnymi, to: f (~¢) = ~f (¢), nato-
miast: f (¢ A y) = £ (¢) A f (). Zasadnicza réznica wystepuje tylko
w formutach z kwantyfikacjg zmiennych. Jako, ze state Q, chcemy
rozumie¢ jako odpowiedniki okreSlenia rodzaju zmiennych, muszg
one wystgpowal w formulach z kwantyfikatorami. Jesli zmienna X;
jest dwuargumentowa, mamy:
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£(YX;9) = Vx (Q, (%) = £ (9));

f(3X; (p) 3x (Q, (x) A£(9)), przy czym w formule: f (¢) wystepu-
jex wszqdzw i tylko w tych miejscach, w ktorych w ¢ byta zmienna X..

Oczywiscie dla dowolnych stalych rodzaju Q; postepujemy po-
dobnie.

Podane przeksztalcenie posiada wlasnoSci wyrazone w nastgpu-
jacych twierdzeniach:

Twierdzenie 1

Dia kazdego modelu M, teorii T, istnieje model M, teorii pierw-
szego rzedu, wyznaczonej przez obrazy aksjomatéw wzgledem
funkcji f. W modelu tym dowolne zdanie f (@) jest prawdziwe, wte-
dy i tylko wtedy gdy odpowiadajgce mu zdanie ¢ jest prawdziwe
w modelu M. W modelu tym zawsze prawdziwe sa zdania o istnie-
niu dla kazdej stalej Q,elementu posiadajgcego te wiasnosc.

Twierdzenie 2

Istnienie modelu ogélnego teorii T, wynika z istnienia modelu
M, teorii wyznaczonej przez obrazy aksjomatéw wzgledem funkcji
f, o ile prawdziwe s3 w nim obrazy (wzgledem funkcji f) wszystkich
postulatéw definicyjnych.

Powyzsze cechy przeksztalcenia f sa bardzo przydatne do bada-
nia niektérych wiasnodci formalnych teorii drugiego rzedu z se-
mantyka ogdlna. Pozwalaja one, co zobaczymy w nast¢pnych roz-
dziatach, przerzuci¢ cigzar badania istnienia modeli na teorie
pierwszego rzgdu. Wiasnosci tych teorii byly gruntownie przeanali-
zowane i zostaly bardzo dobrze poznane w ramach badaf metalo-
gicznych oraz matematycznych.

4, KATEGORYCZNOSC NIEKTORYCH TEORII
NADBUDOWANYCH NAD LOGIKA L,

Pojecie kategorycznoSci danej teorii, jak wszystkie, ktore oma-
wiane bgda w niniejszym paragrafie, zwigzane jest z jej modelami.
Bez wzgledu na to nad jaka logika teoria jest nadbudowana, mozna
kategoryczno$¢ okresli¢, odwotujac si¢ do izomorficzno$ci pewnych
struktur relacyjnych, nastepujaco:

Definicja 14

Dana teoria jest kategoryczna, gdy wszystkie jej modele sg izo-
morficzne.
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Rachunek predykatéw pierwszego rzedu byl wnikliwie badany
i sformutowano w zwigzku z tym wiele twierdzen opisujacych wia-
snosci tej logiki. Wiemy, na przyklad, ze kazda niesprzeczna teoria
pierwszego rzedu ma model oraz ze zbior wszystkich zdan prawdzi-
wych przy danej interpretacji pierwszego rzedu jest niesprzeczny
i semantycznie zupelny. Znana jest rowniez wiasno$¢ nickatego-
rycznodci teoril pierwszego rzedu (o przeliczalnym zbiorze aksjo-
matéw) posiadajacych model nieskoficzony (czyli o nieskoficzonej
liczbie indywiduéw w uniwersum). Wynika to z nastgpujacego
twierdzenia:

Twierdzenie 3

Jesh dana teoria, oparta na logice pierwszego rzedu z identycz-
no$cia, ma model nieskoficzony, to ma tez modele o uniwersach do-
wolnie wysokiej mocy.

Wiedzac zatem, ze warunkiem koniecznym izomorficzno$ci mo-
deli jest rownoliczno$¢ ich uniwerséw wnioskujemy od razu, ze za-
wsze w takiej sytuacji istnieja modele nieizomorficzne. Zatem zad-
na teoria podanego typu nie jest kategoryczna.

Logika pierwszego rzedu posiada tez wlasno$¢ wyrazong
w twierdzeniu 4:

Twierdzenie 4 (Léwenheima - Skolema dla L, z identycznoscia):

Jesli dana teoria oparta na logice pierwszego rzedu z identycz-
no§cia ma model, to ma tez model przeliczalny.

Dla logiki drugiego rzedu z semantykg ogdlng formuluje si¢ od-
powiednik twierdzenia Lowenheima — Skolema:

Twierdzenie 5

Jesli dana teoria drugiego rzedu T, ma model ogéiny, to ma tez
przeliczalny model ogélny.

Dowod

W dowodzie twierdzenia 5 sformufowanym przez Endertona wy-
korzystuje si¢ wspomniane wczesniej przeksztalcenie logiki drugie-
go rzedu:

Zalézmy ze dana teoria T, ma model ogdlny. Wéwczas mozna go
przeksztalci¢ w model odpowiadajacej jej teorii pierwszego rzgdu
z identycznoScia T,. Poniewaz teoria T, ma model, to na podstawie
twierdzenia 4, T, ma przeliczalny model. Jako, ze teoria T, posiada
jako aksjomaty odpowiedniki aksjomatow logiki drugiego rzgdu, ten
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przeliczalny model mozna przeksztalci¢é w model ogélny teorii T,.
Pozostaje jedynie wykazad, ze uniwersum indywiduowe tego modelu
jest zbiorem przeliczalnym. Nalezy odnotowaé, ze zbidr ten skiada
sie z tych elementow, ktoérym przystuguje wlasno$é Q,. Stanowig one
jednak podzbidr przeliczalnego zbioru bedgcego uniwersum modelu
teorii T,, zatem tworza zbior przeliczalny. WykazaliSmy wiec, ze
otrzymany model ogdlny jest modelem przeliczalnym teorii T,.

Twierdzenie 5 mozna wykorzysta¢ do wykazania niekategoryczn-
oSci na gruncie semantyki ogolnej pewnych teorii drugiego rzgdu.
Niech bowiem dana teoria ma model ogdlny nieprzeliczalny. Zna-
czy to miedzy innymi tyle, Ze ma ona jaki$ model og6lny. Na pod-
stawie twierdzenia Lowenheima-Skolema ma wigc ona réwniez
przeliczalny model ogdlny. Zatem istnieja modele ogdlne tej teorii,
ktore maja rézne moce, a wiec nie sg izomorficzne. Z definicji teo-
rii kategorycznych wiemy natomiast, ze teoria posiadajaca model
nieprzeliczalny, nie jest kategoryczna. Nie mozna jednak na pod-
stawie tego samego twierdzenia stwierdzi¢ nie-kategorycznosci teo-
rii, o ktorych wiemy jedynie, ze majg ogdlny model nieskoficzony
przeliczalny. Mozna co prawda odwolaé sie¢ do odpowiedniej teorii
pierwszego rzgdu. Wowcezas ze wzgledu na istnienie jej modelu nie-
skonczonego wiemy na podstawie twierdzenia 3 o tym, Ze ma ona
modele dowolnej nieskoficzonej mocy. Dla kazdego z nich istnieje
model wyjSciowej teorii drugiego rzgdu, jednak o mocy tego mode-
lu wiemy tylko tyle, Ze jest ona nie wigksza od mocy modelu teorii.
pierwszego rzedu. Moze si¢ zatem zdarzy¢ tak, ze wszystkie modele
teoril drugiego rzedu beda mialy wszystkie uniwersa przeliczalne,
1 wowczas nie mozemy jeszcze powiedzied, ze wyjSciowa teoria ma
modele nie-izomorficzne. Nie znaczy to, co prawda, ze muszg one
by¢ izomorficzne tylko, ze nie mozemy, na tej podstawie co po-
przednio, wykazac braku przeksztaicenia bedacego izomorfizmem.

Przyktadem nie-kategorycznej teorii drugiego rzedu posiadaja-
cej nieizomorficzne przeliczalne modele ogdlne jest nieelementar-
na Peanowska arytmetyka liczb naturalnych z aksjomatem indukcji
wyrazonym w jezyku drugiego rzedu. Teoria ta nadbudowana jest
nad logikg T, z identycznoscia, a jej aksjomatami specyficznymi sg
nastepujace zdania:

(N1) Vx ~ (0 = S (x)),

(N2) Vx Vy (S (x) =S (y) »x =),

(N3) VX [X (0) A VX (X (x) » X (S (x)) = Vx X (x)].
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Modelem teorii Peano jest oczywiScie interpretacja, w ktérej uni-
wersum indywidudéw jest zbiorem liczb naturalnych N, symbolowi
,0” przyporzadkowujemy liczbe zero, a symbolowi ,,S”- relacje R=
{(k, k+1): ke N w {0}}, czyli relacj¢ nastepnika liczb naturalnych.
Zaktadamy roéwniez, ze wszystkie uniwersa poza idywiduowym sg
takie, aby interpretacja byla interpretacjg ogdlng, a przy tym zeby
nie byta gtéwna. Aby dowiesé, ze taka interpretacja istnieje, wystar-
czy za uniwersa U, przyja¢ najmniejsze rodziny relacji n-argument-
owych istniejacych na mocy postulatow definicyjnych. Jak juz weze-
$niej mowiliSmy, uniwersa takie sa zbiorami przeliczalnymi, ponie-
waz formul wyznaczajacych relacje jest przeliczalnie wiele.

Bardzo atwo jest w takiej sytuacji znalez¢ model, ktory nie jest
izomorficzny z wyzej okreSlonym. Aby go otrzymac wystarczy prze-
ksztalci¢ model juz podany w model gitéwny, czyli poszerzy¢ uni-
wersa relacyjne do zbioréw potgegowych postaci P (N*) (gdzie n €
N). Obydwa modele sa nie-izomorficzne, poniewaz ich izomorficz-
no$¢ pociagalaby rownoliczno$¢ odpowiednich uniwersow. Wiado-
mo jednak, ze w tej sytuacji uniwersa relacyjne drugiego modelu s
nieprzeliczalne jako rodziny wszystkich podzbioréw zbioréw N
Odpowiadajace im uniwersa modelu pierwszego sq natomiast zbio-
rami przeliczalnymi. Wiemy zatem, ze nieelementarna Peanowska
arytmetyka liczb naturalnych nie jest teoria kategoryczna, jesli bie-
rzemy pod uwage semantyke ogolna.

Zastandéwmy si¢ teraz nad modelami gléwnymi tej teorii. Wiele
podrecznikéw podaje dowdd twierdzenia, ze wszystkie interpreta-
cje glowne, przy ktorych prawdziwe sg aksjomaty (N1) - (N3), sa
izomorficzne z modelem podanym przez nas jako drugi. Polega on
na tym, ze wskazuje si¢ funkcje przeksztalcajaca elementy jednej
struktury relacyjnej w druga w taki sposob, aby zachowywala ona
odpowiednie elementy wyrdznione. Nastepnie dowodzi sig, ze
funkcja ta jest izomorfizmem obydwu struktur (interpretacii).
Oznaczmy opisany juz model jako Mg = (S, Int],), a dowolny inny
jako M= (8°;, Int’J,). W strukturze S, uniwersum indywiduowym
jest zbior liczb naturalnych N, za§ elementami wyréznionymi — licz-
ba 0 oraz relacja R. W 8 niech to beda odpowiednio: uniwersum
U,, dowolny element tego zbioru — uy, a takze relacja dwuargumen-
towa R’ zawarta w U%. Przeksztalcenie f struktur okresla si¢ na uni-
wersum liczb naturalnych. Co prawda, powinno by¢ ono okreslone
réwniez na wszystkich uniwersach typu P (N"), mozna si¢ jednak
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ograniczy¢ do rozpatrywania funkcp na tym jednym zbiorze ze
wzgledu na tatwoS$¢ i oczywisto$¢ rozszerzenia jej na pozostaie uni-
wersa. Przeksztalcenie f ma zatem nast¢pujaca postac: f (0) = u,, f
(R (k)) = R’ (f (k)) dla dowolnej liczby naturalnej k. W ten sposob
funkcja ta przeksztafca liczb¢ 1 w nastgpnik elementu u,, liczbe
2 w nastepnik nast¢pnika u, itd. Aby pokazac, ze jest ono izomorfi-
zmem potrzeba i wystarczy wykazac trzy cechy: homomorfizm, réz-
nowarto§ciowos$¢ oraz wypelnienie calego zbioru U, przez obrazy
elementdéw uniwersum N wzgledem funkcji f. To, ze f jest homo-
morfizmem, wynika ze sposobu jej zdefiniowania. Natomiast wyka-
zanie pozostalych dwoch cech jest nietrywialne i podstawowa role
odgrywa tu aksjomat indukcji (N3) oraz fakt, ze dysponujemy
w modelu M’ = (S’, Int’J,) rodzing wszystkich podzbioréw U,

Chcac np. udowodnié, ze f ma trzecig z wymienionych cech (czy-
li Ze jest na U,), konstruujemy zbior V: V = {u: Ik (u = f (k))}. Jest
to podzbiér uniwersum U, zatem jest elementem rodziny P (U,).
Mozna wigc zastosowaé do niego aksjomat indukcji (N3). Prawdzi-
wy jest dla V poprzednik implikacji wystepujacej w aksjomacie
(N3), poniewaz 0 jest elementem V oraz wraz z przynaleznoscig do
zbioru V jakiego$ elementu, nalezy tez do niego nast¢pnik tego ele-
mentu. Prawdziwy jest zatem nast¢pnik tej implikacji, a to znaczy,
ze kazdy element U, jest elementem zbioru V.

Analogicznie udowadnia si¢ réznowartoSciowoS¢ przeksztaice-
nia funkcji f. W tym przypadku bierzemy pod uwage inny podzbidr
uniwersum indywiduowego, podzbiér ztozony ze wszystkich indywi-
dudw, na ktorym funkcja f jest roznowartosSciowa.

Podany przyklad teorii Peano uwidacznia, jak bardzo wazne
jest zalozenie, aby zakresem zmiennoSci zmiennych predykatyw-
nych byly rodziny wszystkich podzbioréw, czy relacji okre§lonych
na uniwersum indywiduowym. Zalozenie to w istotny sposéb
zmienia omawiang wlasno$§¢ teorii nadbudowanych nad logika
drugiego rzedu. Widzimy tez, ze mozna w ten sposob na gruncie
logiki drugiego rzedu definiowac zbiory przeliczalne nieskoficzo-
ne. Daje to nawet wigksza mozliwo$¢, poniewaz w powyzszy spo-
sOb okredliliSmy zbidr liczb naturalnych (oczywiScie z doktadno-
§cig do izomorfizmu). Zbiér liczb wymiernych nie moze by¢ uni-
wersum indywiduéw modelu aksjomatéw (N1) — (N3), poniewaz
nie jest wowczas prawdziwy aksjomat indukcji. Biorac natomiast
pod uwage semantyke ogdlng, na gruncie powyzszej teorii nie
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mozna odrézni¢ zbioru liczb naturalnych od np. zbioru liczb wy-
miernych bez ujemnych liczb catkowitych. Podobnie, co demon-
struje twierdzenie Lowenheima-Skolema, nie ma teorii drugiego
rzedu, ktéra poprzez interpretacje ogoélne wyznaczataby tylko te
zbiory indywidudw, ktére maja moc nieprzeliczalng. Jest to mozli-
we natomiast w przypadku semantyki gtéownej. I tak jak poprzed-
nio definiuje si¢ w ten sposédb zbiory konkretnego typu. Za przy-
ktad moze postuzyé teoria, ktorej aksjomaty specyficzne wyzna-
czaja twory algebraiczne izomorficzne z cialem liczb rzeczywi-
stych. Tworzymy ja, dodajac do aksjomatéw logiki drugiego rzedu
z identyczno$cia zdania okreSlajace ciala algebraiczne (ciafa)
oraz jedno zdanie sformutowane w jezyku drugiego rzedu — zwa-
ne aksjomatem cigglo$ci. Na grupe aksjomatow definiujgcych cia-
to skladaja si¢ takie zdania, ktore okreslaja znaczenie dzialan do-
dawania (+) i mnozenia (-) oraz okre§laja wiasnoSci liczb 0 oraz
1 jako elementéw neutralnych wzgledem, odpowiednio, dziafania
dodawania oraz mnozenia. Tak wi¢gc dla dodawania i mnozenia
mamy aksjomaty stwierdzajace cechy przemiennoSci, tgcznosci,
rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania i istnienia, dla do-
wolnego elementu uniwersum indywiduéw, elementu do niego
przeciwnego oraz odwrotnego (gdy jest on rozny od 0). O ele-
mentach oznaczanych jako ,,0” oraz ,,1” wiemy jeszcze, ze w wyni-
ku dodawania 0 do dowolnej liczby otrzymujemy te liczbe, i ze tak
samo jest z mnozeniem dowolnej liczby przez 1. Wiasnosci te, jak
powiedzieli§my, definiujg cialo algebraiczne. Jednak struktury re-
lacyjne wyznaczone w ten sposdb mogga si¢ bardzo rézni¢. Wystar-
czy powiedzieé, ze ich uniwersa indywiduowe moga by¢ zbiorami
skoficzonymi, nieskofczonymi przeliczalnymi, a takze nieprzeli-
czalnie nieskonczonymi. Mozemy jednak dolozy¢ do opisanych
aksjomatow pewne zdanie drugiego rzedu, zawezajac znacznie
klas¢ modeli giéwnych otrzymanej teorii. Zdanie to nosi nazwe
aksjomatu ciggtosci. Wiedzac, ze znaczenie predykatu wigkszosci,
»>", W powyzszym systemie mozna wprowadzi¢ za pomocg defi-
nicji, zapiszemy aksjomat ciggltoSci w sposob nastepujacy”:

AC) VX [(EIxX X)) A VXX (X) > (x>y) >y Vz (z>y &
Ix (X (x) Az >%)].

15 Zob. A. Tarski, Pisma logiczno-filozoficzne, t. 2: Metalogika, Warszawa 2001, 245.
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Okazuje sig, ze kazdy model gtowny takiej teorii jest izomorficz-
ny z interpretacja, ktorej struktura giéwna ma postac:

¢ = <R {P(R"):ne N}, {0,1}, {+,-, >}>.

Oczywiste powinno by¢, w jaki sposob w tej strukturze okreSlamy
funkcje interpretujaca, na wszelki wypadek podamy jednak, ze: IntJ,
0y =0,IntJ, (1) = 1, Int], (+) = +,Int], () = -, Int], (>) = >.

Analiza problemu kategorycznoSci migedzy innymi powyzsze]
teorii zajmowali si¢ matematycy w ramach badan podpadajacych
pod takie dzialy matematyki, jak algebra oraz analiza matema-
tyczna. Szerokie oméwienie kategorycznoSci przedstawionego
zbioru zdah mozna znalezé w pozycji W. Kleinera, a takze G. M.
Fichtencholza'. My ograniczymy si¢ tutaj do paru informacji.
W dowodzie, aczkolwiek trudniejszym od poprzedniego, wyko-
rzystuje si¢ ten sam schemat. Wprowadzamy pewng funkcje na
zbiorze liczb rzeczywistych tak, aby byta homomorfizmem, tzn.
aby zachowywala indywidua wyrdznione oraz wyrdznione relacje
i dziatania. Nast¢pnie pokazuje sig¢, zZe jest ona roznowarto$ciowa
oraz ,na” uniwersum indywiduowe w drugim, dowolnym modelu
danej teorii. W wykazaniu tego wage podstawowg ma, podobnie
jak w arytmetyce liczb naturalnych, aksjomat sformufowany w j¢-
zyku drugiego rzedu (tutaj: aksjomat ciagloSci) oraz fakt, ze
w strukturach algebraicznych dysponujemy kazdym podzbiorem
uniwersum indywiduow.

5. TWIERDZENIE O ZWARTOSCI DLA LOGIKI L,

Dla logiki pierwszego rz¢du formuluje si¢ nastepujace twier-
dzenie:

Twierdzenie 6 (o zwartosci dla logiki pierwszego rzedu):

Jesli kazdy skonczony podzbiér zbioru aksjomatéow danej teorii
pierwszego rzedu T, ma model, to model ma réowniez teoria T,.

Dla logiki drugiego rzedu mozna sformulowa¢ odpowiednik
twierdzenia o zwartoSci dla L;:

Twierdzenie 7 (o zwartosci dla logiki drugiego rzg¢du):

Jesli kazdy skonczony podzbidr aksjomatéw teorii drugiego rze-
du T, ma model ogélny, to teoria T, réwniez ma model ogolny.

1 Zob. W. Kleiner, Analiza matematyczna, t. 1, Warszawa 1986, 69-70; G. Fichten-
holz, Rachunek rézniczkowy i catkowy, t. 1, Warszawa 1985, 16-32.
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Dowdd

Zalézmy, ze mamy dang teori¢ T, spelniajaca zatozenia powyz-
szego twierdzenia o zwartoSci. Wiemy zatem, ze kazdy skoficzony
podzbidr jej aksjomatdw ma model ogélny. Dla kazdego modelu
ogdlnego teorii drugiego rzedu istnieje model odpowiadajacej jej
teorii pierwszego rzgdu, otrzymanej za pomocg przeksztatcenia f.
Whioskujemy zatem, ze teoria pierwszego rzedu T, otrzymana po-
przez przeksztalcenie f aksjomatéw teorii T,, spetnia zalozenia
twierdzenia o zwartoSci, sformutowanego dla logiki pierwszego rze-
du. Skoro zatem wiemy, ze kazdy skoficzony podzbidr aksjomatow
teorii T, ma model, to wiemy rowniez, ze ona sama tez ma model.
Na mocy twierdzenia 2, istnieje wicc model ogélny teorii drugiego
rzedu, bedacej przeciwobrazem zbioru zdan T, przy przeksztalce-
niu f. Jako, ze tym przeciwobrazem jest T,, zatem teoria ta ma mo-
del ogblny.

Twierdzenie to dotyczy semantyki ogblnej, nie obowigzuje nato-
miast, gdy wezmiemy pod uwage semantyke glowng dla logiki L,.
Mozna bowiem poda¢ przyklady teorii drugiego rzedu o nieskon-
czonej liczbie aksjomatéw specyficznych, ktorych kazdy skonczony
podzbiér ma model gléwny, podczas gdy wyjSciowa teoria nie po-
siada modelu gtéwnego. Jeden z tego typu przykladow stanowi teo-
ria o nieskoniczonej liczbie aksjomatéw (B,) oraz dodatkowo aksjo-
macie (B), gdzie:

(By) Ixy Iz I, [~ (%) = %) A= (%) T X) Ao ~ (%) = XA~ (X, = X))

A ~(X, = xn)/\ A~(x,, =x)],gdziene N

oraz

(B) ~{3X Vx; Vx, Vx; [(X (x, %) v X (%, X)) A (X (%}, X,) =
~X (%, X)) /\[X (X1 %) A X (X, X3) = X (%), %5))] A ~X (X, X3) A
(3, X (%, x,)]5-

W kazdym zdamu typu (B ) stwierdza si¢ istnienie w uniwersum
indywiduowym co najmniej n réznych element6éw. Modele teorii
w ktorej znajduje si¢ nieskoficzenie wiele takich zdaf muszg zatem
by¢ modelami nieskoficzonymi (tj. o nieskoficzconym uniwersum in-
dywiduowym). W zdaniu (B) natomiast mowa jest o nieistnieniu
w uniwersum relacji dwuargumentowych relacji porzadku liniowe-
go okreslonego na nieskonczenie wielu indywiduach.

Zauwazmy, ze w modelu gtéwnym o nieskoficzonym uniwer-
sum indywiduéw mamy réwniez relacje liniowego porzadku
okreslong na nieskoficzonej liczbie indywiduéw. Dysponujemy
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bowiem wszystkimi dwuargumentowymi relacjami zawartymi
w U2 Modele glowne teorii o aksjomatach specyficznych (B,)
(n € N), sa zatem réwniez modelami negacji zdania (B). Zaden
model gtéwny logiki drugiego rzedu nie jest wiec modelem poda-
nej teorii. Natomiast kazda teoria, ktorej aksjomaty specyficzne
tworzg skoficzony podzbidr zdan skiada]qcych si¢ na T,, posiada
model. W ramach uzasadnienia zauwazmy, ze sg cztery mozliwe
postaci teorii:

(1) Nie ma w niej zadnych aksjomatéw specyficznych.

(2) Dodatkowymi aksjomatami s3 tylko zdania typu (B,) i jest
ich skonczona ilos¢.

(3) Jedynym aksjomatem specyficznym jest zdanie (B).

(4) Wsrod aksjomatdw specyficznych znajdujg sie zdania typu
(B,) (skoficzona ilo$¢) i zdanie (B).

Ad 1) Teoria taka jest po prostu logikg drugiego rzedu. Zatem
ma modele giéwne.

Ad 2) W takim przypadku, wsrod tych aksjomatow istnieje zda-
nie o najwigkszym indeksie n,. Ma ono oczywiScie modele gtéwne,
wystarczy bowiem, zeby odpowiadajace interpretacjom struktury
gtéwne mialy w uniwersum co najmniej n, réznych elementéw. In-
terpretacje takie s wowczas rowniez modelami gléwnymi pozosta-
tych zdan tego typu znajdujacych si¢ w teorii.

Ad 3) Aby dana interpretacja giéwna byla modelem formuly (B)
wystarczy, aby uniwersum odpowiadajgcej jej struktury mialo moc
skonczong. Na zadnym bowiem zbiorze skoficzonym nie mozna
okresli¢ relacji dotyczacej nieskonczonej ilodci réznych elementow.
Zatem (B) jest wowczas prawdziwe.

Ad 4) Przypadek ten mozna uznac za potaczenie przypadkow (2)
oraz (3). Teoria o ktorej mowa ma bowiem posta¢ T, = {B, B,,,
B,,-.. B, }. Wowczas zbiér zdan: {B;, B,,,..., B, } nalezy do drugie-
go z rozwazanych przypadkéw. Zatem ma on modele giowne.
Wsrdd nich znajduja sig i takie, ktorych indywiduowe uniwersa ma-
ja moc skoficzons, jak i te o nieskoficzonej mocy zbioru. Modele
skoficzone tej teorii sg réwniez modelami gléwnymi zdania (B) na
mocy przypadku trzeciego.

Okazuje si¢ zatem, ze powyzsza teoria nie ma modelu gtownego,
ale kazdy z jej skoficzonych podzbioréw ma tego typu modele.
Oznacza to, ze na gruncie semantyki giéwnej nie obowigzuje twier-
dzenie o zwartoSci.
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Warto$é powyzszego twierdzenia wydaje sie mie¢ Zrodto w cha-
rakterze pomocniczym wzgledem dwoch innych problemow:

* istnienia modelu niesprzecznej teorii nadbudowanej nad da-
nym systemem,

* definiowalnosci zbioréw i relacji wewnatrz struktury relacyjne;.

Pierwsze z tych zagadniehh mozna powigzaé z ogélnymi zaloze-
niami i pogladami na temat tego, co nas otacza. Otdz, mowigc ob-
razowo, zaklada sie, ze rzeczywistoS¢ nas otaczajgca jest nie-
sprzeczna. Na rzeczywisto$¢, o ktorej moéwig systemy formalne
przedstawiane w pracy, skladajg si¢ pewne typy struktur relacyj-
nych. Dodajac do aksjomatow danej logiki dodatkowe zdania,
ograniczamy tym samym rzeczywisto$¢ do takich interpretacji, w ja-
kich prawdziwe sa dodatkowe wyrdznione zdania. Na podstawie
twierdzef wiemy, ze zbiér zdah prawdziwych w danym modelu jest
niesprzeczny'. Poniewaz zbior jej twierdzefn zawiera si¢ w nie-
sprzecznym zbiorze zdan prawdziwych w tym modelu, zatem wiemy
réwniez, ze teoria posiadajaca model jest niesprzeczna. Ujmujgc to
inaczej, jesli danej wypowiedzi odpowiada pewna rzeczywistoSe, to
wypowiedZ ta nie zawiera sprzecznoSci. Czy zawsze zachodzi jed-
nak relacja w przeciwnym kierunku? Czy jest zawsze tak, iz kazda
niesprzeczna wypowiedz dotyczy pewnej rzeczywistoSci? Przeno-
szac ten problem na jezyk potoczny i to co mozna w nim wyrazic,
odpowiedZ na powyzsze pytanie jest rozna w zaleznosci od tego, co
uwazamy za rzeczyw1ste Mozemy bowiem wyrazié wiasne odczu-
cia, pewne swoje wyobrazenia, poglady na jakiS temat itd. Ale czy
nalezg one do rzeczywistoSci?

PrzejdZzmy jednak do jezykéw formalnych. Podstawowe systemy
takie, jak klasyczny rachunek zdan oraz rachunek predykatéow
pierwszego rz¢du maja te wlasno$¢, ze kazda niesprzeczna teoria
nadbudowana nad nimi posiada model. To samo mozna powiedzie
o teoriach drugiego rzedu rozpatrywanych na gruncie semantyki

I Niesprzecznoéé zbioru zdaf prawdziwych w modelu danej logiki zagwarantowana
jest przez definicje speiniania i prawdziwosci. Czyli by¢ moze w spos6b sztuczny, ale jed-
nak odpowiadajgcy intuicji lub checi, aby w ogole rzeczywisto$¢ byla niesprzeczna. Poza
tym, gdyby przy danej interpretacji prawdziwe bylo jakie§ zdanie oraz jego negacja,
wowcezas (ze wzgledu na prawdziwo$¢ dowolnego podstawienia schematu) prawdziwe
byloby przy niej dowolne zdanie danego jezyka. Nie mielibySmy wigc odrdznienia mig-
dzy prawdg, a falszem, bo wszystkie zdania bylyby prawdziwe. Przypadek taki, dajac pod
wzgledem prawdziwosci caly zestaw informacil, nie dawatby, z drugiej strony, Zadnej.
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ogdlnej. Wyjasnienia wymaga ostatni z wymienionych systemow, ja-
ko ze lezy on w centrum naszego zainteresowania. Przeprowadzimy
je, postugujac si¢ znowu przedstawionym w niniejszej pracy spro-
wadzeniem logiki drugiego rzgdu do logiki pierwszego rzedu. Za-
16zmy wigc, ze dana teoria T, jest niesprzeczna, czyli dla zadnej for-
muly ¢ (w szczegolnosci — zdania) nie jest tak, ze: T, F (¢ A~@)™
Wowczas dzigki przeksztalcemu fj¢zyka drugiego rze,du J, wjezyk
J, przeksztalcamy réwniez teori¢ T, w pewna niesprzeczng teorie
T,. Na mocy twierdzenia Gddla o peinosc1 dla rachunku predyka-
téw pierwszego rzedu sformutowanego 1 udowodnionego przez te-
go matematyka, wiadome jest, ze kazda niesprzeczna teoria pierw-
szego rzedu ma model. Zatem T, ma model M,. W takim razie, na
mocy twierdzenia 1 i twierdzenia 2, istnieje interpretacja M, o tych
samych zdaniach prawdziwych, z doktadno$cia do przeksztalcenia
f, co w danej interpretacji pierwszego rzedu. Jest ona oczywiScie
modelem teorii T,. PokazaliSmy zatem, ze niesprzeczna teoria T,
ma model. Zatem jako koficowy wniosek otrzymujemy:

Twierdzenie 8

Jesli dana teoria drugiego rzedu T, jest niesprzeczna, to T, ma
model ogdlny.

Powyzszej wiasnosci nie ma jednak logika rozpatrywana na grun-
cie semantyki gtéwnej. Wykazemy to, rozpatrujgc ponownie przy-
ktad podany w niniejszym paragrafie. PokazaliSmy, ze teoria okre-
§lona przez zbidr aksjomatéw: {B} U {B,: n € N} nie ma modelu
gtéwnego. Wiemy roéwniez, ze posiada ona model og6lny. Istnienie
modelu ogblnego dla powyzszego zbioru zdaf jest zagwarantowane
na mocy twierdzenia o zwartoSci dla semantyki ogdlnej. Skoro za-
tem teoria ma model ogdlny, to zbioér jej twierdzen zawarty jest
w zbiorze zdaf prawdziwych w tym modelu. Zbior zdaf prawdzi-
wych w modelu jest z kolei niesprzeczny, zatem dowolny jego pod-
zbidr rdéwniez. Wynika stad zatem, ze zbidr: {B} U {B,: n e N} jest
niesprzeczny, ale nie ma modelu gléwnego. Uogolniajac wniosek,
mozna powiedzied, ze niesprzeczno$¢ teorii drugiego rz¢du nie po-
ciaga istnienia dla niej modelu gtéwnego, aczkolwick model ogblny
dla takiej teorii istnieje.

' Wiasno§¢ niesprzecznoSci (syntaktycznej) podana w powyzszy sposob jest réwno-
wazna zwykiemu rozumieniu tego pojecia, tzn. ze dla zadnej formuly nie jest tak, aby
ona oraz jej negacja byly dowodliwe na gruncie danego systemu.
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Dotychczas podane argumenty mozna uznaé za jednostronng
che¢ przekonania o bliskosci L, z semantyka ogolng z logikg pierw-
szego rzgdu. Mogtby o tym sw1adczyc juz sam fakt sprowadzenia je-
zyka drugiego rzedu do jezyka pierwszego rzedu wraz z zachowa-
niem pewnych zalezno$ci migdzy odpowiednimi modelami. Jednak
nie znaczy to, ze mozna utozsamia¢ obydwa systemy. Istnieja bo-
wiem pewne roznice pomi¢dzy L, z semantykg ogélna, a logika
pierwszego rzedu. Jedna z nich, bardzo interesujaca podaje G. Bo-
olos”. Co prawda, autor formutuje swoj argument w ramach roz-
roznienia L, z semantyka gtéwng od rachunku predykatéw pierw-
szego rzedu, jednak mozna go przedstawic¢ roOwniez w zwiazku z se-
mantyka ogolng logiki drugiego rzedu. Otdz, teori¢ mnogosci moz-
na przedstawi€ jako pewng teori¢ pierwszego rzedu, nie mozna jej
jednak uznac za teori¢ drugiego rz¢du. Stwierdzenie to, jak si¢ zda-
je, nalezy rozumiec tak, ze teoria mnogosci traktowana jako teoria
nadbudowana nad L, ma model, a jako teoria drugiego rzedu — nie.
Na gruncie semantyki, og6lnej mozna to uja¢ nieco inaczej. Miano-
wicie: mozna w sposdb niesprzeczny nadbudowac teori¢ mnogosci
nad logika pierwszego rz¢du, ale nie nad logika drugiego rzedu.
Aksjomatyka Zermelo — Fraenkla jest potwierdzeniem mozliwosci
traktowania teorii mnogosci jako jednej z niesprzecznych teorii
pierwszego rzedu. JeSli natomiast cheielibySmy uzna¢ jakakolwiek
aksjomatyke teorii mnogoSci sformulowang w jezyku drugiego rze-
du za nadbudowe nad logika L,, to musielibySmy si¢ réwniez pogo-
dzi¢ z tym, ze bylaby to teoria sprzeczna. Wiadomo bowiem, ze na
gruncie teorii mnogosci, prawdziwe jest zdanie stwierdzajace nie-
istnienie zbioru wszystkich zbioréw. Gdyby mozna byto traktowaé
teorie mnogosci jako teori¢ drugiego rzedu, wowczas zbiory, zda-
niem Boolosa, musialyby naleze¢ do uniwersow U, modeli tej teo-
rii. Istnienie zbioru pelnego jest natomiast zagwarantowane po-
przez postulaty definicyjne. Nie ma zatem znaczenia, ktérg z rozpa-
trywanych semantyk obierzemy, i tak dochodzimy do sprzecznosci,
chcage méwié na gruncie L, o teorii mnogoSci. Oznacza to, ze teoria
mnogo$ci traktowana jako teoria drugiego rzedu nie mialaby mo-
delu ogblnego. Wiemy natomiast, ze nieistnienie modelu ogdlnego
danej teorii drugiego rzedu implikuje jej sprzecznosé.

¥ Zob. G. S. Boolos, O logice drugiego rzedu, w: Filozofia logiki, ttum. z ang. C. Cie-
§linski, A. Sierszulska, Warszawa 1997.
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Teoria mnogosci nie jest zreszta jedyng teorig, ktora traktowana
jako teoria pierwszego rzedu jest niesprzeczna, a jako teoria dru-
giego rzgdu jest teorig sprzeczng na gruncie semantyki ogolne;j.
Wystarczy, aby ktora$ z jej tez byla sprzeczna z jakim$ postulatem
definicyjnym. Wniosek ten nie koliduje jednak z przedstawionym
przez Endertona sprowadzeniem logiki drugiego rzedu, poniewaz
przeksztalcenie przez nas podane odwzorowywato L, w pewng teo-
ri¢ nadbudowang nad L, a nie w samg logike.

Wspominaliémy, ze na gruncie semantyki gléwnej rowniez nie
mozna méwié o teorii mnogo$ci. Nie musi jednak chodzi¢ tutaj
o to, ze jako teoria drugiego rzedu jest ona sprzeczna, a jako teoria
pierwszego rzedu — niesprzeczna. Na gruncie semantyki glownej
nie mamy takiego zwigzku migdzy teoriami nie posiadajgcymi mo-
delu, a teoriami sprzecznymi, jak bylo to poprzednio. Przyczynami
takiej roznicy sa, wedtug Boolosa, inne zalozenia logik drugiego
i pierwszego rzedu. Otdz, w logice pierwszego rzedu mozna mowic
o obiektach, nie zakladajac istnienia zbioru ziozonego z nich
wszystkich, podczas gdy nie ma takiej mozliwoSci w odniesieniu do
logiki drugiego rzedu.

Innym z zagadnien, do ktérych mozna odnieS¢ twierdzenie
o zwarto$ci dla logiki drugiego rzgdu z semantyka ogdlna, jest pro-
blem definiowalnos$ci pewnych relacji wewnatrz danej struktury re-
lacyjnej. Przypomnijmy, Ze pojecie interpretacji ogdlnej dla logiki
drugiego rzedu wprowadziliSmy, ograniczajgc zakres pojecia inter-
pretacji drugiego rzedu do takich, w jakich prawdziwe sg wszystkie
postulaty definicyjne, czyli zdania postaci:

AX Vx,... Vx, [X (X, X,... X,) € O(X;... X,)], gdzie jest dowolng for-
mutg ze zmiennymi wolnymi: X,, X,,..., X, 1 bez wolnych wystapien in-
nych zmiennych.

Powiemy wowczas, ze dana relacja n-argumentowa jest definio-
walna wewnatrz danej struktury relacyjnej drugiego rzedu, gdy jej
istnienie zagwarantowane jest przez pewien postulat definicyjny.
W przeciwnym przypadku bedziemy moéwic, ze relacja ta nie jest
definiowalna wewnatrz struktury relacyjnej (lub, gdy wiadomo o ja-
kim rodzaju definiowalno$ci mowa, ze nie jest definiowalna). Za-
uwazyliémy wczesniej, ze w strukturze o nieskoficzonej mocy uni-
wersum indywiduowego, nie wszystkie relacje o jakiejkolwiek usta-
lonej liczbie argumentéw sg definiowalne. Wynika to z faktu przeli-
czalno$ci postulatow definicyjnych i nieprzeliczalnoSci zbioréw po-
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tegowych P (U™, gdzie n € N. Natomiast, chcgc uzasadnié niedefi-
niowalno$¢ poprzez postulaty definicyjne konkretnego typu relacji,
odwolywali§my si¢ do intuicji zwigzanej z wiedzg matematyczng.
Uznali§my bowiem za pewnik intuicyjnie oczywisty, ze relacji linio-
wego porzadku okreslonej na nieskoficzonej liczbie elementow nie
jesteSmy w stanie zdefiniowac za pomocg predykatu identycznoSci.
Dzi¢ki twierdzeniu o zwartoSci dla semantyki ogdlnej mozemy po-
daé inne, bardziej formalne, uzasadnienie niedefiniowalnoSci wyzej
wymienionej relacji. Otdz, gdyby byla ona definiowalna, to w kaz-
dym modelu ogdélnym logiki drugiego rzedu z identyczno$cig mieli-
bySmy zagwarantowane jej istnienie. Zatem, przy dowolnej inter-
pretacji og6lnej bytoby prawdziwe zdanie:

AX VX, Vx, VX, [(X (%, %) v X (X, X)) A (X (X, Xy) —

~X (% X)) (A X (%1, %) A X (%o, X3) = X (%), %3))] A ~X (%, X))A
(Fx, X (%), %,)]. .

W kazdym modelu zbioru {B,: n € N} powyzsze zdanie réwniez
byloby prawdziwe. Poniewaz jest to negacja formuly (B), a zbior
zdan prawdziwych przy danej interpretacji ogolne;j jest niesprzeczny,
wicc zaden model zbioru {B,: n € N} nie bytby modelem ogélnym
teorii {B} U {B,:ne N}. Teoria ta nie miataby wiec modelu ogdlne-
go. Jednak na podstawie twierdzenia o zwartoSci wiemy, ze model te-
go typu istnieje. Oznacza to, ze zalozenie definiowalnosci relacji li-
niowego porzadku o nieskoficzonej iloSci elementow, w modelach
teorii okreSlonej w przyktadzie jest zatozeniem bIPdnym

Oczyw1301e mozna w podobny sposdb wykazywaé niedefiniowal-
no$¢ pewnych zbioréw czy relacji w modelach innych teorii, jednak
nie moga by¢ one dowolne. Muszg posiada¢ chociazby nieskoficzo-
ng ilo§¢ aksjomatow specyficznych.

Podsumujmy informacje tego rozdziatu. Wiemy, ze logika dru-
giego rzedu ma wilasno$¢ zwartoSci na gruncie semantyki ogdlnej
oraz ze kazda niesprzeczna teoria drugiego rzedu ma model og6l-
ny. Z niesprzecznosci teorii nie wynika jednak istnienie jej modelu
gléwnego. Nie jest tez zwarta logika drugiego rzedu na gruncie se-
mantyki gléwnej. Cecha istnienia modelu danej teorii jakiegokol-
wiek systemu formalnego wydaje si¢ mie¢ warto$¢ samg w sobie.
Dzi¢ki niej niesprzecznoS$¢ teorii rOwnowazna jest ze znalezieniem
dla niej modelu. W ten wlasnie sposéb mozemy przenie$¢ problem
syntaktycznej niesprzecznosci lub sprzecznosci na semantyke. Kon-
struowanie dowodu sprzecznosci syntaktycznej teorii mozna zastg-
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pi¢ udowodnieniem nieistnienia jej modeli, podobnie jak nie-
sprzeczno$¢ syntaktyczng teorii uzasadnimy, znajdujge jej model.
Jesli jednak w danym systemie nie zachodzi ta réwnowaznosé,
wowczas wiemy tylko, ze ze znalezienia modelu wynika niesprzecz-
no$¢ syntaktyczna danej teorii. Zagadnienie zwartosci danego sys-
temu formalnego wydaje si¢ mie¢ charakter pomocniczy wzgledem
innych wtasnosci. Fakt, ze logika drugiego rzedu z semantyka ogdl-
ng jest zwarta, pozwala w niektérych przypadkach konkretnych
teorii wykazaé, chociazby ich niesprzeczno$¢. Pozwala réwniez
w sposoOb formalny uzasadni¢ niedefiniowalno$¢ pewnych relacji na
gruncie danej teorii.

Przeksztalcenie to odstania pewne zaleznoSci nie tylko migdzy
formutami jezykéw, na ktorych opierajg si¢ te teorie, ale rOwniez
zalezno$ci mig¢dzy zdaniami prawdziwymi w ich modelach ogol-
nych. Zaleznosci te powoduja, ze mozemy poniekad uznaé, iz w ten
sposob logika drugiego rz¢du z semantyka ogblng sprowadzona zo-
staje do teorii pierwszego rzedu. Mowiac SciSlej, badanie niekto-
rych (cho¢ nie wszystkich) wlasnosci logiki L, mozna zastapi¢ bada-
niem wiasnoSci pewnej teorii opartej na L,.

ZAKONCZENIE

Logika drugiego rzedu uwazana jest za system poSredni pomig-
dzy logika pierwszego rz¢du, a teoriag mnogo$ci. W pewnym sensie
mozna logike drugiego rzgdu z semantyka ogdlng uwazac za teorie
pierwszego rzedu. Dzieje si¢ tak za sprawa istnienia przektadu je-
zyka drugiego rzedu na jezyk pierwszego rzedu, niezmienniczego
ze wzgledu na istnienie modelu teorii niesprzecznej nadbudowane;j
nad danym systemem oraz ze wzgledu na zachowanie prawdziwosci
zdania z dokfadno$cig do przeksztatcenia bedacego przekiadem.
Niezmienniczo$¢ ta jest mozliwa jednak wowczas, gdy logike dru-
giego rzedu bedziemy rozpatrywali na gruncie semantyki ogélnej.
O logice drugiego rzgdu z semantykg gtéwna nie mozna tego orzec.
Réznica ta implikuje roéznice pod wzgledem pewnych innych wta-
snoéci formalnych. W niniejszej pracy omowione byly zagadnienia:
zwartoSci oraz kategorycznoSci pewnych teorii nadbudowanych
nad logika drugiego rzedu.

Przedstawione pordwnanie pozwala przede wszystkim okre§li¢
site logiki drugiego rzedu z semantyka ogdlng jako zblizong do lo-
giki pierwszego rzedu, natomiast wyrazalnos¢ logiki drugiego rzedu
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z semantyka gtowna jako wigkszg. Ma to oddzwigk na przyklad
w definiowalnosci pewnych zbioréw nieskoficzonych, takich jak
zbi6r liczb naturalnych oraz zbior liczb rzeczywistych. Nie jest to
Jednak jedyna cecha L, zsemantykg gléwna Swiadczaca o jej sile
i bogactwie. Okazuje si¢ bowiem, ze istniejy zdania prawdziwe we
wszystkich modelach gtéwnych L), ktére nie sg tezami tego syste-
mu. Co wigcej — nie mozna wzbogaci¢ aksjomatyki logiki drugiego
rz¢du dodajac nowe aksjomaty, aby dowodliwe byto kazde zdanie
logicznie prawdziwe na gruncie semantyki gtownej. Podobne wta-
snoéci ma nadbudowana nad logika L, teoria mnogoS$ci Zermelo-
Fraenkla. Podobienstw tych nie uwaza si¢ za przypadkowe. Upatru-
je si¢ ich w duzym zaangazowaniu teoriomnogo$ciowym L, z se-
mantyka gléwna, czyli inaczej méwigc — w korzystaniu na gruncie
tego systemu z zalozeni o wiele silniejszych niz logiczne. Powszech-
ny jest bowiem poglad, ze zatozenia naktadane w ujeciu semantyki
gléwnej powoduja, ze w standardowy sposéb rozumiemy na jej
gruncie pierwotne pojg¢cia teorii mnogosci — zbidr oraz relacja przy-
naleznosci do zbioru.

TWO SEMANTICAL CHARACTERIZATIONS
OF SECOND ORDER LOGIC WITH IDENTITY

Summary

In the article, two semantics for the second order logic with identity are distin-
guished. Bounding the notion of the second order structure we obtained notions
of a general structure and a standard structure being the bases of the general and
standard semantics for the second order logic with identity. Using the reduction to
first order logic, introduced by H. B. Enderton in Second order logic, we pointed to
some differences between L, with general semantic and with standard semantic.
In the case of general semantic it can be proved, that some of the second order
theories are not categorical in power (like, for example, the number theory with
the Peano induction postulate) and they are categorical in power in the case of
standard semantic (chapter 4). This way we obtain the result, that some of the in-
finite sets of numbers are not definable in the first case, but they are definable —
the second one. Similarly, L, has a compactness property, on the base of general
semantic, but it has not — on the base of standard semantic (chapter 5). This diffe-
rence is associated, for example, with the problem of the existence of a model for
the consistent second order theories.



