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1. ZALOZENIA TEORIOPOZNAWCZE

Jak podkreslano, Cantor odwofat si¢ do ontologii migdzy innymi
w celu stworzenia zaplecza dla sformutowania swojej teorii pozna-
nia. Rzecz oczywista, chodzito o poznanie naukowe, a konkret-
niej: o skonstruowanie takiej teorii poznania, ktéra sankcjonowa-
taby spos6b uprawiania przez niego matematykii dawata legityma-
cje naukowego i matematycznego charakteru tworzonej teorii
mnogosci (teorii liczb pozaskoniczonych).

Prezentacja epistemologii' pozwoli ujawni¢, jakie czynniki filozo-
ficzne tworzyly tlo dla powstania, a przynajmniej apologii teorii
liczb pozaskonczonych. Poza tym przedstawienie epistemologii da
pelniejszy obraz filozofii Cantora. Pozwoli to okresli¢ jego wplyw
na powstanie kierunku formalistycznego w filozofii matematyki.

" Czg$¢ pierwsza ukazata si¢ w Studia Philosophiae Christianae 38(2003)1, 7-42.
' Teorii poznania naukowego, a $ci§le, w wypadku Cantora: teorii poznania matema-
tycznego.
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1.1. ZRODLA POZNANIA

Wéréd zagadnien teoriopoznawcezych istotng kwestig jest sprawa
zrodel poznania. Cantor podjal owo zagadnienie w tej samej pra-
cy, w ktorej okreslit gidwne zarysy swej ontologii. Wypada wyja-
$nié, ze nie do konca wiadomo, czy w omawianym tekscie chodzito
mu o Zrédta wiedzy naukowej w ogdle, czy tez tylko o Zrodia po-
znania w matematyce.

Za pierwszg mozliwoscig przemawia fakt, ze Cantor, dokonujac
ocen wartoéci Zrodet wiedzy, nie precyzowal, iz chodzi mu o jaka$§
wiedzg zwiazana z jednag dyscypling naukowa. Wypowiadal sie
o zrodlach ,wiedzy jako takiej” (die Quelle des Wissens). Nato-
miast z szerszego kontekstu wynikaloby, ze chodzilo raczej o Zro-
dfa poznania w matematyce. Poniewaz jednak niniejsze rozwaza-
nia dotycza wlasnie poznania w matematyce, dlatego rozstrzyganie
tej kwestii nie ma istotnego znaczenia.

1.1.1. Aprioryzm

Wypowiedzi Cantora pozwalaja jednoznacznie okresli¢ jego sta-
nowisko na planie opozycji: aprioryzm — aposterioryzm. Dopusz-
czal on wprawdzie obydwa rodzaje poznania, ale poznaniu oparte-
mu na doéwiadczeniu odmawial pewnosci (Gewifheit). Pewnosé
byta, wedlug niego — jak mozna s3dzi¢ — pozadang cechg poznania
matematycznego (i ogdlnie: naukowego?). Dlatego w matematyce
(nauce) nalezato zrezygnowac z jakiegokolwiek poznania opartego
na doswiadczeniu. O zanegowaniu wartosci jakiegokolwiek rodza-
ju do$wiadczenia jako Zrédia poznania w matematyce (nauce?)
Swiadczy wyrazne odcigcie si¢ Cantora od epistemologii Kantow-
skiej. Ta ostatnia, preferujac aprioryzm, dopuszczala jednak jako
uprawnione poznawczo twierdzenia, ktérych Zrodlem bylo do-
$wiadczenie. Natomiast Zrodlem ,,pewnego poznania” (sichere Er-
kenntnis) ~ wedtug tworcy teorii mnogosci — byly wylacznie (nur)
pojecia i idee’ Pojecia za$ istnialy, jak wiadomo, w sferze intrasu-

2 Erst seit dem neueren Empirismus, Sensualismus und Skeptizismus, sowie dem
daraus hervorgegangenen Kantischen Kritizismus glaubt man die Quelle des Wissens
-und der GewiBheit in die Sinne oder doch in die sogenannten reinen Anschauungsfor-
men der Vorstellungswelt verlegen und auf sie beschranken zu miissen; meiner Ube-
rzeugung nach liefern diese Elemente durchaus keine sichere Erkenntnis, weil letztere
nur durch Begriffe und Ideen erhalten werden kann, (...)”. G. Canton, Uber unendliche
lineare Puntktmannigfaltigkeiten. Nr 5. Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeits-
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biektywnej, utozsamianej z intelektem lub rozumem poznajacego
podmiotu.

Cantor nie uzasadnial szerzej swojego — jak sam to okreslif — prze-
konania (Uberzeugung), majacego raczej cechy deklaracji o bezwar-
toSciowym charakterze doSwiadczenia jako Zrodia poznania. W kaz-
dym razie skrajny aprioryzm, nazywany tez czasem skrajnym ,,racjo-
nalizmem metodologicznym”, byl z pewnoscia konsekwencja przyje-
cia ontologii typu platofiskiego.

1.1.2. Poznanie pojeciowe — definiowanie

Na czym polegalo zatem, wediug Cantora, poznanie matema-
tyczne oparte na pojeciach? Przede wszystkim nalezy podkre§lié, ze
zakltadalo ono juz pewna wiedz¢ bazowa, zawartg w znanych wcze-
$niej (uSwiadomionych) pojeciach. Owe pojecia, ktore konstytu-
owaly wiedze bazowa, okreslal Cantor jako ,,wcze$niej utworzone”,
»juz istniejace” (,,bedace do dyspozycji”, ,gotowe”) i ,wyprébowa-

e”. Wiedza bazowa, ,,zgromadzona w pojeciach”, nie miafa cha-
rakteru absolutnego w tym znaczeniu, ze byfa stalym, niezmien-
nym zbiorem poj¢¢ bazowych. W jej zakres wchodzily wszystkie
wezeéniej, w stosunku do danego, wprowadzone pojecia. Wprowa-
dzenie nowego poj¢cia (a zatem matematyczne poznanie) polegato
na wykonaniu nastepujacych operacji:

1. ,Stawia si¢” (man setzt) na poczatku jaki§ przedmiot bez wta-
snosci (ein eigenschaftloses Ding), ktory jest niczym innym, jak na-
zwa albo znakiem ,,A”;

2. Okresla sig relacje owej nazwy w stosunku do innych predyka-
tow, tych i tylko tych, ktorych sens (Bedeutung) okreslony jest
na podstawic istniejacych juz w sferze intrasubiektywnej pojec.
Orzekajqc o nazwie ,A” P, (A), P, (A),..., ,powoluje si¢ do istnie-
nia” odpowiadajace nazwie ,,A” pojecie przez wyliczenie jego cech
(whasnosci);

3. Dob6r stosownych predykatéw musi byé taki, by nie byly one
wzajemnie sprzeczne;

4. Nowe pojecie winno by¢ dobrze odroznialne od pojec naleza-
cych do wiedzy bazowej w stosunku do niego.

lehre, 1883, w: G. Cantor, Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophi-
schen Inhalts, hrsg. E. Zermelo, Berlin 1932, reprint Berlin, Heidelberg, New York
1980 [w dalszym ciggu cytowane jako GAJ, 207 (przypis do s. 181).



276 JERZY DADACZYNSKI [4]

Po wykonaniu owych operacji spelnione sa wszystkie warunki
konieczne i wystarczajgce do ,,obudzenia” pojecia A, ktdre ,,goto-
we wkracza w istnienie” (tritt fertig ins Dasein) w sferze intrasu-
biektywnej. Takie pojgcie moze i musi (kann und muf3) by¢ uznane
jako istnicjace 1 realne w matematyce. Wypada zauwaiyé ze tak
pojmowane poznanie bylo dla Cantora tworzeniem poje¢ (Begriffs-
bildung), czyli poprawnym definiowaniem. Poprawnym, a wigc ta-
kim, by nowo wprowadzane pojecie nie bylo sprzeczne i byto do-
brze odrdznialne od wezedniej wprowadzonych®.

Pierwszy postulat poznawania (poprawnego definiowania), czyli
niesprzeczno$¢ poje¢, wydaje si¢ klarowny. Drugi, domagajacy sie
dobrej odrdznialnosci nowego pojecia od poje¢ z zakresu wiedzy
bazowej, wymaga pewnego wyjaSnienia. Najbardziej sensowna wy-
daje si¢ interpretacja, ktora odwoluje si¢ do semantycznej relacji
pomiedzy jezykiem a pojeciami w sferze intrasubiektywnej. Cantor
w swym postulacie chcial najprawdopodobniej wyrazi¢ mysl, ze
w procesie definiowania (poznawania) nie wolno nazwie ,,A” przy-
porzadkowywaé pojecia A takiego, ze A = P, przy czym pojeciu P,
w sferze jezyka, na mocy wezesniejszej definicji, przypisana juz zo-
stala nazwa ,,P” (predykat P (x)). Inaczej: wprowadzona wcze$niej
funkcja F - przeksztalcajaca dziedzine predykatéw (nazw ogdlnych)
na dziedzing poje¢ w sferze intrasubiektywnej — powinna, zgodnie
z postulatem Cantora, by¢ funkcjg wzajemnie jednoznaczna.

* ,Die Mathematik ist in ihrer Entwickelung vollig frei und nur an die selbstredende
Riicksicht gebunden, dafi ihre Begriffe sowohl in sich widerspruchslos sind, als auch in
festen durch Definitionen geordneten Beziehungen zu den vorher gebildeten, bereits
vorhandenen und bewahrten Begriffen stehen. Im besondern ist sie bei der Einfiihrung
neuer Zahlen nur verpflichtet, Definitionen von ihnen zu geben, durch welche ihnen
eine solche Bestimmtheit und unter Umsténden eine soiche Beziehung zu den &lteren
Zahlen verliechen wird, daf3 sie sich in gegebenen Fallen unter einander bestimmt
unterscheiden lassen. Sobald eine Zahl allen diesen Bedingungen geniigt, kann und
muB sie als existent und real in der Mathematik betrachtet werden”. Tamze, 182.

,Der Vorgang bei der korrekten Bildung von Begriffen ist m. E. derselbe; man setzt
ein eigenschaftsloses Ding dal3 zuerst nichts anderes ist als ein Name oder ein Zeichen
A, und gibt demselben ordnungsmafig verschiedene, selbst unendlich viele Préadikate,
deren Bedeutung an bereits vorhandenen Ideen bekannt ist, und die einander nicht wi-
dersprechen diirfen; dadurch werden die Beziehungen von A zu den bereits vorhande-
nen Begriffen und namentlich zu den verwandten bestimmt; ist man hiermit vol-
Istdndig zu Ende, so sind alle Bedingungen zur Weckung des Begriffes A, (...), vorhan-
den und er tritt fertig in Dasein, versehen mit der intrasubjektiven Realitat, welche
iiberall von Begriffen nur verlangt werden kann; seine transiente Bedeutung zu kon-
statieren ist alsdann Sache der Metaphysik”. Tamze, 207 (przypis do s. 182, 187).
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Zatem jezyk matematyki (nauki?) winien by¢ jezykiem sztucznie
zbudowanym, roznigcym si¢ od potocznego jednoznacznoscia
nazw. Nazwom (predykatom) réznoksztaltnym (réznobrzmiacym)
winny w tym jezyku odpowiada¢ rézne pojecia.

Ujecie poznania matematycznego jako poprawnego definiowa-
nia poje¢ nie tylko harmonizowalo z platofiskim charakterem filo-
zofii matematyki Cantora, ale jednoczes$nie odpowiadato jego umy-
sfowosci 1 znajdowalo konsekwentne potwierdzenie w matema-
tycznej praxis.

Zbiér wybitnych matematykéw mozna probowa¢ podzieli¢
na dwie — niekoniecznie rozigczne — grupy. Do pierwsze]j nalezeliby
matematycy wprowadzajacy nowe pojecia i majacy tym samym
szczegOlny wplyw na dalszy rozwdj matematyki. Drugg stanowiliby
ci, ktorzy rozwiazali istotne problemy teoretyczne i tym sposobem
przyczynili si¢ do postepu.

Cantora z pewnoscig nie mozna zaliczy¢ do drugiej grupy. Nie
udato mu si¢ nigdy udowodnié podstawowych twierdzen z zakresu
teorii liczb kardynalnych. Oczywiste jest natomiast zaklasyfikowa-
nie go do grupy pierwszej*. Wystarczy tu wskaza¢ na jego definicje
liczb rzeczywistych czy historyczng definicj¢ continuum liniowego,
ktore to definicje stanowig jednocze$nie dobrg ilustracje teoretycz-
nego Opisu procesu poznania’.

* Por. K. Schréter, Die Mengenlehre als inhaltliches Fundament der Mathematik,
NTM. Schriftenreihe fiir Geschichte der Naturwissenschaften, Technik und Medizin 6
(1969), Heft 1, 8-9. Cantor potwierdzil, iz wielka wage przywigzywal nie tyle do rozwig-
zywania problemoéw, ile do ,sztuki” ich stawiania: ,In re mathematica ars proponendi
queastionem pluris facienda est quam solvendi”. Jest to trzecia teza rozprawy doktor-
skiej Cantora. Por. G. Cantor, De aequationibus secundi gradus indeterminatis, Berlin
1867, w: GA, 31. Niewatpliwie za$ do zakresu owej ,,sztuki” nalezata umiejetnosé wpro-
wadzania uzytecznych poje¢ do jezyka matematyki, czyli definiowania.

* Przy zalozeniu, Ze znany jest sens nastgpujacych predykatow (to znaczy odpowia-
dajgce im pojgcia nalezg do wiedzy bazowej): P, (x) = ,.x jest liczbg wymierna”, P, (x) =
wX jest ciggiem podstawowym”, P;(x) = ,x jest ciagiem wspoizbieznym”, P, (x) = ,x jest
zbiorem”, mozna okre§li¢ predykat R (x) = ,x jest liczbg rzeczywistg” (czyli zdefinio-
wa¢é odpowiadajgce temu predykatowi pojecie: R - liczba rzeczywista, ktore przed zde-
finiowaniem jest, wedtug niemieckiego matematyka, ,,przedmiotem bez wiasnosci”, ni-
czym innym, jak znakiem ,,R” lub samg nazwg ,liczba rzeczywista”) nastgpujaco:

R (x) =4 P, () i P, (x) i Py (x) i P, (x).

Zdefmxowame pojecia liczby rzeczywnstej jest — wedlug Cantora — réwnoznaczne
z poznaniem tego, czym jest liczba rzeczywista, i z jego zaistnieniem w sferze intrasu-
biektywnej (podana definicja nie do koiica odpowiada sposobowi wprowadzenia liczb
rzeczywistych przez Cantora. Nie dysponowai on bowiem wyraZnym pojeciem wspot-



278 JERZY DADACZYNSKI [6]

1.1.3. Anamnesis Zrédlem poznania?

Cantorowska teoria poznania zawierata pewien dodatkowy
szczegodt, ktdry jeszcze bardziej upodabnial ja do epistemologii Pla-
tona. Poznanie, polegajace na poprawnym definiowaniu, powiek-
szalo zasob wiedzy matematycznej przez wprowadzanie do sfery
istnienia intrasubiektywego coraz to nowych pojec. Pojecia owe nie
byly jednak kreowane ex nihilo. Wczesniej, przed ich zdefiniowa-
niem (poznaniem) byly ,uSpione” w poznajacym podmiocie (in
uns geschlummert), ,spoczywaly juz do pewnego stopnia w nas”
(was in uns gewissermafen schon lag). Poprawne zdefiniowanie tych
poje¢ powodowato ich obudzenie i wprowadzenie do §wiadomosci
(Bewuftsein). Jako gotowe wkraczaly w istnienie (er [der Begriff -
J. D.] tritt fertig ins Dasein) w sferze intrasubiektywnej’.

zbieznosci ciagdw. Z kolei predykat P, (x) jest funkcja zdaniowg z dwiema zmiennymi
nazwowymi, co nie odpowiadato, jak wiadomo, Cantorowskiej koncepcji jezyka mate-
matyki. Niemniej przykiad ten dobrze, jak si¢ wydaje, obrazuje koncepcje poznania
tworcey teorii mnogosci). W tym przypadku wprost okreslone zostaly relacje pojecia R
w stosunku do czterech poje¢ wiedzy bazowej. Poniewaz te ostatnie powigzane sg siecig
relacji z innymi pojeciami wiedzy bazowej, dlatego posrednio okreslone zostaly relacje
pojecia R z innymi pojeciami sfery intrasubiektywnej. Tylko tak, jak sie wydaje, moz-
na zrozumie¢ tez¢ Cantora, Ze nowo wprowadzane pojecie moze by¢ w relacjach z nie-
skoficzong liczbg pojeé. Gdyby rozumie¢ ja jako mozliwo$¢ podania, w definicji nazwy
nowego predykatu, nieskoficzonej liczby predykatow, powstaiby od razu problem po-
prawnosci definicji. Podniesiony on zostal najwezesniej przez H. Poincarégo i sprowa-
dzal si¢ do pytania: czy przyzna¢ istnienie przedmiotom, ktére bylyby tak definiowane?
OdpowiedzZ francuskiego matematyka byta negatywna. Ilustracje procesu poznania sta-
nowi rowniez Cantorowska definicja continuum jako takiego zbioru punktow, ktory jest
zbiorem doskonalym i spéjnym (zusammenhangend ~ autor daje przydtugawa definicjg
spdjnoscei, rézna od definicji wspolczesnej: zbidr doskonaly to taki, ktéry rowny jest swej
pierwszej pochodnej). Ta definicja continuum rdzni si¢ od wspbiczesnej, bowiem nie wy-
maga, aby taki zbidr byl zwarty (kazdy podzbiér nieskofczony posiada przynajmniej je-
den punkt skupienia). Zatem, wediug Cantora, prosta euklidesowa stanowita continu-
um, co wyklucza definicja wspoiczesnej topologii. Komentarz twércy teorii mnogosci,
ktérym opatrzyt definicje continuum, byt pelen zachwytu dla tego narzedzia poznania,
jakim okazala si¢ stworzona przez niego topologia zbioréw punktowych. Pozwolita ona
po raz pierwszy zdefiniowac w sposob Scisly pojecie continuum, o rozumienie ktérego fi-
lozofowie toczyli boje od czaséw antycznych. Wydaje si¢, ze w tym kontekscie mozna le-
piej zrozumie¢, dlaczego Cantor utozsamiat poznanie z poprawnym definiowaniem. Do-
piero jego definicja pozwolita ustali¢ sens terminu ,continuum?”, a wigc uczyni¢ wtasno-
§ci continuum przedmiotem badaf matematyki, ,,pozna¢ jego istote”, ktéra dotad stano-
wila niemalzZe religijne misterium. Por. G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannig-
faltigkeiten. Nr 5. Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitsiehre, 190-194.

¢ ,(...), weil letztere (sichere Erkenntnis - J. D.) nur durch Begriffe und Ideen er-
halten werden kann, die von duBerer Erfahrung hochstens angeregt, der Hauptsache
nach durch innere Induktion und Deduktion gebildet werden als etwas, was in uns ge-
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Teoria poje¢ wrodzonych (a zatem i wrodzonej wiedzy), ale nie
u$wiadomionych do momentu ich poprawnego zdefiniowania’,
do zludzenia przypomina teori¢ Platona o anamnesis. Z tym ze
mysliciel grecki wskazal geneze wiedzy wrodzonej. Odwolywata si¢
ona do irracjonalnych, orficko-pitagorejskich wierzet w wedrowke
dusz. Tym samym aprioryzm Platona okazywat si¢ utajonym empi-
ryzmenm.

Cantor nie ujawnil, jakie — jego zdaniem - byly Zrédia pojeé
(wiedzy) wrodzonych. By¢ moze, dla uzasadnienia istnienia wiedzy
wrodzonej nalezafoby si¢ odwola¢ do akceptowanego przez Canto-
ra, z pewnymi modyfikacjami, dualizmu Spinozjanskiego®.

1.1.4. Sfera intrasubiektywna jako zZrédio poznania

W kazdym razie przyjecie istnienia poje¢ wrodzonych wyjasnia
w pewnym stopniu charakter poznawczej sfery intrasubiektywnej,
utozsamianej przez Cantora z intelektem lub rozumem poznajgce-
go podmiotu, oraz relacje tej sfery do dziedziny transsubiektywne;.

wissermaf3en schon lag und nur geweckt und zum BewuBtsein gebracht wird”. Tamze,
207 (przypis do s. 181). ,(...), so sind alle Bedingungen zur Weckung des Begriffes A,
welcher in uns geschlummert, vorhanden und er tritt fertig ins Dasein, versehen mit
der intrasubjektiven Realitét, welche iiberall von Begriffen nur verlangt werden kann;
seine transiente Bedeutung zu konstatieren ist alsdann Sache der Metaphysik”. Tamze
(przypis do s. 182, 187).

" Definiowanie to jest poznaniem, ktore — jak wida¢ — mozna tez okresli¢ jako uswia-
damianie.

¢ Mozna by tez prébowa¢ tlumaczy¢ istnienie wiedzy ,,w stanie nie u§wiadomionym”
za pomocyg teorii archetypéw C. G. Junga. Archetypy, czyli symbole nie§wiadomosci
zbiorowej, s3 w jego ujeciu syntetycznym wytworem do$wiadezen ludzkosci (w ramach
pewnego kregu kulturowego), przejawiajacymi si¢ w snach, sztuce, mitach, religiach.
Teoria C. G. Junga jest ukryta forma platonizmu. Jest interesujace, ze H. Meschkow-
ski, usifujgcy broni¢ platonizmu we wspdiczesnej filozofii matematyki, powolywat si¢
na fragmenty korespondencji Cantora, w ktérych powiadat on, ze miat wizje liczb poza-
skoniczonych, zanim byt w stanie poprawnie je zdefiniowaé. H. Meschkowski, interpre-
tujac te teksty w duchu jungowskim, staraf si¢ uzasadni¢ istnienie archetypéw matema-
tycznych pojeé¢ w zbiorowej nieswiadomosci. Por. H. Meschkowski, Mathematik und
Realitit bei Georg Cantor, Dialectica 29(1975)1, 55-70. Wydaje si¢ jednak, ze takie pro-
by s3 dosy¢ ryzykowne. Teksty, ktore analizowat H. Meschkowski, powstawaty w okre-
sie glebokiego kryzysu psychicznego Cantora, wymagajacego wielokrotnego leczenia
klinicznego. Por. J. W. Dauben, Georg Cantor. The personal matrix of his mathematics,
ISIS 69(1978), 534-550; 1. Grattan-Guiness, Psychology in the foundations of logic and
mathematics: the cases of Boole, Cantor and Brouwer, History and Philosophy of Logic 3
(1982), 33-53. Opierajgc si¢ na listach z tego samego okresu, mozna by wykazywac, ze
zrédiem wiedzy o liczbach pozaskoficzonych bylo dla Cantora objawienie dokonane
przez Boga albo inny rodzaj iluminacji.
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Sferg intrasubiektywng nalezaloby podzieli¢ na dwie roztaczne czg.-
Sci lub na dwie nie przecinajgce si¢ plaszczyzny. Podzial ten nie
mialby charakteru absolutnego, bytby zrelatywizowany do dane;
chwili t. Do jednej czgSci mozna by zaliczy¢ te pojecia, ktére do da-
nego momentu bylyby juz poznane (zdefiniowane = znajdujace sie
w plaszczyznie Swiadomosci). Druga zawieralaby wszystkie pojecia
nieu$wiadomione, jeszcze niepoznane (niezdefiniowane = zawarte
w plaszczyznie podSwiadomoSci lub nieswiadomosci). Suma oby-
dwu czgsci dawalaby wtedy calg sfer¢ intrasubiektywng, o ktorej
nalezatoby orzec, zgodnie z teza Cantorowskiej ontologii, ze jest
izomorficzna z rzeczywistodcia transsubiektywna’.

Takie widzenie sfery intrasubiektywnej i jej relacji do rzeczywisto-
Sci transsubiektywnej znajduje potwierdzenie w tezie Cantora, Ze to,
co poznawalne, istnieje, zas$ to, co nie daje si¢ poznad, nie istnieje®,

Sformufowane tutaj uwagi odnoszg si¢ do calej, aktualnej i po-
tencjalnej, wiedzy, a nie tylko do wiedzy matematycznej, bowiem,
jak nalezy przypuszczaé, pojgcia matematyczne stanowily jedynie
podzbiér obu plaszczyzn sfery intrasubiektywnej (Swiadomej, jak
1 nie u§wiadomionej).

1.2. PRZEDMIOT POZNANIA

Powyzej zaprezentowano stanowiska Cantora w kwestii Zrodet
poznania. Pokazano, ze jest ono, przynajmniej w zakresie epistemo-
logii matematyki, skrajnym aprioryzmem, odrzucajacym jakgkolwiek
forme doswiadczenia. Mozna tak twierdzi¢, gdy wylaczy si¢ problem:
skad biorg si¢ pojecia wrodzone, ktorego tworca teorii mnogosci nie

? Takie okreslenie rzeczywistodci intrasubiektywnej likwiduje ostatecznie podejrzenie,
ze ontologia Cantora jest idealizmem typu berkeleyowskiego lub idealizmem typu dzie-
wigtnastowiecznego, niemieckiego. Przyjmujac bowiem, ze wiedza si¢ rozwija (na przy-
kiad przez dodawanie nowych poje¢, jak chciat tego Cantor), mozna by pytaé, jak rozu-
mied, Ze obie sfery rzeczywistosci: poznawcza i transsubiektywna, moga by¢ izomorficzne.
Poznanie kreowaloby wowczas rzeczywistos¢ transsubiektywna. Jesli za$ przyjaé istnienie
poje¢ wrodzonych, a w danej chwili t nie u§wiadomionych i wchodzacych w zakres sfery
intrasubiektywnej (wiedza potencjalna), to mozna stwierdzié, Ze rzeczywisto$¢ ta, a wiec
cafa wiedza, to znaczy aktualna plus potencjalna (ptaszczyzna swiadomosci plus ptaszezy-
zna nieSwiadomosci), jest izomorficzna z rzeczywisto$cia transsubiektywna.

19, Was sich erkennen 148¢, ist, was sich nicht erkennen 148t, ist nicht, und in demsel-
ben Mafle, in dem etwas ist, ist es auch erkennbar”., G. Cantor, Uber unendliche lineare
Punktmannigfaltigkeiten. Nr 5. Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitsiehre, 207
(przypis do s. 181). Niemiecki matematyk postuzyl si¢ tutaj cytatem z pracy E. Zellera.
Por. E. Zeller, Die Philosophie der Griechen, Leipzig 1875% 541.
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rozstrzygnal. Nie jest wykluczone, ze w tej kwestii zgodziltby si¢ na
jakas forma aposterioryzmu. Obecnie wypada postawi¢ pytanie, co
wedfug niego stanowilo przedmiot poznania matematyki.

1.2.1. Redukcja przedmiotu poznania do sfery intrasubiektywnej

Podstawa do okreslenia zakresu poznania matematyki byta ontolo-
giczna teza o izomorfizmie obydwu rzeczywistosci intrasubiektywnej
oraz transsubiektywnej. Skoro tak, to mozna i wystarczy zawezi¢ za-
kres poznania do rzeczywistoci intrasubiektywnej (aktualnej plus po-
tencjalnej). Cantor weale nie twierdzit, Ze matematyce nie mozna by
przyporzadkowa, jako przedmiotu poznania, jakiego$ ,,wycinka” lub
aspektu rzeczywistosci transsubiektywnej. Chodzito mu raczej o to,
ze skoro istnieje izomorfizm obydwu sfer, to zdecydowanie lepiej jest
ograniczy¢ przedmiot poznania do rzeczywistosci intrasubiektywne;j.

Tworca teorii mnogosci nie sformufowal tym samym tezy, ze
przedmioty ,,interesujgce” dla matematyki (poznawalne za pomocg
metod matematycznych) nie istnieja w sferze transsubiektywne;.
Wrecz przeciwnie, izomorfizm obydwu rzeczywistoSci gwarantowal
matematyczno$é rzeczywistoSci transsubiektywnej. Jednoczes$nie
jednak, ze wzgledu na ten sam izomorfizm, Cantor sformufowal
metodologiczng w gruncie rzeczy tezg, ktorej istote¢ mozna ujaé
najkrocej w zdaniu: wystarczy, by przedmiotem matematyki byly
pojecia istniejgce w rzeczywistoSci intrasubiektywnej'.

1.2.2. Poznanie w matematyce: odkrywanie

W kontekscie rozwazan nad przedmiotem poznania matematyki
mozna tez rozstrzygna¢ kwestie, czy wedlug Cantora praca mate-
matyka polegata na tworzeniu, czy tez na odkrywaniu nieznanej do-
tad rzeczywistoSci.

Zakres poznania matematyki stanowila rzeczywisto$¢ intrasubiek-
tywna. Zawierala ona wszystkie pojecia matematyki jako swoj pod-
zbior. Z tym z¢ cze$¢ owych pojec nalezala do plaszezyzny Swiado-
mosci, a cze$¢ zawarta byla w warstwie nieuswiadomione;j tejze sfe-

1 Dieser Zusammenhang beider Realitidten hat seinen eigentlichen Grund in der Ein-
heit des Alls, zu welchen wir selbst mitgehdren. Der Hinweis auf diesen Zusammenhang hat
nun hier den Zweck, eine mir sehr wichtig scheinende Konsequenz fiir die Mathematik da-
raus herzuleiten, da3 némlich letztere bei der Ausbildung ihres Ideenmaterials einzig und
allein auf die immanente Realitét ihrer Begriffe Rucksicht zu nehmen und daher keinerlei
Verbindlichkeit hat, sie auch nach ihrer transienten Realitit zu priifen”. Tamze, 182.
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ry. Pojecia w warstwie nieuSwiadomionej istnialy. Poznanie ich (zde-
finiowanie) rozszerzalo jedynie zakres jednej przestrzeni i zawegzato
drugg. Zatem matematyk definiujgcy jakieS nowe pojecie nie tworzyt
g0, a jedynie je odkrywal, nazywal i przenosit do sfery Swiadomosdc;i,

Jednocze$nie mozna jednak twierdzi¢, ze dzialalno$¢ matematy-
ka miata rowniez pewne cechy kreacji. Poznanie bowiem powodo-
walo, ze pojecie, istniejagce dotagd w formie ,,uspionej”, dzieki po-
prawnej definicji powolywane bylo do petnego (uSwiadomionego)
istnienia w rzeczywistoSci intrasubiektywne;.

Niemniej istotny akcent w epistemologii matematyki Cantora po-
tozony zostat na odkrywanie. Jego okreSlenia opisujgce rzeczywistosé
intrasubiektywna jako ,,nasz rozum”, ,,nasz intelekt” wypada interpre-
towaCw ten sposob, ze kazdy podmiot poznajgcy, dzigki ontologicznej
zasadzie izomorfizmu obydwu rzeczywistosci, dysponuje tym samym
zasobem w1edzy, aczkolwiek zakresy wiedzy usw1adom10ne] 1 nie$wia-
domejmogg i z reguly dla roznych podmiotow sa rozne. Dzigki infor-
macji naukowej kazdy z matematykow moze zapoznac si¢ z definicja
nowego pojecia, czyli poznaé je, odkry¢ to samo pojecie, ktore weze-
$niej odkryt inny matematyk. Poniewaz poznawanie w matematyce
jest odkrywaniem pewnej rzeczywistoéci o tyle subiektywnej, Ze istnie-
jacejw poznajacym podmiocie, ale jednocze$nie obiektywnej, bo dzie-
ki wiasnosciom izomorfizmu potencjalnie identycznej dla kazdego
podmiotu, wiedza matematyczna jest intersubicktywna — albo precy-
zyjniej — obiektywna i réownoczesnie komunikowalna.

Wypada tez zaznaczy¢, ze wedtug Cantora, kiadqcego tak wielki
nacisk na poprawne definiowanie poje¢ (= poznanie), poznanie
nie polegalo na ,,mechanicznym” ich wprowadzaniu. Nie chodzito
o zupelnie przypadkowe przyporzadkowanie nowym nazwom ko-
niunkcji predykatéw odpowiadajacych pojeciom juz nalezacym
do wiedzy bazowej. Oczywiscie, co§ takiego byto mozliwe, ale we-
diug Cantora cel dziatalnodci poznawczej stanowito wprowadzanie
takich pojeé, ktore okazalyby sie ,,owocne” (opozycja: fruchtbar -
unfruchtbar). Jako ,,owocne” klasyfikowane byly do$¢ enigmatycz-
nie te pojecia, ktore prowadzily do sukceséw (Erfolg)™.

2 (...) dann aber tréigt auch jeder mathematische Begriff das nétige Korrektiv in
sich selbst einher; ist er unfruchtbar oder unzweckméBig, so zeigt er es sehr bald durch
seine Unbrauchbarkeit und er wird alsdann wegen mangelnden Erfolgs fallen gelas-
sen”. Tamze, 182.
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Mozna jedynie domyslaé si¢, ze w tym znaczeniu ,,owocne” byto
na przykiad pojecie réwnolicznosci, pozwalajace definiowac skon-
czone 1 pozaskoficzone liczby calkowite, lub pojecie punktu sku-
p1en1a i pochodnej zbioru, ktére okazaly si¢ pozyteczne w zdefi-
niowaniu Ccontinuum hmowego co Cantor rzeczywiScie uznai
za wielki sukces. Zatem jedyne uchwytne kryterium ,,owocnosci”
pOJc;01a stanowita dalsza matematyczna praxis, w ktorej ujawniaf
si¢ stopiefi ,,owoonosc1 ’ danego pojecia. W tym ujeciu praca mate-
matyka byla po czesci sztukg, w ktdrej dosC istotng role odgrywata
intuicja tego, kto wprowadzal (definiowat) w taki a nie inny spo-
sob takie a nie inne pojecie.

1.3. PRAWDA

Do donioslych elementdw kazdej epistemologii nalezy zagadnie-
nie prawdy. Wiaze si¢ ono zazwyczaj z niesprzecznoscig wiedzy.
W wypadku epistemologii formutowanej przez twdrce teorii mno-
gosci w zagadnienia te dodatkowo uwiklany jest jeszcze problem
istnienia, co zostalo juz kilkakrotnie zaakcentowane w niniejszej
pracy. Dla wygody dalszych rozwazan, ktorych celem jest zaprezen-
towanie (rekonstrukcja) rozumienia przez Cantora prawdy, nie-
sprzecznosci, istnienia oraz zwiazkow pomigdzy nimi, warto jeszcze
raz wyraznie podkresli¢ ograniczenie zakresu anahzy do pojec
(wiedzy) matematycznych.

1.3.1. Niesprzeczno$¢ syntaktyczna a istnienie

Punkt wyjScia dla charakterystyki — istotnego w epistemologii
(i ontologii) matematyki Cantora — zwigzku pomi¢dzy niesprzecz-
noScia a istnieniem moze stanowi¢ dyrektywa stwierdzajaca, ze
przedmiotem matematyki sg pojecia istniejgce W rzeczywistosci in-
trasubiektywnej. Jednocze$nie Cantor byl, jak juz wspomniano,
zwolennikiem tezy wigzacej istnienie jakiegokolwiek przedmiotu
Z jego poznawalnoscxz} Istnienie przedmiotu —w tym upcm bylo
rownowazne z Jego poznawalnoécia. Poniewaz poznanie w mate-
matyce to nic innego, jak poprawne definiowanie, zatem moz-
na przy uwzglednieniu obydwu wyzej sformulowanych przestanek
wnioskowaé, ze mozliwos¢ poprawnego zdefiniowania jest réwno-
znaczna z istnieniem pojecia — przedmiotu w sferze intrasubiek-
tywnej — ktorym zajmuje si¢ matematyka. Zas poprawne definiowa-
nie to w istocie taki dobdr predykatéw w definiensie definicji po-
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jecia A, ktory nie dopuszcza, aby to pojecie okazalo si¢ sprzeczne®,
Zatem istnienie pojgcia jest rOwnowazne Z jego niesprzecznosciy,

Wynika stad teza o postaci jednostronnej implikacji: jesli jakies
pojecie jest niesprzeczne (= mozna je niesprzecznie zdefiniowac),
wtedy dane pojecie istnieje. Jeszcze inaczej: niesprzeczno$¢ jest wa-
runkiem wystarczajacym istnienia pojecia.

Przeprowadzona analiza wymaga pewnych dodatkowych wyja-
$nief, dotyczacych sposobu doboru predykatéw w definicji pojecia
wprowadzanego do wiedzy bazowej. Czy Cantor, wypowiadajac te-
zg, ze predykaty te nie mogty by¢ wzajemnie sprzeczne, mial na my-
§li jaki§ algorytm, ktory ,,mechanicznie” pozwalatby ustali¢ owg
sprzeczno$¢? Oczywiste jest, ze nie mogly to by¢ takie predykaty,
ktore przy odwolaniu do definicji pojec, jakim one odpowiadaly,
i zastosowaniu prostego wnioskowania dawaly sprzeczno$é. Na
przykiad, w definiendum pojecia A nie wolno bylo poda¢ predy-
katdow ,x jest skonczong liczbg parzysta” i ,,x jest skoficzong liczbg
nieparzysta”. Teoretycznie jednak bylo mozliwe, Ze takiego proste-
go wnioskowania ujawniajacego sprzeczno$¢ nie mozna bylo prze-
prowadzi¢. Cantor za$ ani nie podal, ani nie my§lal o mozliwosci
podania algorytmu gwarantujacego niesprzeczno$¢ definiowanych
pojec. Co zatem mialo rozstrzygna¢ o tym, czy nowo zdefiniowane
pojecie jest niesprzeczne, a zatem istnieje?

Jedyna dopuszczalna odpowiedZ jest nastepujaca: zatozy¢ nie-
sprzeczno$¢ i odczekaé, czy przy dalszym rozwoju wiedzy matema-
tycznej nie okaze si¢ co$ innego. Takie rozwigzanie znajduje ponie-
kad potwierdzenie w dzialalnoSci matematycznej samego Cantora,
ktory byl przekonany, ze wykazat sprzeczno$¢ pojecia wielkosci nie-
skoficzenie matych. A zatem jako ,,nie istniejace” ,,wyeliminowat”
je z matematyki po kilku wiekach ich funkcjonowania w analizie®.

¥ Zatozono, ze nowo wprowadzone pojecie jest dobrze odréznialne od pojeé wiedzy
bazowe;j.

' Zasadnicza my$] podanego przez Cantora dowodu nieistnienia wielkosci nieskon-
czenie malej jest nastgpujgca: niech & bedzie wielkoScig rézna od zera, mniejsza
od kazdej wielkosci skoniczonej, zas§ v dowolng porzadkowy liczbg pozaskoficzong. Da-
lej dowodezif on, ze nie istnieje taka liczba pozaskoiiczona v, dla ktérej &v > 1, co bylo
sprzeczne z pojeciem wielkosci liniowej. ,,(...) widerspricht die gemachte Vorausset-
zung dem Begriff linearer GroBen”, G. Cantor, List do K. Weierstrassa z 16.05.1887, w:
Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten, 1887-88, w: GA, 408. Z punktu widzenia
wspodiczesnej wiedzy matematycznej Cantor popelnit typowy biad petitionis principii.
Polegat on na przypisaniu wiclko$ciom nieskonczenie matym wiasnosci wielkosci skofi-
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Wypada podkresli¢, ze brak w koncepcji Cantora algorytmu gwa-
rantujacego niesprzeczno$¢ definiowanych pojeé podwazat w kon-
sekwencji wiarygodnos¢ pojec juz nalezacych do wiedzy bazowej B
Jako jedyny sposéb potwierdzania przekonania o niesprzecznosci
w1edzy wymienial on bowiem dlugotrwalg praktyke matematyczna.
Ta za$ mogla co najwyzej uprawdopodobni¢ przekonanie matematy-
kow, ze pOJe;ma ktorym1 nawet od dawna operuja, sa mesprzeczne

Trzeba tez zwrdci¢ uwage na to, ze okazanie sprzecznosci pojec,
nawet jesli byto mozliwe, to poza banalnymi przypadkami, kiedy
w definiensie wystgpowalby predykat i jego negacja, wymagato
przeprowadzema pewnego rozumowania. Operowato si¢ w nim
wczesnle] przy]e;tym1 definicjami oraz innymi zdaniami nie bedacy-
mi definicjami, a wigc twierdzeniami matematyki oraz tautologia-
mi logicznymi (na przyklad tertium non datur). Z dotychczasowego
przegladu epistemologii Cantora, ze wzglgdu na zdecydowang pre-
ferencje w jego filozofii matematyki kwestii istnienia pojgé, a tak-
ze biorgc pod uwage, ze istotny akcent w jego praktyce matema-
tycznej, decydujacy o jej doniostosci, spoczywal na wprowadzaniu
nowych poje¢, mozna by wnioskowaé, ze jezyk matematyki byt zre-
dukowany jedynie do definicji. Oczywiscie, taka sytuacja nie miata

czonych, to znaczy na ,,narzuceniu” im aksjomatu Archimedesa, ktéry we wspdlczesnej
matematyce charakteryzuje tylko i wylacznie wielkosci skoficzone. Por. tamze, 407-409.
D. Hilbert pokazal, Ze jesli odrzuci si¢ aksjomat Archimedesa, wtedy mozna zbudowaé
geometrig, w ktorej Cantorowska nieréwnoé¢ &v < 1 nie prowadzi do sprzecznosei. D.
Hilbert konstruowal geometrie niearchimedesowa w celu uzasadnienia niezaleznosci
aksjomatu Archimedesa od pozostalych aksjomatéw geometrii. Powiedziano, ze Can-
tor popelnil btad petitionis principii ,,z punktu widzenia wspdiczesnej wiedzy matema-
tycznej”. Dla Cantora, akceptujgcego zastang wiedzg bazowa, w ktdrej wszystkie obiek-
ty traktowane jako liczby spelnialy wiasnos¢ opisang we wzmiankowanym aksjomacie,
bylo (z tego wiasnie powodu) poniekad naturalne odrzucenie istnienia wielkodci nie-
skoficzenie malych. WielkoSci te znane byly juz staroZytnym Grekom, a ponownie poja-
wily si¢ w matematyce wraz z rachunkiem nieskoficzono$ciowym I. Newtona i G. W.
Leibniza. Rozwéj analizy w XIX wieku (A. Cauchy i K. Weierstrass) doprowadzit
do tego, ze calg t¢ dyscypling mozna bylo oprzeé na liczbach rzeczywistych. Dlatego
matematycy wychowani w szkole Weierstrassa zaczeli negowaé potrzebe wielkosci nie-
skoficzenie malych w matematyce. To drugi powdd, dla ktérego Cantor staral si¢ udo-
wodni¢ sprzeczno$¢ wspomnianego pojecia. Dopiero upowszechnienie metod aksjoma-
tycznych i badania D. Hilberta daly sciste podstawy tym wielkosciom, na ktérych bazie
buduje sie¢ migdzy innymi analize niestandardowa. Por. D. Hilbert, Grundlagen der
Geometrie, Leipzig 1930, 31n.; H. Jakubanis, O matematycznych podstawach systemu
Platona, Przeglad Filozoficzny 41(1938)4, 1-7.
* Tej konsekwencji swej koncepcji Cantor nie zauwazal.
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miejsca. Cantor zdawkowo stwierdzit, ze istotng role odgrywaly
w nauce (ogo6lnie) rozumowania o charakterze dedukcyjnym®.

Warto przypomnie¢, iz Cantor biegle postugiwal si¢ w swych
pracach z zakresu analizy klasycznym rachunkiem zdan oraz ra-
chunkiem kwantyfikatoréw. Twierdzenia w nich zawarte dostar-
czaly zbioru regut poprawnego, to znaczy dedukcyjnego wniosko-
wania. Nie wykluczalo to traktowania praw logiki rowniez jako
zdah samego jezyka przedmiotowego, w ktorych poszczegdlne
cztony zastepowano, na podstawie przyjmowanej implicite reguty
podstawiania, zdaniami matematyki. Poniewaz Cantor kilkakrot-
nie zdecydowanie postulowal, aby w rozumowaniach matema-
tycznych nie korzystac z jakiegokolwiek ogladu lub intuicji (4n-
schauung), dlatego mozna sadzié, ze tezy klasycznej logiki zdan
i kwantyfikatoréw wyczerpywaly — w jego pojeciu — zbidr regut
we wnioskowaniach dedukcyjnych. Zatem wnioskowania, dowody
nowych twierdzefi matematycznych bylyby w tym ujeciu ciggiem
zdan przeksztalcanych zgodnie z takimi wta$nie, przyjmowanymi
implicite regutami’.

Z powyzszych rozwazaf wynika jednoznacznie, ze cho¢ Cantor
pisal o niesprzecznoéci pojeé, to niesprzeczno$é¢ byta w jego kon-
cepcji przede wszystkim pozadana cechg jezyka matematyki. Przez
dopuszczone regufami dedukcji przeksztalcanie zdan matematyki
mozna bylo ewentualnie stwierdzi¢ sprzeczno$¢ jakiej$ pary zdan.
Poniewaz z oczywistych wzgledéw sprzeczno$¢ zdan dyskredytowa-
ta warto§¢ wiedzy, nalezato owa sprzeczno$¢ usunaé. Praktyka ma-
tematyczna Cantora wskazuje, ze trzeba bylo wowczas ustali¢, kto-
ra z definicji poje¢ matematycznych generowata owa sprzecznosé,
pojecie uznac za sprzeczne i jako takie za nieistniejagce. W konse-
kwencji nalezato ze zbioru zdan matematyki usung¢ definicjg owe-
go pojecia wraz ze wszystkimi zdaniami, w ktorych dowodzie wy-
stepowala nazwa pojecia sprzecznego.

'¢ Cantor powiada o ,,wewnetrznej indukeji” w procesie poznania. Nie jest do kofica
jasne, jak ja rozumial. Wyrazenie ,,wewngtrzna” wskazywalo, iz w poznaniu nie trzeba
odwotywac si¢ do rzeczywisto$ci transsubiektywnej. Termin ,,wewnetrzna indukeja” od-
nosit sig - jak wynika z kontekstu - do procesu u§wiadamiania ,,pojeé u$pionych” w sfe-
rze intrasubiektywnej. Z praktyki matematycznej Cantora wynika natomiast, iz w do-
wodzeniu dopuszczal wylgcznie rozumowania typu dedukcyjnego.

" Odnosi si¢ to takze do dowoddw nie wprost, dla ktdérych regute wnioskowania sta-
nowi prawo: (p—q) A ~ q - ~ p.
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Generalnie mozna stwierdzi¢, ze ostatecznie to wlasnosci jezyka
matematyki i jego ewentualna, cho¢ niepozadana sprzeczno$¢ po-
zwalaly orzekaé o sprzecznosci pojeé majacych rzekomo istnieé
w rzeczywistoSci intrasubiektywnej. Kiedy za$ jezyk matematyki
byt niesprzeczny, wowczas ,,dobrze opisywal” pojecia i relacje po-
migdzy nimi w rzeczywistoSci intrasubiektywne;.

1.3.2. Klasyczna koncepcja prawdy

Dotychczasowe analizy pozwolily ustali¢ Cantorowskie ujecie
relacji pomiedzy istnieniem poje¢ w rzeczywistoSci intrasubiek-
tywnej a ich niesprzeczno$cig i niesprzecznoScia jgzyka mate-
matyki. W tym kontekScie wypada réwniez postawié pytanie
o to, jak twoérca teorii mnogoéci ujmowal zagadnienie prawdy.
Cantor potraktowat te kwestie bardzo skrétowo, odwotujac sie
ponownie do Platona. Jest to ujecie klasyczne, w ktérym pod-
stawa prawdy jest relacja pomiedzy intelektem, a wigc tym, co
Cantor nazywal rzeczywistoScig intrasubiektywna, a rzeczywi-
stoScig transsubiektywna. Przy czym sama prawda byla, wedlug
niego, cecha przystugujaca przedstawieniom (Vorstellungen),
czyli réwniez pojeciom istniejacym w sferze intrasubiektywnej'.
Przedstawieniom przystugiwala prawda (unsern Vorstellungen
Wahrheit zukommt) wtedy 1 tylko wtedy, gdy ich przedmioty byly
rzeczywiste, czyli gdy posiadaly one swe odpowiedniki, wzajem-
nie jednoznacznie przyporzadkowane w rzeczywistoSci transsu-
biektywnej®.

Powstaje pytanie, czy wyniki przeprowadzonych dotychczas ana-
liz daja podstawy do wprowadzenia pojecia prawdy do epistemolo-
gii matematyki tworcy teorii mnogosci. Przeciez zgodnie z dyrekty-
wa metodologiczna Cantora, zakres poznania matematycznego byt
ograniczony do rzeczywistoSci intrasubiektywnej. Wedlug niego,

® Cantor nie sprecyzowal znaczenia terminu ,,przedstawienie”, ale zwyklo si¢ trak-
towaé pojecia jako jeden z rodzajéw przedstawiefl, mianowicie jako przedstawienia
nieogladowe.

© Nur das begriffliche Wissen soll (nach Plato) eine wahre Erkenntnis gewahren.
So viel aber unsern Vorstellungen Wahrheit zukommt —~ diese Voraussetzung teilt Plato
mit andern (Parmenides) — ebensoyiel muf ihrem Gegenstand Wirklichkeit zukom-
men, und umgekehrt”. G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten. Nr
5. Grundlagen einer aligemeinen Mannigfaltig-keitslehre, 206-207 (przypis do s. 181 — jest
to cytat z E. Zeller, Die Philosophie der Griechen, Leipzig 1875°, 541).
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matematyk w trakcie wykonywania czynno$ci poznawczych nie po-
winien si¢ odwolywa¢ do sfery istnienia transsubiektywnego. Nie
mogt wiec 1 nie powinien byt za kazdym razem, gdy definiowat no-
we pojecie, ustala¢ zachodzenia wzglednie niezachodzenia relacji
zgodno$ci miedzy pojeciami matematycznymi a ich odpowiednika-
miw sferze intrasubiektywnej.

Dla wprowadzenia przyjmowanej przez Cantora koncepcji praw-
dy do jego epistemologii matematyki mozna przeprowadzi¢ naste-
pujace rozumowanie: gdyby zatozyc, ze Jt;zyk matematyki jest nie-
sprzeczny, to wynika stad, ze wszystkie pojecia, ktorych definicje sg
podane, istniejg w rzeczywistosci intrasubiektywnej. Poniewaz obie
sfery rzeczywistoSci sa izomorficzne, zatem oczywiste jest, ze —
zgodnie z Cantorowskim okresleniem — pojeciom tym ,,przystuguje
prawda”.

W takim ujeciu niesprzeczno$¢ jezyka matematyki gwarantuje
prawdziwo$¢ poznania matematycznego. Ta teza, wprawdzie nie
wypowiedziana wprost przez Cantora, a wyprowadzona z tez jego
eplstemologu 1 ontologii, byla z pewnoscig zgodna z jego przeko-
naniami. Znajduje to posredme potwierdzenie w wadze, jaka przy-
ktadal do niesprzecznodci jezyka matematyki i w motcie jednej
z prac: Shipotez nie tworze™.

Twierdzenie ujmujace zwigzek pomu;dzy syntaktyczng nie-
sprzecznoscig jezyka a prawdziwoScia poje¢ ma charakter meta-
matematyczny. Zostaje on ujawniony dzigki analogii do wspoicze-
snej tezy metamatematyki, orzekajace), ze jezeli zbidr zdan jest nie-
sprzeczny, to posiada model. Z tym ze jezyk matematyki nie byt
dla Cantora dowolnym niesprzecznym zbiorem zdan. Akceptowal
onw zasadzie wszystkie zdania matematyki, ktore zastat przed roz-
poczeciem swej dziatalno$ci matematycznej”. Zastane zdania za-
wieraly wiedz¢ bazowa matematyki, a nastepne mogtly by¢ dofacza-
ne jedynie przy przestrzeganiu regut dedukeyjnych. Te dwa czynni-
ki determinowaly z gOry caly zbior wszystkich mozliwych zdan for-
mutowanych w tej dyscyplinie. W tym znaczeniu mozna twierdzié,

*  Hypotheses non fingo”. G. Cantor, Beitrige zur Begriindung der transfiniten Men-
genlehre, 1895-97, w: GA, 282 (282-356). Cantor obok motta zamiescil notatke wskazu-
jaca, ze jest to cytat z I. Newtona.

2 Wyjatek stanowil podzbiér zdan, w ktdrych postuzono si¢ pojeciem wielkoci nie-
skoficzenie matych.
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ze byt to jeden, potencjalny jezyk, ktéremu odpowiadal jeden mo-
del w rzeczywistosci intrasubiektywnej™.

2. PRZEKONANIA ONTOLOGICZNE I TEORIOPOZNAWCZE
CANTORA A DALSZY ROZWOJ FILOZOFII MATEMATYKI

Filozofia matematyki Cantora powstala w wyraZnej opozycji
do rozumienia matematyki przez jednego z najbardziej wptywowych
przedstawwleh tej dyscypliny naukowej w Niemczech, L. Kronecke-
ra. Ich spor byt w istocie, w swych najglebszych pokladach sporem
z zakresu filozofii matematyki, chociaz na forum publicznym nigdy
nie ujawniat si¢ jako takowy. Przybieral dla postronnego obserwato-
ra pozory personalnych animoz;ji.

Obecnie zaprezentowany zostanie krotki zarys Kroneckerow-
skiej koncepcji matematyki® po to, aby pokazac, Ze jej inspiracje
byly zupelnie odmienne od przestanek, na ktorych oparta zostata
filozofia Cantora. Spoér obu matematykéw, toczony de facto na
plaszczyZnie ontologii i epistemologii matematyki, staf si¢ pierw-
szym zwiastunem przyszlych gtebokich podzialéw wér6d matematy-
kéw, na tle rozumienia podstaw matematyki.

2.1.SPOR Z KRONECKEREM ~
ANTYCYPACJA SPORU FORMALISTOW Z INTUICIONISTAMI

Syntez¢ ontologii matematyki L. Kroneckera zawierato jego ulu-
bione powiedzenie: , liczby calkowite stworzyt dobry Bog, wszystko
pozostale jest dzietem czlowieka”. W ten sposob istnienie obiek-
tow matematycznych (innych niz liczby catkowite) zostato uzalez-

2 Nalezaloby uscislié: jezyk ten posiadat jeden model z doktadnoscig do izomor-
fizmu, poniewaz drugi model, izomorficzny, istnial w rzeczywistosci transsubiek-
tywne;j.

» Wladciwe okreSlenie stanowiska filozoficznego L. Kroneckera wymaga czestego
siggania do opracowai, dla ktérych Zrédiem sa wspomnienia uczestnikéw wykiadow
i seminariow prowadzonych przez berlifiskiego profesora. Informacje na temat filo-
zofii matematyki L. Kroneckera i jego sporu z Cantorem czerpano przede wszystkim
z pracy W. Purkerta i H. J. Ilgadusa. (Por. W. Purkert, H. J. llgadus, Georg Cantor,
Leipzig 1985, 35-37, 47-52). Konfliktem Cantora z L. Kroneckerem zajmowal si¢
réwniez w swoich publikacjach A. Schoenflies. Por. A. Schonflies, Zur Erinnerung an
Georg Cantor, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 31(1922), 99;
Tenze, Die Krisis in Cantor's mathematischem Schaffen, Acta Mathematica
46(1927)50, 3-16 (1-27).

* ,Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk”.
H. Weber, Leopold Kronecker, Mathematische Annalen 26(1893)43, 23.
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nione od aktywnoSci ludzkiego rozumu. Sg one Konstruowane,
a nie odkrywane, jak w przypadku Cantorowskiej i wszystkich in-
nych koncepcji matematyki pochodzenia platofiskiego.

Powiedzenie L. Kroneckera z gory negowatlo istnienie przed-
miotéw matematycznych w Cantorowskie] rzeczywistosci transsu-
bicktywnej, niezaleznie od tego, czy byta ona rozumiana jako ,nie-
bo idei” Platona, czy tez jako rzeczywisto§¢ materialna, nawet
ustrukturalizowana przez kategori¢ zbioru. Zatem przedmioty ma-
tematyczne bytowaly —i to wytacznie tylko te gotowe, juz skonstru-
owane — jedynie w rzeczywistosci intrasubiektywnej, aczkolwiek,
jak mozna przypuszczaé, niezaleznie od indywidualnych aktéw my-
Slenia. Tym samym nalezy stwierdzié, iz podstawowa teza Krone-
ckerowskiej filozofii matematyki byla tezg ontologicznego koncep-
tualizmu. Teza ta jest jednocze$nie §wiadectwem kantowskich in-
spiracji w zakresie filozofii matematyki. Tym bardziej, Ze sugeruje
oparcie calej matematyki na pojeciu liczby catkowitej, tyle ze nie
jest ono w przypadku L. Kroneckera redukowane do intuicyjnego
pojecia czasu, lecz w jaki$ blizej nieokreslony sposob dane umysto-
wi ludzkiemu (przez Boga?)®.

Dalsza konsekwencja przyjgtego konceptualizmu bylo — jak sie
wydaje — zdecydowane odrzucenie nieskoniczonosci aktualnej. Sko-
ro bowiem kazdy przedmiot matematyki jest ludzka konstrukcja,
zatem nie moze ich istnie¢ nieskonczenie wiele, bowiem umysi
ludzki nie moze wykonywaé nieskonczenie wielu konstrukeji. Stad
odrzucenie istnienia liczb niewymiernych, dla ktorych konstrukcji
trzeba bylo — jak uczynil to Cantor — przyja¢ istnienie nieskoncze-
nie wielu nieskoficzonych ciggdw liczb wymiernych®.

» Jedno zreszta nie wyklucza drugiego. W tym wzgledzie pomigdzy koncepcja mate-
matyki I. Kanta i L. Kroneckera wystepuje jednak pewna istotna roéznica. L. Krone-
cker gloszacy poglad o mozliwosci arytmetyzacji calej matematyki (,alle Ergebnisse
der tiefsinnigsten mathematischen Forschung schlieBlich in jenen einfachen Formen
ganzer Zahlen ausdriickbar sein mussen”. L. Kronecker, Uber den Zahlenbegriff, w:
L. Kronecker, Werke, Leipzig-Berlin 1899, Bd 3/1, 274) nie potrzebowat dla ufundowa-
nia podstaw matematyki intuicyjnego pojgcia przestrzeni, ktére jest fundamentalne
w Kantowskiej filozofii matematyki, a konkretniej, w filozofii geometrii. Por. I. Dagmb-
ska, Idee kantowskie w filozofii matematyki XX wieku, Archiwum Historii Filozofii i My-
§li Spolecznej 34(1978), 173.

® (...), soll man die Hinzunahme der_irrationalen sowie der continuirlichen
Grossen wieder abstreifen”. L. Kronecker, Uber den Zahlenbegriff, w: L. Kronecker,
Werke, Leipzig-Berlin 1899, Bd 3/1, 253.
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Inng konsekwencja konceptualizmu byt brak akceptacji, na
gruncie Kroneckerowskiej filozofii matematyki, dla istnienia poza-
skonczonych liczb kardynalnych (ewentualnie poza X,).

Odrzucanie istnienia nowych poje¢, wprowadzanych do matema-
tyki przez Cantora, harmonizowalfo z kantowska opcja w ontologii
matematyki, przyjeta przez L. Kroneckera. Niesprzeczno$¢ defini-
cji nie stanowifa w przekonaniu berlifiskiego profesora warunku
wystarczajacego istnienia definiowanych pojeé, a jedynie warunek
konieczny. Wediug niego wszystkie definicje musialy by¢ rozstrzy-
galne, to znaczy, musiata by¢ dana procedura, ktéra w skoficzonej
(z oczywistych wzgledow) liczbie krokow pozwalalaby rozstrzygac,
czy dany przedmiot odpowiadat danej definicji, czy tez nie. Wspo-
mniana procedura wymagata w istocie podania konstrukcji przed-
miotu odpowiadajacego warunkom definicji. Istnienie definiowa-
nego przedmiotu byto zdeterminowane j jego konstruowalnoscia.

Z powyzszego opisu mozna wyciagnaé generalny wniosek, ze
kryterium istnienia w Kroneckerowskiej filozofii matematyki sta-
nowifa koniunkcja dwu warunkéw: niesprzecznosci i konstruowal-
noéci”’. Zubazalo to znacznie konstruktywistyczng matematyke
L. Kroneckera w stosunku do matematyki Cantorowskiej.

Istotne rdéznice obydwu tradygji filozoficznych, ku ktérym skia-
niali si¢ z jednej strony Cantor, za$§ z drugiej L. Kronecker, powo-
dowaly, ze dla profesora berlifiskiego praktycznie cata Cantorow-
ska teoria mnogosci byla nie do zaakceptowania. Nie tylko z po-
wodu odmlennych pogladow dotyczacych sposobu definiowania
pojeé, lecz réwniez ze wzgledu na dopuszczenie odmiennych me-
tod dowodowych. L. Kronecker wymagal, aby oparte one byly
na zasadach finityzmu oraz, w wypadku dowodow twierdzen egzy-
stencjalnych, by mialy charakter konstruktywny. Najlepszym spo-
sobem unaocznienia owych niezgodnoSci i ich przyczyn bedzie
prezentacja sposobu dowodzenia przez Cantora egzystencjalnej

” Wediug I. Kanta doktadnie te same dwa warunki musialy zosta¢ speinione, aby
dany przedmiot mégt zosta¢ uznany za istniejacy (oczywiscie przy zafozeniu, ze zaréw-
no dla L. Kanta, jak i L. Kroneckera konstruowalno$¢ oznaczata to samo, czego roz-
strzygngC si¢ nie da): ,,Um die Moglichkeit eines Dinges zu beweisen, es damit nicht
genug sey, in seinem Begriffe keine Widerspriche zu finden, sondern es miisse den
Gegenstand des Begriffs im Verstande machen kénnen”. I. Kant, Uber Késtners Abhan-
dlungen, w: Kant's Gesammelte Schriften, hrsg. von der Akademie der Wissenschaften,
Bd 20, Berlin 1889, 410.
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tezy o istnieniu liczb transcendentalnych® (przestepnych) oraz za-
rzutéw L. Kroneckera.

Rozumowanie Cantora, dowodzace istnienia liczb transcenden-
talnych?, przebiegalo nastepujaco:

(1) Niech A bedzie zbiorem wszystkich liczb algebraicznych
z przedziatu liczb rzeczywistych (0, 1). Na podstawie zasady wytg-
czonego Srodka® prawdziwe jest zdanie:

[y €A) v ~Tlc o1y (x€A) (2)

Zdanie to, zgodnie z regutami rachunku kwantyfikatoréw, moz-
na Przeksztalci¢ nastepujgco:
Hxs(O, 1) (XE A) v Z::e(O, 1) "'(CE A) (3)

Przy zaloZeniu, ze prawdziwy jest pierwszy czlon alternatywy (3),
i uwzglednieniu, ze zbidr liczb naturalnych jest rownoliczny ze
zbiorem liczb algebraicznych, mozna wywnioskowaé, iz zbidr liczb
naturalnych jest rownoliczny ze zbiorem liczb rzeczywistych, co sta-
nowi sprzeczno§¢. Zatem zgodnie z zasadami klasycznego rachun-
ku zdah prawdziwy jest drugi czion alternatywy (3). Jedli przez T
oznaczy¢ zbidr wszystkich liczb rzeczywistych z przedziatu (0,1),
ktore nie sg liczbami algebraicznymi (sg zatem liczbami transcen-
dentalnymi, przestepnymi), wowczas prawdziwe jest zdanie:

2econy (ceT) (4)

Zatem - taki Cantor wyciagnal wniosek — istnieje liczba trans-
cendentalna c.

W ten sposdb prowadzone rozumowanie nie pozwala jednak
orzec o zadnej konkretnej liczbie rzeczywistej, ze jest ona liczbg
przestepna. Nie podano w dowodzie zadnej procedury okreslajg-
cej sposdb konstrukeji jakiejkolwiek liczby przestgpnej. Wobec tak
rozumianego niekonstruktywnego charakteru dowodu nalezato,
zdaniem L. Kroneckera, odrzuci¢ konkluzje, w ktorej stwierdzono
istnienie liczby transcendentalne;j c.

# Por. G. Cantor, Uber eine Eigenschaft des Inbegriffs aller reellen algebraischen Za-
hlen, 1874, w: GA, 119-133.

¥ Dowdd Cantora jest przedstawiony za pomocg wspélczesne; notacji kwantyfikato-
rowej.

* Cantor akceptowal te zasade, podobnie jak calg klasyczng logike zdan i predykatow.
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Poniewaz za$ wiele dovyod()w w pozaskonczonej teorii mnogosci
Cantora posiadalo w pojeciu L. Kroneckera taki wiasnie, niekon-
struktywny charakter, dlatego nalezato catg teori¢ mnogosci wyklu-
czy¢ z matematyki®.

Trzeba postawié pytanie, co z punktu widzenia L. Kroneckera
mozna bylo uczynié, aby tego typu dowody nie byly prowadzone.
Przeciez dowody niekonstruktywne nalezaly do istoty analizy
matematycznej, w jej tradycyjnym, dziewigtnastowiecznym uje-
ciu, rozwinietym przez A. Cauchy'ego, B. Bolzana i w szkole
K. Weierstrassa®. Czy opr6cz krytycznych uwag o ich niekon-
struktywnym charakterze mozna bylo od strony formalnej za-
kwestionowa¢ ich poprawno$¢? Ewentualnie, jak okresli¢ for-
malne wymogi wobec rozumowan matematycznych, aby tego ro-
dzaju dowody wyeliminowac?

Przy peinej akceptacji zasad logiki klasycznej (zdaf i kwanty-
fikatoréw), na ktorych oparte byly reguly wnioskowania, Canto-
rowskiemu dowodowi istnienia liczb transcendentalnych nic nie
mozna bylo zarzucié. Kazdy nastepny krok logicznie wynikat ze
zdah wczesniej wprowadzonych w procesie dowodowym i ze
zdah wezedniej zaakceptowanych w matematyce (twierdzef oraz
definicji). Zatem jedynym sposobem zakwestionowania, od stro-
ny formalnej, dowodu mogto by¢ ewentualnie zakwestionowanie
punktu wyjScia, czyli prawdziwosci zdania (2). Poniewaz jednak
zdanie (2) to nic innego jak egzemplifikacja, uszczegblowienie
zasady wylaczonego S$rodka, zakwestionowanie prawdziwosci
zdania (2) bylo identyczne z odrzuceniem zasady wylaczonego
$rodka (pv~p)™.

Kroneckerowska krytyka dowodow niekonstruktywnych, wynika-
jaca z przyjetych zalozef konceptualistycznych, niosta wigc w so-
bie, wowczas jeszcze ukryta, negacje jednej z podstawowych zasad

3 Por. A. Schoenflies, Die Krisis in Cantors mathematischen Schaffen, Acta Mathe-
matica 46(1927)50, 13.

2 Sam K. Weierstrass byl ostro atakowany przez L. Kroneckera za niekonstruktyw-
ne dowody w analizie, na przykiad za twierdzenie o istnieniu gérnej granicy ograniczo-
nego zbioru liczb rzeczywistych. Por. W. Purkert, H. J. Iigadus, Georg Cantor, Leipzig
1985, 47.

# A jedli tak, to mozna bylo kwestionowac¢ i inne zasady logiki, na ktérych oparty byt
dowdd Cantora. Na przyklad prawa de Morgana, dzigki ktorym przeksztatcono zdanie
(2) w (3). Tak tez czynig intuicjonisci, ktérzy oprocz zasady wytaczonego Srodka odrzu-
caja prawa de Morgana.
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logiki klasycznej. Réwnocze§nie stanowifa pierwszy zwiastun po-
mystu tworzenia logik nieklasycznych™.

Spor Cantora z L. Kroneckerem, ktéry w swej najglebsze;
warstwie — jak to pokazano - byl sporem pomigdzy konceptuali-
zmem a skrajnym realizmem typu platofiskiego, mial zatem
swoje skutki w sposobie uprawiania matematyki. Implikowat
tez ponowne przemyslenie kwestii akceptowalno$ci zasad logiki
klasyczne;.

To, co dla Cantora stalo si¢ podstawa matematyki — teoria
mnogosci, w oparciu o ktora chcial budowac arytmetyke liczb
naturalnych i calg matematyke — bylo przez L. Kroneckera usu-
wane poza nawias matematyki. Jego rygoryzm prowadzit do zubo-
zenia tej dyscypliny nauki®. Natomiast Cantor, formufujac zarysy
swej ontologii i epistemologii matematyki po to, by broni¢ przed
atakami L. Kroneckera teorii pozaskoficzonych liczb porzadko-
wych i kardynalnych, stal si¢ teoretykiem i obronca (na plasz-
czyznie filozofii) zasad — wezeéniej wyraznie nie formutowanych,
ale dla przedstawicieli szkoly weierstrassowskiej oczywistych —
wzorca uprawiania matematyki, ktoéry funkcjonowal od daw-
nai w ktérym si¢ wychowat™.

* Niekonstruktywno$é¢ dowodéw matematyki stata si¢ przyczyna krytyki logiki kla-
sycznej przez intuicjonistow. L. Brouwer negowal przede wszystkim prawo wytaczone-
go $rodka oraz prawo podwéjnego przeczenia, a takze prawa de Morgana. Program in-
tuicjonistéw nie byt tylko negatywny, bowiem krytyka wymienionych praw zmusita ich
do nadania nowego sensu spojnikom logicznym oraz kwantyfikatorom i przedstawienia
w postaci formalnego systemu logiki dostosowanej do nowego rozumienia spdjnikow
1 kwantyfikatoréw, co uczynit A. Heyting w roku 1930.

% L. Kroneckerowi udato si¢ niektore, rozwiniete przez siebie teorie zbudowaé
zgodnie z gloszonymi zasadami konstruktywizmu, na przykfad teori¢ ideatow w alge-
braicznych cialach liczbowych. W innych pracach opierat sie jednak catkowicie na zasa-
dach tradycyjnej analizy. Por. W. Purkert, H. J. Ilgadus, dz. cyt., 35-36.

* Obrona zastanej matematyki, zatem i obrona dotychczasowego wzorca jej upra-
wiania (z - jak mozna si¢ domysla¢ ~ akceptacja niesprzecznodci jako wystarczajacego
warunku istnienia i dowodow niekonstruktywnych) sformulowana zostata przez Canto-
ra explicite: ,Waren Gauf3, Cauchy, Abel, Jacobi, Dirichlet, WeierstraB, Hermite und
Riemann verbunden gewesen, ihre neuen Ideen stets einer metaphysischen Kontrolle
zu unterwerfen, wir wiirden uns frithwar nicht des groBartigen Aufbaues der neueren
Funktionentheorie zu erfreuen haben, (...); und wenn Kummer die folgenreiche Fre-
iheit der Einfithrung sogenannter ,idealer’ Zahlen in die Zahlentheorie sich nicht ge-
nommen haben wiirde, wir waren heute nicht in der Lage, die so wichtigen und
vorziiglichen algebraischen und arithmetischen Arbeiten Kroneckers und Dedekinds
zu bewundern”. G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten. Nr 5.
Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre, 183.
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2.2. W KIERUNKU FORMALIZMU - FORMALIZM METODYCZNY

|

Jest oczywiste, ze koncepcja matematyki, prezentowana przez
L. Kroneckera, stanowifa zapowiedZ przysziego nurtu w filozofii
matematyki, zwanego intuicjonizmem - byla praintuicjonizmem.
Rodzi si¢ problem, na ile Cantorowska filozofia matematyki zapo-
wiadata kierunek formalistyczny, uwiklany w sp6r na temat pod-
staw matematyki z intuicjonizmem kilkadziesigt lat po apogeum
kontrowersji Cantor — L. Kronecker. OdpowiedZ pozwolitaby nie
tylko stwierdzi¢, na ile kontrowersja ta byta antycypacjg sporu for-
malistéw z intuicjonistami, lecz réwniez, co jest o wiele donioSlej-
sze, wskazac, w jakim stopniu, na plaszczyZnie refleks;ji filozoficz-
nej (ontologicznej i epistemologicznej), prace Cantora przygoto-
waly powstanie kierunku formalistycznego w filozofii matematyki.

Chociaz moze si¢ to wydawaé paradoksalne, bowiem Cantorow-
ska filozofia oparta byla na zatozeniach platonskich, to jednak wy-
daje si¢, ze wla$nie ona stanowita istotny krok w kierunku stanowi-
ska formalistycznego w zakresie tego, czym sg przedmioty, ktérymi
zajmuje si¢ matematyka.

Cantor z jednej strony potwierdzal, ze obiektami matematycz-
nymi sg pojecia istniejgce w rzeczywistosci intrasubiektywnej. Co
wiecej, ze wzgledu na zachodzacy izomorfizm sa nimi poniekad
rowniez obiekty nalezgce do rzeczywistodcei transsubiektywne;.
Z drugiej strony w jego filozofii matematyki zawarta zostata, po
czgSci w sposOb wyrazny, po czesci implicite, pewna reguta meto-
dologiczno-ontologiczna, ktorg mozna by nazwaé ,,zasada podwoj-
nej redukcji ontologicznej”. Zasada ta stanowi egzemplifikacje
charakterystycznego dla p6Zniejszego formalizmu dazenia do unie-
zaleznienia konstrukcji matematycznych od strony znaczeniowej
poje¢ matematycznych”.

Nazwa reguly wskazuje, Ze wspomniana redukcja dokonywataby
sie w dwu etapach. Pierwszy etap zostal wyraznie scharakteryzo-
wany przez Cantora w tezie, orzekajacej, ze w zupelnosci wystar-

7 J. W. Dauben zauwazyt, ze Cantor juz w roku 1872, kiedy wprowadzat liczby nie-
wymierne jako ciagi podstawowe liczb wymiernych, przejawiat tendencje do uniezalez-
nienia konstrukcji matematycznych od strony znaczeniowej pojeé matematycznych:
»Cantor embraced a formalist position on the existence of the irrationals and he argu-
ed that only grounds on which their legitymacy was to be judged in mathematics were
their formal and internal consistency”. J. W. Dauben, Georg Cantor and the origins of
transfinite set theory, Scientific American 138(1983)6 (248), 127 (112-131).
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cza, aby zbiér obiektow, jakimi zajmuje si¢ matematyka, zawezié
do poje¢ w rzeczywistoSci intrasubiektywnej.

Drugi etap moze zosta¢ zrekonstruowany na podstawie przesta-
nek zawartych w Cantorowskiej ontologii i epistemologii. Tworca
teorii mnogosci byt przekonany o mozliwosci stworzenia jednego
i jednoznacznego jezyka matematyki. Zbior predykatow jednoar-
gumentowych (nazw ogolnych) tego jezyka bylby zwigzany z poje-
ciami w I‘ZCCZ)/WIS'[OSCI intrasubiektywnej relacja F, bedaca funkcja
wzajempie jednoznaczng. Poznanie nowego obiektu matematyki
(= zdefiniowanie) polegalo za$§ na wybraniu jakiej$ nazwy ,,A”, na-
lezacej do charakteryzowanego jezyka, ktdra nie byta niczym innym
jak wilasnie samym znakiem ,,A’®, i zdefiniowaniu pojecia przez
stosowny dob6r predykatow. Jesli definicja byta poprawna, to pojeg-
cie odpowiadajace znakowi ,,A” nalezato uznac¢ za istniejace w sfe-
rze intrasubiektywnej i poznane.

Niemniej matematyk, wprowadzajacy nowe pojecie odpowiada-
jace znakowi ,A’, w ogole nie musial, nie byl zobowiazany,
przy okazji budowania jakiejkolwiek definicji, do konstatowania
istnienia pojecia odpowiadajgcego znakowi ,,A” w rzeczywistosci
mtrasublektywne] Matematyk probujacy uw1arygodnlc pojecie
i sprawdzajacy metoda préb i biedow, czy pojecie odpowiadajace
znakowi ,,A” nie jest sprzeczne, nadal pracowal w sferze jezyka
matematyki. Wykonywal te operacje i przeksztafcenia na znakach
juz wprowadzonych, ktore dopuszczaly przyjmowane reguty wnio-
skowania. Innymi stowy: dla matematyka wyposazonego w okre-
§lone przez Cantora zasady poznania (= definiowania) i dopusz-
czone reguly wnioskowania (przeksztalcania zdaf) mogto by¢ zu-
pefnie obojetne, co w rzeczywistoSci intrasubiektywnej odpowia-
dato znakowi ,,A” oraz znakom nalezacym juz wcze$niej do jezyka
matematyki.

Odwotywanie si¢ do intrasubiektywnej rzeczywistoSci pojec byto
na kazdym etapie poznania matematycznego zbedne, poznanie
sprowadzalo si¢ de facto do przeksztalcen jezykowych, operacji
na znakach, symbolach jezykowych. Zatem drugi etap zasady po-
dwadjnej redukcji ontologicznej Cantora zawezal perspektywe onto-
logiczna matematyki, ograniczal matematyke do jezyka.

® (...) man setzt ein eigenschaftsloses Ding, das zuerst nicht anderes ist als ein Na-
me oder ein Zeichen A”.
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Poniewaz matematyke mozna w tym ujeciu uprawiac tak, jakby
symbole jezykowe byly jej jedynymi przedmiotami i jakby nieistot-
ne bylo, co w rzeczywistoSci odpowiada nazwom-znakom, zatem
zasada podwdjnej redukeji ontologicznej wprowadzata do filozofii
matematyki quasi-nominalizm, a samg zasade przez analogi¢ moz-
na by nazwaé ,,podwdjnag brzytwa Cantora”.

Quasi-nominalizm byl pierwszym zwiastunem nominalizmu
w formalistycznej filozofii matematyki. Nominalizm, po zabiegu
formalizacji, w ktorym to procesie doniosle bylo ustalenie pewne-
go sztucznego jezyka, pozwolil na traktowanie kazdego zdania ma-
tematyki jako skoficzonego ciggu symboli owego jezyka, za$ kazde-
go dowodu jako skoficzonego ciggu formul. Byt to najistotniejszy
krok w stron¢ badania metodami finistycznymi symboli-przedmio-
tow matematyki, a wigc do badafi metamatematycznych, ktére na-
lezaly do istoty programu przysziej szkoty hilbertowskie;j.

Nalezy zatem postawi¢ teze, ze platonik Cantor, formutujac dy-
rektywe quasi-nominalistyczna, redukujaca w praktyce ontologicz-
ng perspektywe matematyki do znakéw jezyka, stal sie pierwszym
zwiastunem formalistycznej filozofii matematyki. W tym znacze-
niu jego filozofia matematyki zastuguje na miano ,,metodycznego
formalizmu”.

Powyzsze analizy wskazuja, Ze Cantor wywarl zasadniczy wplyw
na powstanie szkoly formalistycznej nie tylko na ptaszczyZnie mate-
matyki. Jednym z istotnych zadaf, stawianych przez D. Hilberta
1 jego uczniow, byla obrona catej dotychczasowej matematyki.
W dobie kryzysu podstaw, wywolanego stwierdzeniem antynomii
oznaczato to przede wszystklm zachowanie jak najwigkszej cze;sm
Cantorowsklej teorii mnogosci. Nalezy przy tej okazji zaznaczy¢, iz
zaréwno Cantor, jak i formalisci, bronili nieskoficzonosci aktual-
nej w matematyce.

Wplywu Cantora na.formalistéw nie mozna zacie$niaé jedynie
do plaszczyzny przedmiotowej. Tworca teorii mnogosci, przez swoj
metodyczny formalizm, wplynal tez na zmiang sposobu my§lenia
0 matematyce, na sposob podejscia do kwestii istnienia przedmio-
tow matematyki i poznania w tej dyscyplinie naukowej. Zatem
stal si¢ tym, ktory na plaszczyZnie filozofii przygotowat zatozenia
niemieckiej szkoly formalistyczne;.

Oczywiscie, okreSlenie Cantorowskiej filozofii matematyki mia-
nem ,,metodycznego formalizmu” moze budzi¢ pewne zastrzeze-
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nia. Przede wszystkim tworca teorii mnogosci nie wysunalt wymogu
formalizacji jezyka matematyki. To prawda, ale z drugiej strony
wiele jego dowoddw i konstrukeji matematycznych bylo przepro-
wadzanych w taki sposob, ze wprost nadajg si¢ do zapisu W jezyku
sformalizowanym. Wystarczy wskaza¢ na model teorii liczb rzeczy-
wistych w dziedzinie ciggéw podstawowych liczb wymiernych.

Najpowazniejszy zarzut w tym zakresie jest taki, ze Cantor nie
dostrzegal potrzeby aksjomatyzacji teorii matematycznych. Wyni-
kato to stad, Ze po prostu zaakceptowal on zastang wiedz¢ mate-
matyczng jako pewng baze, ktora nie podlegata dyskusji. Trzeba tez
podkresli¢, ze aksjomatyzacja teorii mnogosci nie byta palaca po-
trzebg przed stwierdzeniem antynomii. Poza tym, jak si¢ wydaje,
Cantor byl jak najdalej od rozumienia zbioru aksjomatéw jako uwi-
ktanych definicji poje¢ pierwotnych. To bowiem faczy si¢ z rodza-
jem konwencjonalizmu, mozliwoéciag swobodnego determinowania
u samych podstaw wlasnoSci przedmiotéw matematycznych i bu-
dowania teorii podajgcych rozne wtasnosci tych samych (z nazwy)
przedmiotéw. Konwencjonalizm byt sprzeczny z przekonaniem
Cantora, ze jezyk matematyki posiadal jeden jedyny model z do-
ktadnoscia do izomorfizmu.

Przedstawione zarzuty w niczym nie podwazaja tezy, ze prace
Cantora, w ich warstwie ontologicznej i epistemologicznej, przy-
gotowaly filozofi¢ matematyki szkoly formalistycznej. Dlatego jego
koncepcje w tym zakresie mozna zasadnie uzna¢ za metodyczny
formalizm, w znaczeniu scharakteryzowanym powyze;.

3. ZAKONCZENIE

Celem pracy byla prezentacja i rekonstrukcja zalozen filozoficz-
nych Cantorowskiej teorii mnogo$ci. Wynikiem badan prowadzo-
nych w tym zakresie jest sugestia, iz do$¢ rozpowszechnione opinie
o jednoznacznie platofiskiej orientacji ontologii Cantora stanowig
pewne uproszczenie. W wyniku przeprowadzonych analiz udato
si¢ wyodrebni¢ dwie sktadowe tej ontologii. Pierwsza zostata robo-
czo nazwana ,skladowa spinozjafisko-fichteafiska”, natomiast dru-
ga ,platonska”.

Watek spinozjansko-fichteanski uwidocznil si¢ przede wszystkim
w oparciu ontologii Cantora na dwu tezach. Wedlug jednej cata
rzeczywisto$¢ jest dualna, sktada si¢ z dwu sfer: trans- i intrasu-
biektywnej. Druga stwierdza izomorfizm (paralelizm) obydwu rze-
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czywistoSci. Charakterystyka obydwu sfer okazala si¢ jednak nie-
mozliwa bez uwzglednienia sktadowej platonskiej. Na tym etapie
badan mozna bylo jedynie negatywnie stwierdzi¢, iz przyjety podziat
rzeczywistosci nie pokrywal si¢ ze Spinozjadskim rozroznieniem
dwu opozycy]nych 1 ]ednoczesme dopetniajacych sie atrybutow sub-
stancji — rozciagtosci i mysli. Wymkafo to z uwagi Cantora, iz
do sfery transsubiektywnej nalezy réwniez zaliczy¢ obiekty natury
duchowej. Przejat on od Spinozy schemat ontologiczny — wyrazony
dwoma wspomnianymi twierdzeniami — ale wypelnit go inng trescia.

Sktadowa platofiska® ontologii Cantora ujawniona zostata w trak-
cie rekonstrukcji jego stanowiska w zakresie klasycznego sporu

* Filozofia Cantora stanowila przejaw krotkiego, ale owocnego renesansu platonizmu
w epistemologii, przede wszystkim w epistemologii nauk logiczno-matematycznych.
Do potowy XIX wieku przestrzefi pogladow filozoficznych byta zasadniczo zdominowa-
na przez dwa gléwne nurty. Z jednej strony byl to krytyczny idealizm typu niemieckiego,
ktéry inspirowal wiele odmian psychologizmu. Na drugim biegunie dominowaly: empi-
ryzm, pozytywizm i materializm, zawdzigczajace swa pozycjg rozwijajacym si¢ burzliwie
naukom przyrodniczym, w ktoérych doniosta role odgrywat wéwczas eksperyment. Zaden
z tych kierunkéw filozoficznych nie gwarantowal jednak stosownego zaplecza ontologicz-
nego i epistemologicznego naukom logiczno-matematycznym. Dla matematykéw owego
okresu wyniki tych nauk mialy charakter obiektywny, powszechnie obowigzujacy, zatem
nie wolno ich bylo uzaleznia¢ od immanentnych uwarunkowan ducha oraz od subiektyw-
nych struktur ludzkich proceséw my$lenia i przedstawiania. Por. R. Carls, Idee und Men-
ge. Der Aufbau einer kategorialen Ontologie, Miinchen 1974, 22-24, Odrzucenie pozytywi-
zmu i empiryzmu jako epistemicznej bazy matematykii logiki miafo inne podstawy. Pra-
wa tych nauk posiadaly, przynajmniej dla tych, ktorzy byli w ich rozwdj aktywnie zaanga-
zowani, taki stopiefi pewnodci, ze zaden rodzaj poznania zmystowego i zadna indukcja
nie byly w stanie go zagwarantowaé. Jedynym rozwigzaniem pozostalo siggnigcie do filo-
zofii przedkantowskiej. Wigzalo sie to z renesansem mysli B. Bolzana (dzialat on wpraw-
dzie po I. Kancie, ale byl zupelnie zapomniany do drugiej polowy XIX wieku), G. W. Le-
ibniza i przede wszystkim Platona. Koncepcje nauk formalnych wielu wybitnych matema-
tykéw i logikéw drugiej polowy XIX wieku, takich jak C. S. Peirce, G. Frege, R. Dede-
kind, G. Cantor, G. Peano, pracujgcych nad podstawami owych nauk, spotkaly sie
na gruncie platonizmu przede wszystkim dzigki akceptacji skrajnego realizmu pojeciowe-
go. Por. R. Carls, dz. cyt., 22-24. Platonizm, dajacy odpowiedZ na pytania o solidna, pew-
na ontologie i epistemologie matematyki i logiki, stal si¢ po§rednio zrédiem wielu doko-
nan w zakresie przedmiotowym matematykdéw i logikéw owego okresu. Réwnoczesnie
stanowil pomoc dla obrony dotychczasowego dorobku matematyki przed atakami prain-
tuicjonistéw (L. Kronecker). Owszem, platonizm ten nie byt wolny od naleciatodci, kto-
rych Zroédiem byt niemiecki idealizm. Wystarczy tu wskazaé chociazby na Cantorowska
sferg rzeczywisto$cl intrasubiektywnej. Najistotniejsze jednak wydaje si¢ to, ze miedzy in-
nymi dzieki filozofii matematyki Cantora, ktéra w istocie swej platofiska, byta jednocze-
$nie rodzajem formalizmu metodologicznego i zawierata teze quasi-nominalizmu, stwo-
rzone zostaly w dobie renesansu platonizmu przestanki dla sformulowania istotnych za-
tozen kierunku formalistycznego.
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o uniwersalia. Z tekstéw Cantora nalezy wnioskowaé, iz byt on zwo-
lennikiem skrajnego realizmu, ktory wyraza sie akceptacja dwu tez:

1. Dla kazdego jednoargumentowego predykatu istnieje byt abs-
trakeyjny (a wiec pozaczasowy i pozaprzestrzenny);

2. Byty abstrakcyjne mozna traktowac jako mdyw1dua1ne stano-
wigce jedno$¢ przedmioty.

Bytem abstrakcyjnym w ontologii Cantora jest zbidr rozpatry-
wany w aspekcie jednoéci. Zbior zostal scharakteryzowany kom-
plementarnie jako co§ pokrewnego z Platofisk ideg oraz przez
przyjmowane implicite aksjomaty: nieograniczonej komprehens;ji
i ekstensji.

Uwzglednienie watku platofiskiego pozwala na blizsza charakte-
rystyke obu  Cantorowskich sfer istnienia: 1ntrasublektywnej
1 transsubiektywnej. Pierwsza z nich to sfera istnienia pojeé. Ma
ona jednak specyficzny, podwdjny status, nie tylko ontyczny, ale
réwniez poznawczy. W tym drugim aspekcie posiada cechy obiek-
tywnego, to znaczy niezaleznego od jakiegokolwiek podmiotu aktu-
alnie poznajgcego, porzadku poznawczego. Intelegibilno$é Canto-
rowskiej sfery intrasubiektywnej w porzadku poznawczym zostata
zagwarantowana — co nalezy jeszcze raz mocno podkresli¢ ~ dzieki
uwzglednieniu skladowej platonskiej. W innym wypadku nalezato-
by si¢ zdecydowanie dopatrywa¢ w ontologii Cantora jakiej§ formy
idealizmu subiektywnego typu berkeleyowskiego lub idealizmu
charakterystycznego dla niemieckiej filozofii poheglowskiej.

Rzeczywisto$¢ transsubiektywna byla definiowana przez Cantora
jako sfera zewnetrzna w stosunku do rzeczywistosci intrasubiek-
tywnej. W wyniku przeprowadzonych analiz nalezy do niej zaliczy¢
przedmioty konkretne (czasowe i przestrzenne) oraz byty abstrak-
cyjne (pozaprzestrzenne i pozaczasowe), czyli zbiory-idee, i to za-
rowno w aspekcie wielosci, jak i jednosci. Zbiory-idee stanowig
izomorficzne obrazy pojec istniejacych w rzeczywistosci intrasu-
bicktywnej. Sfera transsubicktywna nie jest ustrukturalizowa-
na zgodnie z Russellowska teoria typdw. Nie mozna z niej wydzie-
li¢ trzeciej sfery istnienia — platonskiej sfery bytu idealnego. Stano-
wi to nastepstwo przejecia przez Cantora Spinozjanskiej tezy o du-
alizmie izomorficznych sfer rzeczywistosci.

W kwestii Zrodel poznania stanowisko Cantora mozna, na planie
opozycji aprioryzm ~ aposterioryzm, okre§li¢ jako skrajny aprio-
ryzm. Poznanie to wlasciwe, czyli niesprzeczne definiowanie pojec.
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Cantor powtarza w istocie nauk¢ Platona o wiedzy wrodzone;.
W problematyke prawdy uwiklane zostaly zagadnienia istnienia
i niesprzecznosci. Aczkolwiek Cantor méwi o niesprzecznosci po-
j¢¢ w rzeczywistoSci intrasubiektywnej, to jednak w istocie - jak
wykazaly prowadzone analizy — jest ona wlasnoscig jezyka. Tworca
teorii mnogosci byt przekonany o mozliwosci stworzenia idealnego
jezyka, w ktérym dziedzina predykatow jednoargumentowych by-
taby izomorficzna z dziedzing pojg¢ w rzeczywistosci intrasubiek-
tywnej, a zatem izomorficzna z dziedzing zbioréw-idei w rzeczy-
wistoci transsubiektywnej. Uwidocznifa si¢ tu tendencja typowa
dla orientacji platofiskiej, wedlug ktdrej jezyk nie jest ksztaltowany
dowolnie, ale ,,odzwierciedla” pozajezykowa rzeczywisto§¢. Zdefi-
niowanie, W sposOb niesprzeczny, nowego predykatu jednoargu-
mentowego stanowito warunek konieczny i wystarczajacy istnienia
pojecia w rzeczywistoSci intrasubiektywnej oraz — w konsekwencji
izomorfizmu ~ jego odpowiednika w sferze transsubiektywne;.
Niesprzeczno$¢ syntaktyczna gwarantowala prawdziwos§¢ pojec, ro-
zumiang jako relacja ich semantycznej zgodnosci z odpowiednika-
mi w rzeczywistosci transsubiektywnej. Uzasadniono tez, iz sfor-
mulowane przez Cantora kryterium istnienia obiektéw matema-
tycznych uniezaleznialo poznanie w matematyce nie tylko od ja-
kiejkolwiek formy odwotywania si¢ do rzeczywisto$ci transsubiek-
tywnej, ale i do intrasubiektywnej sfery istnienia pojeé. Redukowa-
fo je do syntaksy jezyka matematyki. Mozna ja bylo uprawiac tak,
jakby jej jedynymi obiektami byly znaki-symbole.

Na takich logicznie pierwotnych zalozeniach ontologicznych, po-
znawczych, a takze nalezacych do zakresu filozofii jezyka opierat
Cantor swoje przekonanie o istnieniu i poznawalnoSci poje¢ ma-
tematycznych, przede wszystkim liczb pozaskoficzonych®. Ewolu-
ujaca idea tych liczb stanowila istotg jego teorii mnogosci. Dlatego
nalezy uznaé inspirujaca rolg opisanych zalozen filozoficznych
w powstaniu nowej teorii. Wykazano tez, iz przyjmowana przez
Cantora ontologia mogla speini¢ istotng funkcje heurystyczna
w zdefiniowaniu liczby kardynalnej jako zbioru (pojecia) zbioréw
réwnolicznych. Stanowilo to istotny krok w kierunku uznania teo-
rii mnogosci za podstawowa teori¢ matematyki.

“ Por. G. Cantor, Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten. Nr 5. Grundlagen
einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre, 181-183, 206-207.
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ONTOLOGISCHE UND ERKENNTNISTHEORETISCHE
VORAUSSETZUNDEN DER MENGENLEHRE GEORG CANTORS (II)

Zusammenfassung

In der Frage der Quellen der Erkentniss entschied sich Cantor, konsequent —
wie in der Ontologie — fiir die Platonische Antwort: fiir den duflersten Apriori-
smus. Er akzeptierte auch die Platonische Lehre iiber das angeborene Wissen. In
der Frage der Wahrheit, welche er klassisch verstehen hatte, hat er auch die Frage
der Unwiderspriichlichkeit der Sprache, als der notwendigen und hinreichenden
Bedingung der Existenz der Begriffen, die in der Sprache vorkommen, und ihrer
transsubiektiven Korelaten, verwickelt. Die ontologischen und erkenntnistheore-
tischen Voraussetzungen der Cantorschen Mengenlehre waren die eigentlichen
Griinde seines Streits mit Kronecker. Der berliner Proffesor, der die kantischen
Voraussetzungen angenommen hatte, hat eine Konstruktion der mathematischen
Obiekte, als notwendige Bedingung ihrer Existenz, gefordert. Wéhrend des Stre-
ites, in dem Kronecker konsequent den kantischen Konstruktiwismus verteidigt
hatte, hat er implicite, als der erste in der Geschichte, die intuizionistische Logik
in der Mathematik, angenommen.



