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Teoria chaosu jest nowym, catoSciowym podejsciem do ztozo-
nych uktadow dynamicznych. Powstata ona stosunkowo niedawno
i rozwija si¢ dynamicznie, obejmujac swym zasiggiem coraz wigce]
dziedzin nauk empirycznych. Ten szybki rozw6j i sukcesy w rozwia-
zywaniu probleméw, ktore jeszcze kilkadziesiat lat temu byly nie-
rozwigzalne lub zbyt trudne dla naukowego potraktowania, jest
skutkiem wielu zmian, jakie dokonaly si¢ w nauce w ostatnim pot-
wieczu. Jednym z czynnikdw najczgsciej analizowanych przy oma-
wianiu tego zagadnienia jest budowa coraz lepszych komputeréw,
dzieki ktérym mozna dokonywaé trudnych obliczen i porzadkowac
ogromne zbiory danych empirycznych. Innym waznym Zrédiem tej
teorii bylo powstanie nowych dzialéw matematyki, w §cisty formal-
ny sposdb badajacych dynamike i specyficzne wtasnoSci uktadéw
ztozonych. Uklady dynamiczne byly badane od kilkuset lat przez
mechanike klasyczna, dla ktorej potrzeb stworzono jeden z najwaz-
niejszych dziatéw matematyki — rachunek rézniczkowy i catkowy.
Majac to na uwadze, nie mozna powiedzie¢, ze teoria chaosu, nazy-
wana takze dynamika nieliniowa, jest nowa dziedzing badan, obej-
mujaca swym zakresem zjawiska, ktore do czasu jej powstania byly
przez uczonych pomijane ze wzgledu na zasadnicze trudnosci w ich
opisie i zrozumieniu. Z tego punktu widzenia dynamika nieliniowa
jest kontynuacja mechaniki klasycznej i pokrewnych jej dziedzin,
takich jak hydrodynamika i w zwiazku z tym trudno jest czasami
jednoznacznie stwierdzi¢, gdzie przebiega granica migdzy teoriami
starymi 1 ich kontynuacja w ramach teorii chaosu. Tym zagadnie-
niem nie bedziemy si¢ zajmowacé, ograniczajac zakres naszych roz-
wazafh do matematycznych teorii stanowigcych sktadniki dynamiki
nieliniowe;j. Teorie te takze wyrosly przewaznie z teorii starszych ja-
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ko ich kontynuacja i rozwinigcie pewnych waznych zagadnien
szczegOtowych. Zagadnienia te okazaly sie czgsto tak wazne i cie-
kawe, Zze matematycy, pracujac nad nimi, stworzyli nowe dzialy ma-
tematyki lub w istotny sposob zmodyfikowali stare. Przyktadem
teorii nowej jest teoria ergodyczna, natomiast przykiadem teorii
starej, lecz zasadniczo przeksztalconej — jakoSciowa teoria rownan
rézniczkowych. Celem naszych rozwazah bedzie pokazanie, na
czym polega istota tych zmian. Mozemy sformutowaé to w postaci
pytania: Skoro teoria chaosu bada uktady dynamiczne, ktére byly
od dawna przedmiotem badan réznych dzialéw fizyki, to na czym
polega jej nowos¢, dzieki ktorej mozna uznac ja za teori¢ samo-
dzielng, inna od teorii, z ktdrych wyrosta? Powtorzmy, ze interesuja
nas matematyczne aspekty tej teorii, dlatego skupimy uwage na
tym, co czasami nazywa si¢ matematyka chaosu.

Rozpoczniemy od wprowadzenia i1 poréwnania dwdch termindw:
»ukfad prosty” i ,,uklad ztozony”. Méwiac najogdlniej, uktad prosty
to taki, ktéry sklada si¢ z jednego lub paru sktadnikéw, ktdrych wia-
snoSsci 1 stan mozna opisac za pomoca kilku liczbowych parametrow.
Skladniki te ponadto poruszaja si¢ w regularny sposob, dzigki cze-
mu mozna doktadnie opisa¢ ich tory w zadanym przedziale czaso-
wym. Dobrze znanym przykladem ukfadu prostego jest ukfad plane-
tarny, sktadajacy si¢ z nieruchomego Stonca i kilku planet, kraza-
cych wokot niego po regularnych orbitach eliptycznych. Inne przy-
ktady znane z fizyki szkolnej to dwie zderzajace si¢ kule sprezyste
lub pocisk poruszajacy si¢ w polu cigzenia Ziemi. W toku nauczania
fizyki w szkole lub na uniwersytecie omawia si¢ wiele przyktadow ta-
kich uktadéw dynamicznych, ktore wiasnie ze wzgledu na swoja pro-
stote mogg by¢ dokladnie zbadane empirycznie i opisane teoretycz-
nie. W poczatkowym okresie rozwoju mechaniki byly one intensyw-
nie badane, a obecnie, gdy znamy je bardzo dobrze, sg one dobrym
materialem dydaktycznym, ilustrujgcym metody i mozliwosci odpo-
wiednich dzialow fizyki. Sukcesy mechaniki, pierwszej nowoczesnej,
zmatematyzowanej teorii empirycznej, w dziedzinie opisu i wyja-
‘Snienia dziafania ukladéw prostych mialy wazne konsekwencje na-
ukowe 1 filozoficzne, znacznie wykraczajace poza zakres zastosowan
tej nauki. Uczeni zafascynowani dokladnoScia obliczen i przewidy-
wan zwigzanych z modelowaniem prostych ukfadéw mechanicznych
uwierzyli, ze moga one by¢ wzorcem dla calej fizyki. Wiedzieli
wprawdzie dobrze, ze takie doktadne przewidywania sa mozliwe dla
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ukfadow odpowiednio prostych i dobrze odizolowanych od zaki6ca-
jacych wplywow otoczenia, lecz mieli nadzieje, ze dzne;kl I’OZWOJOWI
nauki bedzie mozna coraz wigcej zjawisk poznawac i rozumieé row-
nie doklfadnie. Filozoficzng baza tego stanowiska byta doktryna de-
terminizmu, czyli przekonanie, ze wszystkie procesy przyrody prze-
biegaja w jednoznaczny sposob, zgodnie z prawami, ktorych odkry-
cie i zastosowanie jest najwazniejszym zadaniem nauki.

Ten powszechnie akceptowany cel i ideal fizyki mial istotny
wplyw na sposob matematycznego opisu zjawisk fizycznych i for-
mulowania praw fizyki. Korzystajac z metod analizy matematycz-
nej, prawa te zapisywano w postaci rownan rozniczkowych, ktére
maja jednoznaczne rozwigzania. Uczony opisujacy przebieg proce-
sow nalezacych do badanej klasy wypisywal rownania ruchu. Row-
nania te sg zwykle ogoélne i majg cate klasy rozwiazan, dlatego trze-
ba bylo uzupelni¢ je o dane empiryczne (warunki poczatkowe),
dzigki ktérym otrzymuje si¢ jedno rozwigzanie, odpowiadajace
konkretnej sytuacji. Takie rozumienie zadan teorii dynamicznych
bylo podstawg ogoélnego schematu post@powania: model zjawisk —
rownania ruchu — ogolne rozwiazania réwnan — wybrane rozwig-
zanie rOwnafn w danym przypadku — poréwnanie rozww;zama z ob-
serwacjami. Zadanie stojace przed uczonym bylo rozwiazane, gdy
przewidywany przez model przebieg procesu wystarczajaco dobrze
pasowal do przebiegu obserwowanego. Im wigksza dokiadno$¢ tym
lepszy model. Rozw6j danej galezi nauki polegal na uzyskiwaniu
coraz dokfadniejszych przewidywan.

Teorie matematyczne stosowane w tych dziedzinach nauk przy-
rodniczych takze rozwijaly si¢ zgodnie z tym sposobem podejicia
do probleméw. W zwigzku z tym rozwdj analizy matematycznej
w XIX wieku w znacznej mierze polegat na poszukiwaniu rozwig-
zaf roéwnan rézniczkowych uzywanych w fizyce i technice. Matema-
tycy stworzyli teorie opisujace klasy rozwigzan najwazniejszych
réwnaf, badali funkcje specjalne, stworzyli teori¢ potencjatu i teo-
ri¢ warunkow poczatkowych dla okre§lonych rownan. Byly to cie-
kawe dzialy analizy matematycznej, wazne dla samych matematy-
kéw, lecz istotng inspiracja dla ich rozwijania byly potrzeby fizyki.
Na przykiad teoria potencjalu i funkcji Greena byly poczatkowo
stworzone na potrzeby teorii grawitacji Newtona.

Ta klasyczna metoda badania proceséw przyrody miala jednak
powazne ograniczenia, poniewaz dokfadne rozwigzania réwnan
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mozna bylo otrzyma¢ w stosunkowo prostych sytuacjach, na przy-
kiad, gdy badany ukfad skiadat si¢ z kilku cial polgczonych prosty-
mi sitami. Dla ukladéw zbyt wielu réwnan, nawet bardzo prostych,
lecz powiagzanych ze soba, nie ma doktadnych jednoznacznych roz-
wigzan. W pewnych wypadkach do granic stosowalno$ci modelu
dochodzi si¢ zdumiewajaco szybko. Na przykiad zderzenie dwdch
kul sprezystych jest fatwe do opisania i znajgc ich poczatkowe
predkosci, mozna bez trudu wyliczy¢ ich ruch po zderzeniu. Jest to
zadanie, ktore rozwiazuje si¢ w szkole $redniej. Jednak przebiegu
zderzenia trzech kul nie mozna dokladnie przewidzie¢ teoretycz-
nie, poniewaz prawa zachowania pgdu i energii to za mato, by jed-
noznacznie okresli¢ ruch po zderzeniu. Trzeba dowolnie przyjaé
predkos¢ koncowg jednej z kul, aby na tej podstawie wyliczy¢ ruch
dwoch pozostalych. Podobnie nie mozna dokiadnie rozwiazaé
rownan ruchu trzech cial powigzanych sila grawitacji. Takich ogra-
niczen uczeni napotkali wiele 1 w rezultacie udalo im si¢ doktadnie
opisaC teoretycznie stosunkowo malg klase zjawisk przyrody.
Opracowano specjalne metody modelowania i dokonywania obli-
czefi przyblizonych, dzigki ktérym zakres nauk przyrodniczych po-
szerzal sig, lecz wbrew nadziejom wielu przyrodnikéw i filozoféow
daleko bylo do wyjasnienia i zadowalajacego opisania calego ota-
czajacego nas Swiata. Naukowcy coraz lepiej rozumieli, ze ta meto-
da ma zasadnicze ograniczenia i jest zbyt staba, by mozna bylo,
stosujac ja, zrozumie¢ bogatg dynamike uktadéw ztozonych z wie-
lu sktadnikow'.

Alternatywa dla mechanicznego podejscia do zjawisk, ktorego
celem jest dokladne wyliczenie przebiegu badanych zjawisk, staly
si¢ teorie i metody rezygnujace z precyzyjnego, jednoznacznego
poznania ich dynamiki. Mozna powiedzieé, ze wickszo$¢ procesow
znamy niedokfadnie i nigdy tej niedokiadnosci nie przezwycigzy-
my ze wzgledu na stopienr ich ztozonosci. Trudno, na przyklad,
mie¢ pretensje do biologdéw, ze badajac organizmy nie uzyskuja
wynikéw tak dokfadnych jak fizycy lub chemicy badajacy proste
zjawiska. Opis i pomiary ksztaltu zwierzecia lub ruchu tawicy ryb
nie mogg by¢ tak doktadne jak pomiary ruchu planet i jest to oczy-
wiste. Z tego powodu wigkszo§¢ dziedzin nauk przyrodniczych nie

' M. Tempczyk, Teoria chaosu dla odwaznych, Warszawa 2002, 7-32.
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spetniata wymagan, jakie stawiali sobie uczeni pracujacy nad zja-
wiskami prostymi. Jednak fakt ten nie byt traktowany jako argu-
ment przeciwko temu ideatowi nauki, poniewaz panowato przeko-
nanie, ze podstawowe zjawiska przyrody sa poznawalne dokfadnie
1ze wszystkie fundamentalne teorie fizyki i chemii powinny umoz-
liwia¢ doktadne obliczenia i przewidywania, jezeli nie w praktyce,
to w teoretycznym ideale. To nowe spojrzenie na zjawiska i mozli-
wosci poznawcze nauki zaczelo sie rozwijaé wtedy, gdy naukowcy
zaczeli formutowacd teorie podstawowe w swojej strukturze formal-
nej uwzgledniajace niedokiadnosci obserwacji 1 przewidywan.
Pierwsza teorig tego typu byla mechanika statystyczna. Bada ona
ukitady zlozone z ogromnej liczby prostych sktadnikéw, ktérych
obserwacja i opis sg absolutnie niemozliwe, dlatego trzeba mierzyé
makroskopowe parametry, takie jak ciSnienie, temperatura i obje-
toS¢, starajac si¢ powigzac je teoretycznie. Fizycy, chcac teoretycz-
nie opisa¢ to, co mierza, musza postugiwaé si¢ formalizmem me-
chaniki klasycznej rozszerzonym o prawa statystyczne, w najprost-
szym przypadku o prawo rozktadu predkosci Maxwella-Boltzman-
na. Skuteczna redukcja termodynamiki do mechaniki statystycznej
byla uznana za sukces mechanicznego obrazu zjawisk, lecz rozwoj
fizyki statystycznej postawil przed fizykami 1 matematykami nowe
pytania, ktdrych rozwigzania wymagalo stworzenia nowych dzia-
tow matematyki. Najwazniejszym problemem nowego typu byta
hipoteza ergodyczna, czyli pytanie o to, dlaczego i kiedy do opisu
ukladoéw ztozonych z duzej liczby elementéw mozna efektywnie
stosowaC prawa statystyczne. Matematyczna odpowiedZ na to py-
tanie stala si¢ mozliwa po kilkudziesi¢ciu latach badan, w wyniku
ktorych powstata teoria ukfadéw dynamicznych, udowodniono
twierdzenia ergodyczne o réznym stopniu ogdélnodci i zbadano
wiele ciekawych przyktadow’.

Mniej wigcej w tym samym czasie, pod koniec XIX wieku, prace
Poincarégo zapoczatkowaly badania stabilnoSci rozwigzan réwnan
rézniczkowych i pokazaly, jak fatwo ukiad dynamiczny moze zaczaé
zachowywac si¢ w nieprzewidywalny, skomplikowany sposéb. Po-
dobnym zagadnieniami zajmowali si¢ naukowcy badajacy ruch tur-
bulentny. Ta nowa problematyka wymagala nowego podejscia do

2 Tamze, 33-50.
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rézniczkowych réwnan ruchu. Pojedyncze rozwiazania przestaly
by¢ interesujace i wazne, poniewaz nie dawaly uczonym zadnej po-
zyteczne] informacji. W w1f;kszosc1 sytuacji rozwigzan takich po
prostu nie znamy, poniewaz otoczenie wplywa w nieprzewidywalny
sposob na ruch pojedynczego skiadnika ukiadu i nie znamy sit, kto-
re powinny by¢ wigczone do rownan ruchu. Jak w stadzie lecacych
ptakoéw wyodrebni€ ruch jednego z nich i przewidzie¢ go teoretycz-
nie? Gdyby nawet bylo to mozliwe, to co dalaby ta informacja, sko-
ro ten ptak ginie w masie sasiadow?

Sytuacje, ktora powstata w naukach przyrodniczych i w matema-
tyce okolo stu lat temu, mozna scharakteryzowaé w sposéb naste-
pujacy: Przyrodniczy potrzebowali poje¢ i teorii matematycznych
nadajacych si¢ do opisu dziatania uktadéw tak skomplikowanych,
ze klasyczna metoda rozbicia ich na czesci i badania tych czesci nie
moze by¢ zastosowana. Méwiac metaforycznie, potrzebna byta ma-
tematyka zlozonosci, w nowy sposéb podchodzaca do problemu ru-
chu. Matematyka ta korzystala z réwnan rézniczkowych, lecz bada-
ta je w swoisty sposob. Sposéb ten zilustrujemy, analizujac pojecie
stabilno$ci rozwigzan réwnania ruchu.

Wyobrazmy sobie, ze w korycie plynie woda i chcemy opisaé jej
ruch. Woda moze plyna¢ na dwa sposoby, wymagajace odmiennego
podejscia. Pierwszy ruch jest regularny, koryto jest proste i ma
wszedzie ten sam Kkolisty przekroj, a woda plynie wolno, bez zabu-
rzefi. Mozna wtedy przyjaé, ze kazda drobina wody plynie po linii
prostej, rownolegle do dna i do tor6w sgsiadek, a zadaniem fizyka
jest wyliczenie, jaki jest rozkiad prf;dkosc1 czasteczek. Jest to kla-
syczne zadanie z mechaniki, rozwu;zane juz w X VIII wieku i dawa-
ne studentom na ¢wiczeniach. Nie mozemy w zasadzie wyodrgbnié
matej porcji wody, aby obserwowac jej ruch, mozna jednak wrzuci¢
do wody krople atramentu, aby sprawdzi¢, czy jej ruch bedzie rze-
czywiScie taki regularny, jak przewiduja rozwiazania réwnan ruchu.

Sytuacja zmienia si¢ radykalnie, gdy woda nie ptynie wolno i re-
gularnie, gdy powstaja w niej wiry i fale. Wtedy réwnania ruchu,
jezeli s3 znane, komplikuja si¢ i nie moga by¢ Scisle rozwiazane,
a nawet gdyby rozww}zama byly znane, to niewiele dalyby bada-
czom, poniewaz widza oni ruch duzych partii wody, a nie pojedyn-
czych drobin. Chcg wiedzieg, jak czgsto pqawm;q si¢ zaburzenia,
jaki maja ksztalt, czy rozprzestrzeniaja sig, czy tez rozpadajq itp.
Mozna szuka¢ odpowiedzi na te pytania, ale wtedy musimy inaczej
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spojrze¢ na réwnania ruchu. Podstawowym problemem jest stabil-
nos$¢ danego rodzaju ruchu. Chodzi o to, czy drobne zaburzenie
ruchu uktadu spowoduje duze, czy tez mate zmiany jego trajekto-
rii. Stabilno$¢ lub jej brak jest wazng wlasnoscig uktadu dynamicz-
nego, poniewaz zalezy od niej sposob jego dziatania. Aby jg badaé,
nie wystarczy zna¢ pojedynczych rozwigzan podstawowych row-
nan. Trzeba wiedzie¢, jak zachowuja si¢ cale klasy rozwiazan. Ma-
tematycy duzo wysitku wlozyli w stworzenie nowych dzialéw teorii
réwnan rézniczkowych, ktdére sa obecnie powszechnie stosowane
przy badaniu uktadow ztozonych. Badania te prowadzi si¢ w prze-
strzeni fazowej ukiadu, czyli w przestrzeni wszystkich jego para-
metrow dynamicznych. Obserwujac trajektorie ruchu, tworzace
w tej przestrzeni rodziny nie przecinajacych si¢ linii, mozemy po-
wiedzie¢ wiele o sposobie dziatania uktadu bez dokiadnej znajo-
mosci ruchu poszczegdlnych sktadnikow, a o to chodzi badaczom
uktadow zlozonych’.

Innym waznym Zrédtem wiedzy o dziataniu ukiadéw zlozonych
staly sie¢ rozwigzania nieliniowych réwnan rézniczkowych. Przez
ponad dwiescie lat matematycy rozwigzywali 1 tworzyli teorie linio-
wych réwnan rézniczkowych, poniewaz réwnania te mozna roz-
wigza¢ analitycznie, a ich rozwigzania tworza, ze wzgledu na linio-
wo$¢ rownania, regularne przestrzenie liniowe. Z tego powodu az
do polowy ubieglego stulecia wiedza o rownaniach nieliniowych
byla uboga i niesystematyczna. Rdwnania tego typu wystepuja
wprawdzie w wigkszodci dzialéw nauk przyrodniczych i techniki,
lecz mozliwosci ich rozwigzywania byly male. Znane rozwigzania
byly przyblizone. Sytuacja ulegla zmianie, gdy do rozwigzywania
réwnan zaczeto uzywaé nowoczesnych komputeréw, ktore pozwa-
laja otrzymywac rozwigzania wprawdzie przyblizone, lecz dokiad-
ne. Dzigki tym rozwiazaniom uczeni poznali ich nowe, niespodzie-
wane cechy, takie jak istnienie atraktoréw. Dobrze znanym 1 cze-
sto omawianym przykladem postgpu w tej dziedzinie s3 rownania
Lorenza, sformufowane przez niego i rozwigzane na komputerze
w 1963 roku, dzigki ktérym ich autor odkryl dwie wiasnosci roz-
wigzah tych réwnan: ,efekt motyla” i atraktor. W tym okresie byt
to wynik trudny do zrozumienia, dlatego praca Lorenza 10 lat cze-

* Te nowe dzialy teorii rownafi r6zniczkowych s3 oméwione w monografii V. Arnol-
da, Teoria rownan rézniczkowych, tium. z ros. M. Wojtkowski, Warszawa 1983.
> Wy ]
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kala na to, az naukowcy uswiadomili sobie jej znaczenie. Obecnie
atraktory sa poszukiwane w dynamice najrozmaitszych rodzajow
uktadéw empirycznych, a ich matematyka jest dobrze poznana.
Opracowano metody poszukiwania atraktor6w w zbiorach danych
obserwacyjnych*.

Konczac omawianie zmian, jakie dokonaly sie w dziedzinie teorii
réwnah rézniczkowych, warto jeszcze wspomnieé o solitonach. Sg
to doktadne analityczne rozwiazania pewnej klasy réwnan nielinio-
wych. Rownania te sg czgsto uzywane do opisu dynamiki uktadow
fizycznych i technicznych, lecz ponadto maja one duze znaczenie
matematyczne. Z tego powodu znalezienie dokladnych analitycz-
nych rozwigzan bylo waznym osiagnieciem, poniewaz pozwala ono
na badanie matematycznych wlasnosci tych rozwiazan®.

Na teorii rownan rézniczkowych teoria chaosu si¢ nie konczy.
Réwnania roézniczkowe stosuje si¢ tam, gdzie istnieje teoretyczny
model dynamiki ukiad6éw, a problem polega na trudnoS$ciach z roz-
wigzywaniem jego rownan lub z obserwacja pojedynczych elemen-
tow. Przy tym klasycznym podejsciu do tych zagadniefr rozpoczyna
sie od wiedzy o czeSciach, dazac do opisania catosci. Jest to mozli-
we wtedy, gdy czesci tych jest mato lub gdy, tak jak w gazach i cie-
czach, sg bardzo proste i podobne do siebie. Takich ukiadow jest
w przyrodzie stosunkowo mafo, dlatego analityczna metoda kla-
sycznej nauki nie moze by¢ jedynym sposobem analizy zjawisk. Jej
przeciwiefistwem jest badanie ukladéw z calym bogactwem ich
dziatania, bez tworzenia upraszczajacych modeli. Badania takie by-
ly prowadzone od dawna, lecz ich postep byl maly ze wzglgdu na
trudnosci w uporzadkowaniu danych obserwacyjnych. Jednak dzig-
ki coraz doskonalszym metodom obserwacji i pomiaru uktadow dy-
namicznych empiryczna wiedza o ich wtasnosciach stawala sie co-
raz obszerniejsza i bardziej uporzagdkowana. Uczeni zaczeli rozu-
miec 1 porzgdkowaé bogactwo proceséw nieregularnych, takich jak
ruch turbulentny, nieliniowe reakcje chemiczne, nieregularnosci
bicia serca, wahadta nieliniowe itp. Formulowano matematyczne
modele tych proceséw, dzieki ktérym odkrywano regularnosci
ukryte w ich skomplikowanym przebiegu.

* H. G. Schuster, Chaos deterministyczny. Wprowadzenie, tlum. z ang. P. Peplowski,
K. Stefanski, Warszawa 1995, 21-23, 123-128.
* A. Sym, Solitony, Postepy Fizyki 31(1980), 3-18.
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Klasycznym zagadnieniem, nad ktérym uczeni pracowali od
dwustu lat, byto przejScie od ruchu regularnego do chaotycznego,
tatwe do zaobserwowania w plynacej cieczy. Woda plynaca w kory-
cie o regularnym ksztalcie dla malych predkosci plynie regularnie,
natomiast po przekroczeniu przez nig pewnej predkosci jej ruch
staje si¢ zaburzony. To przejScie od ruchu regularnego do turbu-
lentnego ma duze znaczenie w technice, poniewaz silnie wptywa na
ruch statkéw i samolotow, dlatego bylo intensywnie badane, jednak
dopiero stosunkowo niedawno udato si¢ sformutowac trzy modele
tego przejécia, zwane scenariuszami chaosu®. Podobnie byfo z bada-
niami intermitencji, innego czg¢sto obserwowanego sposobu poja-
wiania si¢ ruchu chaotycznego. Matematyczne modele tego zjawi-
ska pokazaly, ze ma ono trzy mechanizmy pojawiania si¢. Mechani-
zmy te zalezg od sposobu oddzialywania ze sobg skladnikow ukia-
du, czyli od dynamiki na poziomie podstawowym’. Modele scena-
riuszy pojawiania si¢ chaosu, intermitencji czy innych podobnych
procesow nieregularnych powstaja dzigki podejsciu przeciwnemu
metodzie analitycznej. Metoda analityczna to postgpowanie od
prostoty czesci do zlozonosci calosci. Teoria chaosu bada uktady
zlozone bez ich upraszczania, a nastepnie, porzadkujac ich dynami-
ke i odkrywajac ukryte w niej wzorce matematyczne, pozwala od-
tworzy¢ sposob dzialania sktadnikéw. Jest to wigc przechodzenia
od skomplikowanych catosci do ich czeSci, ktore wcale nie musza
by¢ proste.

Na zakoficzenie tego przegladu nowych metod teorii chaosu
wspomnimy o bifurkacjach Feigenbauma, kt6ry badajac na kalku-
latorze zachowanie atraktor6w odwzorowania logistycznego, od-
kryt ciekawy schemat podwajania si¢ ich zbioru, gdy parametr kon-
trolny staje si¢ coraz wigkszy. Schemat ten byl zaskoczeniem dla
matematykow ze wzgledu na swoja regularno$¢ i uniwersalnos¢.
Pojawiajg si¢ w nim dwie liczby, zwane stalymi Feigenbauma, cha-
rakterystyczne dla tego schematu, ktére poczatkowo uwazano za
charakterystyczne dla réwnania logistycznego, jednak okazalo sig,
ze s3 one takie same dla szerokiej klasy réwnan, ktére na odcinku
[0,1] maja jedno maksimum. Tej uniwersalnosci bifurkacji Feigen-

* M. Tempczyk, Mechanizmy Chaosu, Studia Philosophiae Christianae 38(2002)1,
29-40.
"H. G. Schuster, dz. cyt., 87-109.
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bauma matematycy nie potrafili w tym czasie zrozumie¢, nie wie-
dzgc, jak podej$¢ do zagadnienia samych bifurkacji®, jednak juz po
kilku latach mieli teori¢ w zadowalajacy sposob opisujaca ten pro-
ces. Teoria ta opiera si¢ na operacjach wykonywanych na funkcjach
i bada je w sposob jakosciowy. Mozna powiedzie¢, ze odkryty przez
Feigenbauma ,,eksperymentalnie” na kalkulatorze proces bifurka-
cji rébwnania logistycznego zmusil matematykéw do nowego spoj-
rzenia na funkcje kwadratowe, a p6Zniej na inne klasy funkcji. Uzy-
skane dzieki temu wyniki mozna zaliczy¢ do nowego typu mySlenia
matematycznego, charakterystycznego dla teorii chaosu.

W kro6tkim artykule nie spos6b oméwié, ani nawet pobieznic wy-
mieni¢, wszystkich ciekawych teorii i metod matematycznych stoso-
wanych w tym nowym podejsciu do zjawisk przyrody, w technice,
a nawet w naukach spotfecznych. Sg one przedmiotem wielu mono-
grafii, takich jak wspominana kilka razy ksigzka Schustera. Naszym
celem bylo pokazanie w jaki sposéb charakterystyczne dla teorii
chaosu calosciowe podejscie do badanych zjawisk empirycznych
prowadzi do rozwoju i zastosowania specyficznych metod matema-
tycznych. Powtorzmy na koniec, iz ich najwazniejsza cecha jest to,
ze najpierw modeluja one procesy skomplikowane i poznane mafo
dokfadnie, aby potem w tym powierzchownym, fenomenologicz-
nym porzadku poszukiwa¢ ukrytych prawidiowosci rzadzgcych pro-
cesami lokalnymi, zachodzacymi na poziomie sktadnikow procesu.
Jest to droga postgpowania przeciwna do klasycznego sposobu mo-
delowania matematycznego dynamiki uktadéw prostych. Nowa me-
toda badan empirycznych korzysta i inspiruje rozw6j nowej mate-
matyki.

THE NEW MATHEMATICS OF CHAOS

Summary
The theory of chaos is a new paradigm of many empirical sciences. It considers
the dynamics of complex systems, which cannot be divided into simple parts and

# Reakcje matematykow na odkryty przez Feigenbauma schemat bifurkacji dobrze
oddaje komentarz M. Kaca. Po wystuchaniu referatu Feigenbauma na konferencji
w 1976 roku Kac powiedziat: ,, Tak, to rzeczywiscie dowdd r-r-r-rozsagdnego cziowieka.
Szczegbly mozna pozostawi¢ bardziej r-r-rygorystycznemu matematykowi.”. Pisze
o tym J. Gleick, Chaos. Narodziny nowej nauki, Poznan 1996, 195. Matematyczna teoria
bifurkacji jest oméwiona w H. G. Schuster, dz. cyt., Rozdz. 3.
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then reconstructed from them. The classical, analytic approach to such systems is
ineffective and the theory of chaos studies them from the beginning with their full
complexity, without formulating simplified models. That new point of view on
complexity and dynamics of matter is based on new mathematical theories, such
as ergodic theory and theory of dynamic systems. Even those parts of mathematics
that have been used in the past, such as the differential and integral calculus, are
developed and applied in the chaos theory in a new way and their new aspects are
analyzed. It is the reason why many mathematicians speak about the new mathe-
matics of chaos.



