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SAMODUALNOSC 1 WYJASNIANIE

Ksigdzu Mieczystawowi Lubariskiemu,
od ktdrego uczylem sig poczqtkdw algebry

1. Algebraizacja matematyki. 2. Grupy kwantowe i ich (ko)dziatania. 3. Dual-
no$¢ i samodualno$¢. 4. Komentarz filozoficzny.

1. ALGEBRAIZACJA MATEMATYKI

Obserwujac rozwo6j wspotczesnej matematyki, fatwo dostrzec po-
stepujacy w niej proces algebraizacji. ,,Moéwimy dzisiaj stusznie
o «algebraizacji» matematyki, tj. o przeniknig¢ciu metod i ducha al-
gebry do wszystkich, teoretycznych i stosowanych galezi matematy-
ki. Daje si¢ to szczegdlnie zaobserwowac od potowy XX wieku, co
wecale nie znaczy, ze bylo tak zawsze™'. Tendencja ta nie jest jednak
zaskoczeniem, gdy pamigta si¢ o tym, ze — jak pisze N. Bourbaki -
»niewiele jest w matematyce pojec bardziej pierwotnych, niz poje-
cie dziatania; wydaje si¢ ono nierozlaczne z pierwszymi poczatkami
arytmetyki liczb naturalnych i wielkoSci mierzalnych™, a wiaénie to
pojecie lezy u Zrédet algebry. ,,Zgodnie z zasadg, Ze «wazne sg nie
obiekty matematyczne, ale relacje migdzy nimi» definiuje si¢ alge-
bre (nieco tautologicznie i w sposéb catkowicie niezrozumialy dla
osoby nie wtajemniczonej) jako nauke o dzialaniach algebraicz-
nych wykonywanych na elementach réznych zbioré6w™. Technicz-
nie, przez algebre (lub pelniej — algebre liniowg) A rozumie si¢ prze-

' A. I. Kostrykin, Wstep do algebry, ttum. z ros. J. Trzeciak, Warszawa 1984, 12.

* N. Bourbaki, Elementy historii matematyki, ttum. z franc. J. Dobrzycki, Warszawa
1980, 66.

* A. 1. Kostrykin, dz. cyt., 12.
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strzefi wektorowa nad cialem K (skalaréw, najczesciej sa nimi licz-
by zespolone lub rzeczywiste), w ktorej, oprocz dodawania elemen-
tow (jak zwykle dla przestrzeni wektorowej), jest okre$lone ich
taczne mnozenie. Jezeli istnieje jedno$¢ wzgledem tego mnozenia,
algebre nazywamy algebrg z jednosciq. Zada si¢ przy tym spetnienia
znanych aksjomatéw, zapewniajacych naturalne wiasnosci dla do-
dawania i mnozenia elementéw algebry przez siebie i przez ele-
menty ciala K oraz uzgadniajacych te dziatania ze soba*.

Od chwili wynalezienia przez Kartezjusza geometrii analityczne;j
wiadomo, ze pomig¢dzy algebra a geometrig istnieja glebokie zwigz-
ki. Relacje pomigedzy wspolrzednymi, wyrazajace rozmaite prawi-
dfowosci geometryczne, mozna zapisa¢ w postaci rownan:

fitxp..x,)=0i€el
gdzie f; sa pewnymi funkcjami. Jezeli funkcje te sa wielomianami,
otrzymujemy geometri¢ algebraiczna; jezeli sa to zespolone funkcje
analityczne, otrzymujemy geometri¢ zespolona, jezeli sa to funkcje
gladkie — geometria rézniczkowa; jezeli ciagle — topologie; jezeli
mierzalne — teori¢ miary’. Mozna pdjs¢ o krok dalej: zapomnieé
o przestrzeni i wspélrzednych na niej, a rozwazac tylko odpowiednie
klasy algebr, ktorych elementami sg funkcje (wielomianowe, anali-
tyczne, gladkie...), by zachowac caly powyzszy program. Pozwalaja na
to twierdzenia w rodzaju klasycznego twierdzenia Gelfanda-Neimar-
ka-Segala, ktore ustanawia réwnowazno$¢ pomigdzy lokalnie zwar-
tymi topologicznymi przestrzeniami Hausdorffa a (inwolutywna) al-
gebrg ciaglych zespolonych funkcji znikajacych w nieskoficzonosci.
Co wigcej, algebraiczne ujecie ma te wyzszo$¢ nad tradycyjnym uje-
ciem geometrycznym, ze w naturalny sposob prowadzi do uogélnie-
nia, ktére w ujeciu tradycyjnym nic jest widoczne. Algebry funkcyjne
s3 ,,ze swej natury” przemienne (funkcje mnozy si¢ przemiennie).
Mozemy wszakze odrzuci¢ zatozenie przemiennosci, zastepujac alge-
bry funkcyjne innymi, ogdlniejszymi algebrami (np. operatorowymi)
1 postepowa¢ tak, jakby one réwniez okreslaly jakie§ przestrzenie.
W ten sposob powstaly rozne geometrie nieprzemienne — nowy, buj-
nie rozwijajacy sie, dzial wspolczesnej matematyki®. Mimo, ze w geo-

* Por. kazdy podrecznik ,,algebry wyzszej”.

*Por. Y. I. Manin, Topics in Noncommutative Geometry, Princetown 1991, 3.

“Por. np. J. M. Gracia-Bondia, J. C. Varilly, H. Figueroa, Elements of Noncommuta-
tive Geometry, Boston-Basel -Berlin 2001.
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metrii nieprzemiennej ,,zapomina si¢” o przestrzeniach, a operuje
si¢ algebrami, mozna uznac - przez analogie za zwykla geometrig ~
ze z kazda algebra zw1qzana jest jaka$ ,wirtualna przestrzen”;
w zwiazku z tym czgsto mowi si¢ po prostu o nieprzemiennych prze-
strzeniach.

2. GRUPY KWANTOWE I ICH (KO)DZIALANIA

Teoria grup kwantowych narodzita si¢ w znacznej mierze nieza-
leznie od przedstawionej w poprzednim rozdziale geometrii nie-
przemiennej. Dopiero pOzniej zauwazono, ze geometria nieprze-
mienna i teoria grup kwantowych stanowia w gruncie rzeczy ten
sam dzial matematyki.

Przechodzagc do grup kwantowych, trzeba najpierw ideg¢ grupy
przetozy¢ na jgzyk algebraiczny. Mozna to tatwo zrobi¢ w przypad-
ku skonczonej grupy G. Rozwazmy mianowicie algebre funkcji na
G o wartosciach w ciele K, oznaczajac ja przez K(G). W algebrze
tej definiujemy dodatkowo nastepujace dzialania:

(A () = f (xp),
ef = f(e)

= f(e),

(SHx) =f (),
gdziex, y €G, fe K(G), ae jest jednoscig grupy G. Dzialanie A na-
zywa si¢ komnozeniem i - jak tatwo wida¢ ~ koduje ono w jezyku al-
gebry zwykie mnozenie elementéw grupowych x i y; dzialanie € na-
zywa si¢ kojednoscig i odpowiada ono istnieniu jednosci e w grupie
G; dziatanie S nazywa si¢ antypodq i wyraza ono algebraicznie ist-
nienie w grupie G elementux’ odwrotnego do x.

Nastepny krok polega na uwolnieniu si¢ od konkretnego przykta-
du i zdefiniowaniu dzialan A, €1 S w sposdb abstrakcyjny. Nastgpuje
teraz ciag definicji, ktore prowadza do pojgcia grupy kwantowe;.

Definicja 1: Koalgebrg nazywamy przestrzefi wektorowa C nad
cialem K wraz z dziataniami A : C ® C — C i C — K spelniajagcymi
odpowiednie aksjomaty (wsréd ktorych wazny jest aksjomat ko-
facznosci dla A)'.

? Przytaczanie wszystkich aksjomatéw, w tej i innych definicjach, sprowadzatoby si¢ do
przepisywania znacznych partii podrgcznika. W artykule tym chodzi mi nie o szczegdty
techniczne, lecz o zwigzki migdzy pojeciami. Zainteresowanego Czytelnika odsylam do
ktéregos z podrecznikéw, np. do: S. Majid, Foundations of Quantum Group Theory, Cam-
bridge 2000, lub tego samego autora: A Quantum Group Primer, Cambridge 2000.
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Zauwazmy, ze dzialania definiujgce algebre; mozna przedstawié
,,symetryczme jako odwzorowania: mnozenie m : C x C = C
1 dzialanie gwarantujace istnienie jednosci n : K — C (zwr6¢my
uwage na odwrocenie strzalek). Jest to charakterystyczna ,,dual-
nos¢”, ktéra przenika calg teori¢ grup kwantowych.

Definicja 2: Bialgebrg nazywamy przestrzen wektorowa H, ktora
jest rownoczesnie algebra, wyposazong w dziatania m i n oraz koal-
gebra, wyposazona w dziatania A i €.

Definicja 3: Algebrg Hopfa lub grupg kwantowq, nazywamy bial-
gebre H,w ktdrej jest rowniez okreslone odwzorowanie antypody S.

Definicje 2 i 3 zawierajg tez dodatkowe aksjomaty, ktére pomijamy.

Interesujgce rzeczy zaczynaja si¢ dzia¢ w matematyce (i w jej za-
stosowaniach do fizyki), gdy jaka$ grupa dziala na pewng prze-
strzef, np. grupa Galileusza lub grupa Lorentza na przestrzen re-
peréow (lokalnych uktadow odniesienia). Jeszcze ciekawsze rzeczy
dziejg si¢ w przypadku grup kwantowych. Dzigki wyzej wspomma-
nej dualnosci, wbudowanej do ich definicji, moga one bowiem nie
tylko dzialac¢ na rbzne przestrzenie, lecz takze kodziata¢ na nie.
Kwantowe grupy, (ko)dzialajac na rozmaite przestrzenie, moga
takze — podobnie jak w przypadku zwyklych grup — zachowywaé
pewne struktury na tych przestrzeniach.

Moze si¢ tak zdarzy¢, ze algebra Hopfa (grupa kwantowa) H
dziala na algebre Hopfa A4 i odwrotnie — algebra Hopfa A kodziata
na grupe kwantowa H. Istnieje wowczas konstrukcja, zwana po-
dwdjnym produktem krzyzowym (bicrossproduct) H i A, w wyniku
ktorej otrzymujemy strukture, ktéra nie tylko jest dualna sama ze
sobg (samodualna), lecz réwniez dziala na siebie w samodualny
sposob. Mozliwos¢ takiej struktury wirtualnie miesci si¢ w definicji
algebry Hopfa.

Pojecie podwojnego produktu krzyzowego wprowadzit do teorii
grup kwantowych Shahn Majid®.

3. DUALNOSC I SAMODUALNOSC

W teorii grup kwantowych powszechnie uzywa si¢ jezyka mate-
matycznej teorii kategorii. Nie jest to zwigzane tylko z dazeniem
do elegancji. Nawet gdyby wykonanie wszystkich konstrukcji za

¥ Por. rozdziat 6 w jego ksiazce Foundations of Quantum Group Theory.
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pomocg zwykiych narzedzi teoriomnogo$ciowych bylo mozliwe,
bytoby niezmiernie skomplikowane i w wielu przypadkach powo-
dowaloby utratg przejrzystosci. Co wigcej, istniejg silne poszlaki,
ze w odniesieniu do wielu sytuacji rozpatrywanych w geometrn
nieprzemiennej zwykle narz¢dzia teoriomnogosciowe s3 niewy-
starczajace ze wzgledow zasadniczych’. Zwro6¢my sie wigc i my do
metod kategorialnych, by lepiej uchwyci¢ znaczenie poje¢ dualno-
Sci i samodualnosci.

Przypomnijmy (nieformalnie), ze kategoria C skiada si¢ z: 1) ro-
dziny C’, ktdrej elementy nazywamy obiektami; 2) funkcji, ktora
kazdej parze obiektow A, B € C® przyporzadkowuje pewien zbidr
Mor (A, B), ktérego elementy nazywamy morfizmami z A do B; 3)
operacji zlozenia morfizméw Mor (B, C) x Mor (4, B) — Mor (A4,
(). Przyjmujac odpowiednie postulaty, gwarantujemy laczno$¢
sktadania i istnienie morfizméw tozsamoSciowych'.

W teorii kategorii wazne jest pojecie funktora. Przez funktor ro-
zumiemy (nieformalnie) odwzorowanie jednej kategorii w druga,
ktore zachowuje zfozenia i morfizmy tozsamosciowe.

W teorii kategorii czgsto postugujemy si¢ strzatkami i diagrama-
mi przemiennymi. Jest to wygodny sposob unaoczniania pewnych
prawidiowosci i twierdzen, ale pojecie strzatki i diagramu oraz spo-
soby postugiwania si¢ nimi mozna réwniez sformalizowac.

WprowadzZmy teraz pojgcie dualno$ci dwu kategorii. Kategorig
dualng do kategorii C nazywamy kategori¢ C* taka, ze: 1) katego-
ria C* ma te same obiekty, co kategoria C; 2) niech 4, B € (C*)",
wowczas Mor (4, B) jest morfizmem w C* wtedy i tylko wtedy, gdy
Mor (B, A) jest morfizmem w C; 3) ziozenia morfizméw w C* okre-
Sla si¢ jako zfozenie tych samych morfizmoéw w C, ale w odwrotnym
porzadku.

Latwo zauwazy¢, ze dla kazdego pojecia z teorii kategorii, zdefi-
niowanemu za pomoca symboli logicznych, morfizméw i ztozenia
morfizméw, istnieje pojecie dualne, zdefiniowane przez odwroce-
nie wszystkich strzatek i odwrdcenie porzadku wszystkich ztozef.

? Por. A. Connes, Noncommutative Geometry, San Diego-New York-Boston 1994,
74-717.

© Po §cista definicje nalezy siggnaé np. do: Z. Semadeni, A. Wiweger, Wstgp do teorii
kategorii i funktorow, Warszawa 1978, lub: R. Geroch, Mathematical Physics, Chicago-
London 1985, 3-15.
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Na przykiad pojecia monomorfizmu i epimorfizmu s3 wzgledem
siebie dualne w tym sensie.

Istnieja takze w teorii kategorii pojecia samodualne, czyli dualne
wzgledem samych siebie. Pojeciem takim jest na przykfad pojecie
morfizmu tozsamos$ciowego. Ale istniejg rowniez przyklady nietry-
wialne'. Ciekawe pod tym wzglgdem sa tzw. kategorie monoidalne.

Kategoria monoidalna jest to taka kategoria C, w ktorej istnieje
funktor (oznaczany przez ®) z kategorii, bedacej iloczynem karte-
zjanskim C x C, do kategorii C, czyli ® : C x C — C, przy czym
funktor ten spelnia aksjomat tgcznosci, tzn.

(®)® - B(.®.)

Zada si¢ takze istnienia obiektu jednostkowego, speiniajgcego
dos¢ oczywiste aksjomaty™. Na przykiad kategoria reprezentacji al-
gebry Hopfa jest kategorig monoidalna, jezeli funktor ® utozsami-
my z iloczynem tensorowym dwoéch reprezentacji algebry Hopfa.

Kategorii monoidalnych jest wiele i kazda z nich mozemy po-
traktowac jako obiekt nowej kategorii — kategorii monoidalnych ka-
tegorii; oznaczmy ja symbolem M. Majid” skonstruowal kategori¢
M* dualna do M i — jak podkresla — fakt ten §wiadczy o tym, ze ak-
sjomaty definiujace kategorie monoidalne s samodualne w takim
sensie, W Jak1rn samodualne s3 aksjomaty definiujace algebry Hop-
fa. Co wigcej, ustalmy kategori¢ monoidalng N i rozwazmy katego-
rig, ktorej obiektami sa wszystkie kategorie monoidaine majace
funktory do kategorii N. Tak okreslona kategoria jest samodualna'.
W ten sposob wygenerowaliSmy wiele nietrywialnych samodual-
nych struktur.

4. KOMENTARZ FILOZOFICZNY

Matematyke mozna uwazaé za wzorzec wyjasnienn dedukcyjnych.
Wyjasnié jakis§ zwiazek matematyczny znaczy wyprowadzi¢ go z ak-
sjomatow za pomocg z gory zadanych regul dedukcyjnych. W tym
sensie za ideal wyjasnien dedukcyjnych uwaza si¢ system aksjoma-
tyczny. Poniewaz matematyka dla wielu nauk stanowi ,logiczny ko-
Sciec”, powszechnie przyjelo si¢ przekonanie, ze wyjasnienie w ogéle

! Obszerniej na temat dualnosci por. Z. Semadeni i A. Wiweger, dz. cyt., 52-55.
2 Dokladng definicj¢ por. Tamze, 186.

8. Majid, Foundations of Quantum Group Theory, dz. cyt., 446.

 Por. Tamze, 446nn.
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polega na sprowadzeniu tego, co si¢ wyjasnia, do jakich$ podstawo-
wych (o ile moznosci oczywistych lub jako$ inaczej uzasadnionych)
zatozef. Tak rozumiane wyjaSnianie jest faktycznie réwnoznaczne
z uzasadnieniem lub wrecz z udowodnieniem czego$. Wyjasnienie ja-
kiej$ wiedzy w takim ujeciu polega wiec na osadzeniu jej na ,,moc-
nym fundamencie” i pokazaniu, jak ta wiedza z niego wynika. Stad
niekiedy tego rodzaju wyjaSnianie nazywa si¢ fundacjonistycznym.
Wprawdzie udowodnienie twierdze limitacyjnych (typu twierdzenia
Godla) winno byto mocno zachwia¢ przekonaniami fundacjonistycz-
nymi, jednak nadal sg one gloszone bez wigkszych oporow.

Konkurencja do fundacjonizmu jest idea samowyjadniania. Co
jakis§ czas pojawia si¢ ona w filozofii, a nawet w fizyce (np. modna
kiedy$ doktryna bootstrapu, mocniejsze sformutowania zasady Ma-
cha, czy niektdre wersje modeli kwantowej kreacji Wszechs§wiata).
Koncepcje te na ogot odwotujg si¢ do schematu: 4 wyjasnia (gene-
ruje, uzasadnia) B, a B wyja$nia (generuje, uzasadnia) 4. Przyznac¢
jednak trzeba, ze dotychczas zadna z takich koncepcji nie odniosta
wiekszych sukcesow. I oto pojawia si¢ idea samodualnodci. Jezeli
relacj¢ dualnosci w jaki§ sposob zinterpretowaé jako relacje wyja-
$niania, to w przypadku struktury samodualnej mielibySmy do czy-
nienia z urzeczywistnieniem idei samowyjasniania.

Taka filozofi¢ od jakiego$ czasu glosi Shahn Majid. Sadzi on, ze
przyszia ostateczna teoria fizyki (unifikujgca wszystkie oddziatywa-
nia fizyczne 11gczaca fizyke kwantows z ogélng teorig wzglednosci)
winna by¢ samowyjasniajgca si¢, tzn. opartg na samodualnej struk-
turze matematycznej. Majid przypuszcza, ze struktury takiej nalezy
szuka¢ wérodd kategorii monoidalnych. Tego typu przekonania Ma-
jida wynikaja niewatpliwie z jego ogromnego wkiadu do teorii grup
kwantowych wraz z calg jej matematyczng otoczkg (obejmujaca
réwniez teori¢ kategorii monoidalnych), ale i odwrotnie - filozofia
Majida stanowi dla niego motywacje poszukiwania struktur samo-
dualnych i stosowania ich do fizyki”. Majid nie stroni tez od snucia
wprost filozoficznych refleksji*.

" Rodzajem programowego artykutu Majida jest: Quantum Groups and Noncom-
mutative Geometry, Journal of Mathematical Physics 41(2000), 3892-3942. W duchu tej
filozofii Majid napisat, wyzej juz cytowany, obszerny podrecznik do teorii grup kwanto-
wych (Foundations of Quantum Group Theory).

"* Por. jego art.. Principle of Representation-Theoretic Self-Duality, Physics Essays
4(1991)3, 395-405. Istnieja rowniez filozoficzne komentarze do propozycji Majida; por.
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Propozycja Majida wydaje si¢ niezwykle atrakcyjna. Gdyby rzeczy-
wiscie udato si¢ stworzy¢ teori¢ unifikujaca cala fizyke w oparciu o ja-
kas odpowiednio bogatg samodualng strukture, mozna by do takiej
teorii dobudowywac interpretacje gloszaca, ze oto mamy fizyczna teo-
ri¢ samousprawiedliwajacg si¢, tzn. taka, ktora ,,nie potrzebuje nicze-
go z zewnatrz”, aby mogta istnie¢ i funkcjonowaé. Pomifimy fakt, ze
tego rodzaju interpretacyjna propozycja mialaby problemy z wyja-
Snieniem, skad si¢ biorg matematyczne struktury stuzace do modelo-
wania Swiata, w szczegdlnoSci struktury samodualne, i skupmy swoja
uwage na bardziej konkretnym pytaniu: czy byfaby to istotnie kontr-
propozycja w stosunku do wyjasnien typu fundacjonistycznego?

Jak wspomnieliSmy wyzej, idea wyjasnieni fundacjonistycznych
sprowadza si¢ do (lub jest wzorowana na) koncepcji systemu aksjo-
matycznego. Jakakolwiek wigc kontrpropozycja w stosunku do fun-
dacjonizmu powinna zaoferowac co$§ w miejsce systemow aksjoma-
tycznych. Mogtoby to by¢ réwniez korzystne ze wzgledu na ewentu-
alne ominigcie ograniczen nakladanych przez twierdzenia limita-
cyjne na fundacjonistyczne wyjasnienia. Niestety dotychczas zupet-
nie nie widaé, w jaki sposob idea samodualnosci mogtaby zostaé
wykorzystana do tego celu. Nieznane mi sa nawet jakiekolwiek pro-
by zmierzajace w tym kierunku. Co wiecej, dotychczas wszystkie
struktury samodualne s3 definiowane tradycyjnymi metodami, tzn.
przez wprowadzanie odpowiednich aksjomatow.

Propozycja wyjasnien samodualnych jest mewqtphww atrakcyjna
z filozoficznego punktu widzenia, ale z pewnoscig nalezy jeszcze
wykona¢ wiele czysto formalnej roboty, zanim stanie si¢ ona — jeze-
li w ogdle - petnoprawna konkurentka w stosunku do wyjasnien

tradycyjnego typu.
SELFDUALITY AND EXPLANATION

Summary

As a preliminary to the main topic of the paper a few remarks are made con-
cerning the algebraization of contemporary mathematics, and some concepts are

D. Lambert, Le principe de Shahn Majid: Vers une structure a priori de la théorie ultime?,
w: La responsabilité de la raison, red. J-F. Malherbe, Louvain fa Neuve-Louvain-Paris
2002, 177-195; M. Heller, Algebraic Self-Duality as the , Ultimate Explanation”, Founda-
tions of Science, w druku.
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introduced from the theory of quantum groups and the theory of cathegories
(especially monoidal categories). Basing on these concepts the ideas of duality
and selfduality are considered. Shahn Majid has developed a philosophy accor-
ding to which no physical theory should be regarded as truly fundamental unless it
is selfdual. This would provide a selfexplanation to the physical world, and would
constitute a counterproposal with respect to the traditional type of explanation, i.
e., by reduction to some sorts of axioms. It is a philosophically appealing proposal.
However, so far all selfdual structures in mathematics are introduced in an axio-
matic way.



