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OPERACJA KONSEKWENCJI A OPERACJA DOMKNIECIA -
PRZERZUCANE MOSTY

1. WROWADZENIE

Poczatkow systematycznej refleksji metodologicznej dotyczacej
nauk dedukecyjnych dopatruje si¢ zazwyczaj w sformulowanym
przez Davida Hilberta programie finistycznego ugruntowania pod-
staw matematyki. Badania te, zwane przez niego ,,metamatematy-
ka” skoncentrowane byly zasadniczo nad przeprowadzeniem do-
wodu niesprzecznosci matematyki'. Stad, nazwano je rOwniez ,,teo-
rig dowodu”. Pdzniej pojawily si¢ i inne nazwy: ,,metalogika” oraz
»teoria systemow dedukeyjnych”. Gléwny kierunek badan wytyczy-
ly tu rezultaty uzyskane przez Kurta Godla i Alfreda Tarskiego.
Prace tego ostatniego przyczynily sic do ujecia metalogiki jako
pewnej, formalizowalnej nauki dedukcyjnej>

Niniejsza praca nawigzuje do pierwszych prezentacji aksjomatycz-
nych sktadni systemow dedukeyjnych autorstwa Tarskiego. W pierw-
sze] czgscl rozwazan, poswieconej ogdlnej teorii konsekwencji, opie-
ram si¢ zasadniczo na artykule Urszuli Wybraniec-Skardowskiej Ak-
sjomalyzacje teoryj konsekwencji i systemow dedukcyjnych, ktory zbie-
ra w jedng cato$¢ interesujace nas wyniki uzyskane przez Tarskiego®.
Po przedstawieniu wtasnosci operacji konsekwencji poréwnam je
z tymi, ktore charakteryzujg operacje domknigcia w przestrzeni to-
pologicznej. Na koniec sformutuj¢ pewne wnioski.

2. AKIOMATY OGOLNEJ TEORII KONSEKWENCII T

Pierwsze proby formalizacji teorii systeméw dedukcyjnych za-
wdzigczamy pracom Tarskiego dotyczacych aksjomatyzacji teorii

' Por. J. Wolenski, Metamatematyka a epistemologia, PWN, Warszawa 1993, 7-9.

* A. Tarski, Fundamentale Begriffe der Methodologie der deduktiven Wissenschaften,
Monatshefte fiir Mathematik und Physik 37(1930), 361-404; A. Tarski, Uber einige fun-
damentale Begriffe der Metamathematik, Comptes Rendus des séances de la Société des
Sciences et des Lettres de Varsovie 23(1930), 22-29; A. Tarski, Pojecie prawdy w jezy-
kach nauk dedukcyjnych, Towarzystwo Naukowe Warszawskie, Warszawa 1933,

* U. Wybraniec-Skardowska, Aksjomatyzacje teoryj konsekwencyi i systemow dedukcyjnych,
w: Alfred Tarski dedukcja i semantyka, red. J. J. Jadacki, Semper, Warszawa 2003, 37-60.
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konsekwencji. Chodzi tu zaréwno o ogdlng — T, jak i bogatszg T* —
teorie systemdow dedukcyjnych. Ta ostatnia charakteryzuje pojecic
konsekwencji klasycznej.

Pojeciami pierwotnymi ogdlnej teorii systeméw dedukeyjnych 77
sq: zbidr S wszystkich zdari dowolnego, lecz ustalonego jezyka i ope-
racja konsekwencji Cn okre$lona w klasie P (S) wszystkich podzbio-
row zbioru S. Operacja ta jest funkcja Cn: P (S) — P (S), przypo-
rzgdkowujaca dowolnemu zbiorowi zdan A zbiér CnA bedacy zbio-
rem konsekwencji tego zbioru. Przyjmujemy ponadto, ze zmienne
a, b, ¢,...przebiegaja zbidr S, a zmienne A4, B, C,... —rodzing P ().

W celu scharakteryzowania operacji Cn Tarski zaproponowat
nastepujacy uktad aksjomatow:

Al. card (S) < X, — przeliczalno$¢ zbioru S,

A2.AcCvACcS —zwarto$¢ konsekwencji Cn,

A3.Cn(CnA) = CnA - idempotentno$¢ konsekwencji Cn,

A4. CnA = U{CnB: B € Fin(A)} - finitystyczno$¢ konsekwencji
Cn.

W tym miejscu warto zauwazyc, ze:

a) Ostatni z powyzszych aksjomatow (A4’) jest rownowazny na-
stepujacej parze wyrazen:

Ad4.AcB=CnAdcCnB -monotonicznos¢ konsekwencji Cn,

AS5.CnA c U{CnB: B e Fin(A)}.

b) Aksjomatyke teorii 7 podaje si¢ najczgsciej w postaci aksjo-
matow A1-AS.

¢) Aksjomaty A3 i A4 mozna za$ zastapi¢ aksjomatem:

A3-4 AcCnB&BcCnC=A4 cCnC

Uzywajac pOJ(;c plerwotnych ogolnej teorii konsekwencp T, moz-
na okresli¢ najwazniejsze syntaktyczne pojecia teorii systeméw de-
dukcyjnych takie jak: system, aksjomatyka, aksjomatyzowalnosc, nie-
zaleznosé. Na gruncie teorii 7 mozna ponadto zdefiniowaé dos¢ po-
mocne, zrelatywizowane pojecie konsekwencji, a mianowicie kon-
sekwencji ze wzgledu na pewien zbicr A' C S:

DCn, Cn,A=Cn(A"VA)

Zauwazmy, ze tak okreSlona operacja Cn , spelnia ogélne aksjoma-
ty A1-AS teorii 7. Jest to zatem pewien rodzaj operacii konsekwencji.

Ponadto, teori¢ T'mozna dalej rozszerzac, wzbogacajac ja o kolejne
nowe definicje. Na szczegblna uwage zasluguje *o, ze w ten sposob
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mozna zdefiniowal tzw. funkcje odrzucania. Odpowiada ona pojeciu
odrzucania wprowadzonemu do logiki przez Lukasiewicza'. Z tym po-
jeciem zwigzane jest rowniez pojecie konsekwencji dualnej (,,odwrot-
nej” do zwykle] konsekwencji) oraz tzw. konsekwencji jednostkowej.

Konsekwencje jednostkowg Cn' mozna scharakteryzowac aksjo-
matem przyjmowanym w teorii 7" dla zbioru S 1 nastepujacym ak-
sjomatem specyficznym, charakteryzujagcym to pojecie:

Ax! Cn'A=1{b:Jae A(Cn'{b} cCn'{a})}

Dane zdanie jest wigc konsekwencja jednostkowg zbioru A wte-
dy i tylko wtedy, gdy zbior konsekwencji jednostkowej tego zdania
nie wyprowadza poza zbidr konsekwencji jednostkowej jakiego$
zdania ze zbioru A. Mamy tu znoéw do czynienia ze szczegdlnym
przypadkiem ogoélnej operacji konsekwencji.

Przy przyjetych powyze] okresleniach zachodza nastepujace dwa
metatwierdzenia:

MTw. 1.

Operacja Cn' spelnia ogolne aksjomaty A1-AS5 teorii T oraz wa-
runki:

Cn' (AU B) = Cn' A v Cn' B - jest operacjg addytywna,

Cn' 0 = -jest operacjag normalng,

be Cn'A=3Jaec A (be Cn'{a}) - jest finitystyczna operacja
jednostkowg.

MTw. 2.

Dotaczajac do ogolnych aksjomatow A1-AS teorii T dla Cn waru-
nek addytywnosci Cn i warunek Cn & = &, okreslamy Crn jako kon-
sekwencje jednostkows (czyli operacje spelniajacg warunek Ax').

Na gruncie teorii konsekwencji mozna w nastepujacy sposob zde-
finiowa¢ analizowane przez Lukasiewicza pojecie odrzucania, ktore
Stupecki uogdlnit do tzw. funkcji odrzucania (funkcja Lukasiewicza):

DCnt Cn'A=1{b:3aec A(aec Cni{b})}

Zbidr Cn' A (zbidr zdan odrzuconych na podstawie zdan ze
zbioru A) jest wigc zbiorem tych i tylko tych wyrazen, z ktorych wy-
prowadzalne jest jakieS zdanie ze zbioru A.

4 Por. J. Lukasiewicz, Logika dwuwartosciowa, Przeglad Filozoficzny 23(1921), 189-
205; Tenze, O sylogistyce Arystotelesa, w: Z zagadnieri logiki i filozofii. Pisma wybrane,
PWN, Warszawa 1961, 220-227; Tenze, Sylogistyka Arystotelesa z punktu widzenia wspot-
czesnej logiki formalnej, PWN, Warszawa 1988.
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W ten sposob okreSlong funkcje Cn'’ nazywa si¢ konsekwencjg
odrzucania, odpowiadajaca konsekwencji Cn. OkreSlenie to jest za-
sadne, gdyz jak udowodnit Stupecki:

MTw. 3. (a) Cn” spetnia ogdlne aksjomaty A1-AS ogdlnej teorii
konsekwencji 7,

(b) Cn” jest addytywna i normalna,

wiec zgodnie z MTw. 2:

(c) Cn! jest konsekwencja jednostkowa.

Ponadto powyzsza nazwa jest usprawiedliwiona takze i z tego po-
wodu, Ze na gruncie teorii 7" wzbogaconej o DCn™ mozna udowod-
ni¢ nastgpujace twierdzenie:

Tl. VA(AcB=CnAcB)=VAAc<S\B=Cn'AcS|B).

Jezeli przyjmiemy, ze konsekwencja Cn wyznacza system deduk-
cyjny jako zbior zamkniety ze wzgledu na jakie$ reguly inferencji
(czy ogllniej: reguly wynikania logicznego), czyli ze Cn jest zwykia
konsekwencja (konsekwencja zdan prawdziwych sa wylacznie zda-
nia prawdziwe), to jesli za B przyjaé zbior zdan prawdziwych, wow-
czas zbior S | B jest zbiorem zdan fatszywych i w my$l T1 wyrazenia
odrzucane na podstawie zdan falszywych przy ponocy operacji Cn”
sq tez falszywe.

W tym miejscu nalezy zauwazyc 7e system dedukcyjny mozna
rowniez budowac odwrotnie, a wigc najpierw jako system deduk-
cyjny zamknicty ze Wzgk;du na reguly odrzucania logicznego.
W ten sposOb mozna charakteryzowac go dwuaspektowo: zarow-
no jako system ze wzgledu na uznawanie, jak i system ze wzgledu
na odrzucanie.

3. OPERACJA DOMKNIECIA ZBIORU W PRZESTRZENI TOPOLOGICZNEJ

Topologia jest dzialem matematyki, ktory zajmuje sie prze-
ksztalceniami cigglymi oraz tymi wlasnoSciami zbiorow, ktore sa
niezmiennicze wzgledem tych przeksztalcen. Sama przestrzen to-
pologiczng definiuje si¢ najczeSciej albo przez charakterystyke
operacji domkniecia albo przez charakterystyke operacji wne-
trza’.

Przez przestrzeri topologiczng rozumiemy zbior X, w ktérym kaz-
demu zbiorowi A ¢ X przyporzadkowany zostat zbior cl4 < X (zwa-

* Por. S. Gladysz, Wstep do topologii, PWN, Warszawa 1981, 7; K. Kuratowski, Wstep
do teorii mnogosci i topologii, PWN, Warszawa 2004, 102; 108.
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ny domknigciem zbioru A) spetniajacy nastgpujace warunki (zwane
aksjomatami domknigcia)®:

Al cl(AcB) =clAduclB

All. A cclA

Alll.cl © = O,

AlV. ¢l (cl4) = clA.

Przestrzen topologiczna jest wigc para (X, cl), ziozong ze zbioru
X oraz odwzorowania cl: P (X) — P (X) spelniajacego powyzsze ak-
sjomaty’. Z aksjomatow Al — AIV wynikaja nastepujgce wlasnosci
operacji domkniecia:

TI. AcB=clA cclB

TIL clA\cIB ccl(A\B)

TIL c/(A " B) cclA ncIB

TIV. cIX = X.

W tak okreslonej przestrzeni topologicznej zbior 4 nazywany
jest domknigtym, jezeli cl[A = A, to znaczy wobec All, gdy cld ¢
A.Zbior A nazywamy otwartym w tej przestrzeni, gdy jego dopelnie-
nie jest zbiorem domknigtym, to znaczy, gdy ¢/ (X1 4) = X | A4, lub
inaczej mowigc, gdy A = X | ¢/ (X | A). Stad wynika, ze zbior pusty
0, jak 1 cala przestrzen X sg zbiorami zaréwno domknietymi, jak
i otwartymi. W przestrzeni topologicznej wprowadza si¢ rowniez
pojecie wnetrza zbioru A: intA = X \ cl (X | A). Przy powyzszych de-
finicjach zachodza nastepujace zwigzki:

WI. Suma dwoch zbiorow domknietych jest zbiorem domknie-
tym.

WIL Iloczyn dowolnej mnogosci zbiorow domknietych jest zbio-
rem domknigtym.

WIIIL. Zbior clA jest najmniejszym zbiorem domknigtym zawie-
rajagcym zbior A

WIV. Zbior clA jest iloczynem wszystkich zbioréw domknigtych
zawierajacych A.

Odpowiednio do powyzszych mozna sformutowac i udowodni¢
twierdzenia o wilasnosciach zbioréw otwartych i samego wngtrza
zbioru. Wychodzac od pojecia zbioru domknietego [ub od pojecia
zbioru otwartego, definiuje si¢ kolejne rodzaje zbiorow (np. geste,
brzegowe, nigdziegeste), ich rodzin (baza, podbaza, pokrycie prze-

¢ Tamze, 102.
" Por. K. Janich, Topologia, PWN, Warszawa 1991, 15.
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strzeni, zbiory Borela) oraz wtasnoSci samych przestrzeni topolo-
gicznych (zwartosc, zupelnosé, normalnosé, regularnosc)®.

4. WNIOSKI KONCOWE

Poréwnujac wtasnosci roznych rodzajow operacji konsekwencji
z wlasnosciami operacji domknigcia, dostrzegamy zaréwno pewne
roznice, jak i podobiefistwa. Nasuwa si¢ tu nastgpujace pytanie: czy
zbidr § wszystkich zdan dowolnego, lecz ustalonego jezyka i pewien
rodzaj ogélnej operacji konsekwencji Cn moga stanowié przestrzen
topologiczng? Pozytywna odpowiedZ na to pytanie prowadzi do
mozliwosci stosowania w logice pewnych wynikéw uzyskanych w to-
pologii. Ponadto, mozemy pytac i o inne pojecia logiczne i topolo-
giczne, ktore sa wzgledem siebie, w pewnym sensie dualne.

W przypadku operacji konsekwencji i domknigcia nastepujace
wlasnosci sg identyczne’:

Wilasnosé Teoria konsekwencji Topologia

Zwartos$é A2.AcCnAcS All.AcclA c X,
Idempotentno$é | A3. Cn(Cnd) = CnA AlV.cl (clA) = clA
Monotoniczno$¢ | A4. (A < B) = (CnA cCnB) | TIL. (A< B) = (clA < cIB)

Zbior S z operacja konsekwencji jednostkowej Cn’ spelnia
wszystkie aksjomaty (Al — AIV) wyznaczajace przestrzen topolo-
giczng. Wazne sg tu szczegoOlnie cechy addytywnosci i normalnosci
tej operacji, zapewnione przez MTw. 1. Jest wiec to pewien rodzaj
przestrzeni topologiczne;.

Z drugiej strony, MTw. 2 mowi, ze jezeli na operacje konsekwen-
¢ji Cn natozymy warunki addytywnosci i normalnosci, to otrzymuje-
my wowczas konsekwencje jednostkowa.

Z uwagi na MTw. 3. konsekwencja odrzucania Cn' wraz ze zbio-
rem S jest przestrzenig topologiczng. Stad, jezeli pragniemy stoso-
wac pewne wyniki uzyskiwane w topologii mozna to czyni¢ w sto-
sunku do konsekwencji jednostkowej i konsekwencji odrzucania.

Mozna probowaé szuka¢ innych dualnych pojec wystepujacych
w teorii konsekwencji 1 topologii. Szczegdlnie interesujace jest to

® Por. K. Kuratowski, dz. cyt., 102-124.
? Zachowano tu oznaczenia odpowiednio z 2 i 3 czg¢sci niniejszej pracy.
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w przypadku tak podstawowych poje¢ topologii jak zbior otwarty,
czy baza przestrzeni. OdnoS$nie do pojecia zbioru domknigtego
w przestrzeni topologicznej, tzn., takiego podzbioru 4 c X] ze cl4 =
A, jego odpowiednikiem w teorii konsekwencji jest pojecie systemu
dedukcyjnego czyli takiego podzbioru zdan 4 ¢ §, ze CnA = A.

Mozna réwniez szuka¢ pewnych analogii, podqzajqc w kierunki
samej teorii mnogOS(n Przyktadem na istnienie takze i tu pewnych
podobienstw jest pojecie niezaleznosci. W teorii konsekwencji zbior
niezalezny okresla si¢ w nastepujacy sposob:

Aelndp & Vae Cn(A\{a}) gdzieA S

aeA

Ogolna koncepcja niezaleznoSci w matematyce zostata wprowa-
dzona przez Marczewskiego. Niech X bedzie zbiorem, P (X) zbio-
rem wszystkich jego podzbioréw, a C: P (X) — P (X) danym od-
wzorowaniem. Wowczas podzbidr A ¢ X jest C-niezaleznym (C-in-
dependent), jezeli a ¢ C(A | {a}) dla kazdego A € X." Widzimy
wigc, ze niezaleznoS$¢ zbioru zdan w teorii konsekwencji jest po
prostu Cn-niezaleznoscig w znaczeniu, ktory podaje Marczewski.

Na koniec warto zwrdci¢ uwage na to, ze aksjomat Al dotyczacy
przeliczalnoSci zbioru S, mozna zastapi¢ przy nieprzeliczalnosci te-
go zbioru, aksjomatem stwierdzajgcym, ze istnieje relacja, ktora
dobrze go porzadkuje'. Stad, nie jest konieczne, by nasze rozwaza-
nia zawezad jedynie do przestrzeni przeliczalnych.

Mowi sig, ze uprawiajac nauke, nalezy by¢ fowcg analogii. Wyni-
ki Tarskiego dotyczgce wlasnoSci operacji konsekwencji wciaz ro-
dza pytanie o istnienie takich podobiefistw miedzy nig a operacja
domkniecia zbioru w przestrzeni topologicznej. Trywialnego prze-
fozenia tu jednak nie znajdziemy. Czy mimo to zaobserwowane juz
podobienstwa nie przyniosg prob budowy nowych, moze i bardziej
stabilnych mostow migdzy logikg a topologig? To zapewne pokaze
czas. Metamatematyke od poczatku jej istnienia przedsigwzigcie to
jednak bardzo interesowalo”. Pierwsze znane zadanie z dziedziny
nazwanej pozniej topologia dotyczy mostow w Krolewcu. Zajal si¢
nim szczegblowo Leonard Euler. Przy obecnym stanie wiedzy doty-

 Por M. Turzaiski, Cantor Cubes: Chain Conditions, US, Katowice 1996, 42.

" Por. L. Borkowski, Logika formalna, PWN, Warszawa 1990.

2 Por. H. Rasiowa, R. Sikorski, The mathematics of metamathematics, PWN, War-
szawa 1968.
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czace] przerzucania mostow miedzy topologia a logika, jedno jest
pewne, a mianowicie to, Ze te ostatnie mosty (czy raczej ktadki) nie
zapowiadaja bynajmniej konca rozwoju samej topologii®.

CONSEQUENCE OPERATION AND CLOSURE OPERATION:
BUILDING A BRIDGE

Summary

Mathematics and logics are very similar and very different at the same time.
What they have in common is their penchant for formal apparatus. The areas of
similarity are topology in mathematics and the consequence theory in logics. In
both cases we deal with similar formal structures. This article aims at showing cer-
tain similarities between the closure operation of a set in a topological space and
the consequence theory in logics. These similarities lead to the question if, and if
so — when, a set of sentences on which the consequence operation has been per-
formed is a topological space.

" Por. J. Mioduszewski, Wykfady z topologii, Wyd. US, Katowice 1994, 11-12.



