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PRAWDA A MATEMATYKA

Okreslenie, co to jest matematyka, jaka jest jej istota, co jest jej
przedmiotem i jak on istnieje, nie jest tatwe. Migdzy matematykami
1 filozofami matematyki tocza si¢ na te tematy spory, mimo precyzyj-
nie scharakteryzowanej metody badawczej i zgody co do akceptowa-
nia wynikéw. Istnienie kontrowersji wokot istoty matematyki wynika
m.in. z wielos$ci funkcji spelnianych przez matematyke. Matematyka
jest nauka formalna, jakby ,,oderwana” od rzeczywistosci fizycznej,
ktéra jednak ,,shucha” praw matematycznych. Jest zarazem jezykiem
nauk przyrodniczych. W szczeg6lnosei tylko za pomoca jej formali-
zmu mozna ujaé rzeczywisto$¢ §wiata kwantow. Metodg matematy-
ki jest metoda aksjomatyczno-dedukcyjna, lecz jednoczesnie rozwdj
wiedzy matematycznej jest uzalezniony od intuicji matematykow
1 nieformalnych metod heurystycznych. Te zréznicowane cechy mate-
matyki daja podstawy do czgsto diametralnie odmiennych interpreta-
cji wiedzy matematyczne;j i jej przedmiotu: od skrajnego platonizmu
po nominalizm, od formalizmu po intuicjonizm'. Jak si¢ jednak wyda-
Jje, wigkszo$¢ z kierunkow w filozofii matematyki ujmuje tylko jeden
z aspektéw matematyki i, koncentrujac si¢ na nim, uwypukla jego role,
pomijajac inne.

Wsrdd wielu spornych kwestii filozoficznych miesci sie rowniez
problem prawdy w matematyce. Na pytanie: co znaczy, ze zdanie ma-
tematyczne jest prawdziwe, oczywista wydaje si¢ by¢ odpowiedZ na-
stgpujaca: dane zdanie jest prawdziwe, gdy jest aksjomatem teorii lub
posiada dedukcyjny dowdd, ktérego przestankami sa aksjomaty. W za-

! Przeglad wspolczesnych stanowisk w filozofii matematyki mozna znalezé m.in.
w: M. Balaguer, Platonism and Anti-Platonism in Mathematics, Oxford—New York
1998; K. Wéjtowicz, Spor o istnienie w matematyce, Warszawa 2003.



38 ANNA LEMANSKA 2]

sadzie od czasow Euklidesa ta odpowiedz nie ulegta zmianie, ale prze-
obrazalo si¢ rozumienie poszczegdlnych jej elementéw, co wptywalo
na pojmowanie prawdziwosci w matematyce. Poniewaz aksjomaty
uznawane byly za oczywiste, wigc do XIX wieku matematyka byla
uwazana za nauke¢ o wiecznych, absolutnych prawdach. W XX w. od-
rzucono ten obraz matematyki; gwarantowana do tej pory przez oczy-
wistos$¢é aksjomatéw i metode dedukcyjna pewnos¢ matematyki zostala
zanegowana. Taki stan rzeczy spowodowany zostal nie tylko ogdl-
nym ,.klimatem” w filozofii i kulturze XX wieku, w ktorym, jak pisze
F. Fernandez-Armesto: ,,prawda zostala pogrzebana na »cmentarzu
pewnosci«, jak nazywam cywilizacj¢ braku zaufania, w ktorej trud-
no by¢ czegokolwiek pewnym™?, lecz réwniez rozwojem matematyki,
zwlaszcza powstaniem geometrii nieeukiidesowych oraz teorii mno-
gosci G. Cantora. Przede wszystkim powstanie geometrii nieeuklide-
sowych przyczynito si¢ do tego, ze aksjomaty geometrii utracity status
oczywistych prawd o otaczajacej czlowieka przestrzeni fizycznej.
Aksjomaty geometrii, a takze innych teorii aksjomatyczno-dedukcyj-
nych, nie musza juz by¢ oczywiste, a ich wybdr moze by¢ arbitralny.
Okazuja si¢ one by¢ zatozeniami, ktére mozna zmieniac, konstruujac
np. rézne rodzaje przestrzeni. Matematyka zaczyna by¢ traktowa-
na jako nauka hipotetyczno-dedukcyjna, w ktorej mowi si¢ ,,0 praw-
dziwosci okresu warunkowego, a nie zdania w postaci orzekajacej™.
Z tego punktu widzenia nie ma sensu odwotywanie si¢ do pewnosci
i oczywistosci aksjomatéw, wazne jest tylko, by uktad przyjmowanych
aksjomatow byt niesprzeczny. Ten obraz matematyki ugruntowaty pro-
by przezwycig¢zenia tzw. kryzysu w podstawach matematyki wywota-
nego m.in. powstaniem teorii mnogosci Cantora. Programy logicyzmu,
intuicjonizmu i formalizmu wprawdzie stawialy przed sobg zadanie
oparcia matematyki na pewnych, niewzruszonych fundamentach, ale
okazaty si¢ niemozliwe do zrealizowania. Co wigcej, wbrew pierwot-
nym zamierzeniom, dokonania Hilberta doprowadzity do traktowania
matematyki jako nauki formalnej. Przy takim podejsciu prawdziwos$¢

2 F. Fernandez-Armesto, Historia prawdy, thum. z ang. J. Ruszkowski, Poznan
1999, 198.

3 J. Musielak, Prawda i istnienie w matematyce, broszura, Wydawnictwo Naukowe
UAM, Poznan 1996, 8.
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sprowadza si¢ do niesprzecznosci formalnego systemu aksjomatycz-
no-dedukcyjnego. Nie ma juz mowy o jakiej$ obiektywnej prawdziwo-
sci twierdzen matematycznych, ale wylacznie o koherencji.

W XX wieku sformutowano rézne koncepcje na temat istoty ma-
tematyki, w ktorych prawdziwos$¢ zostata usunigta na margines badz
w ogole zakwestionowana. Na przyklad, w ujeciu formalistycznym
matematyka jest traktowana jako jezyk formalny badz ,,gra” symbo-
lami bez tresci. Zamiast o prawdziwosci mowi si¢ o niesprzecznosci
systemu aksjomatyczno-dedukcyjnego, dla ktdrego nie ma znaczenia
tres¢ przyjetych aksjomatéw, gdyz licza si¢ tylko zwiazki wynikania
migdzy formutami. Czgs¢ filozoféw z kolei matematyke poréwnuje do
nauk przyrodniczych, a jej metody — do metod postepowania przyrod-
nika®. Przy takim podejsciu twierdzenia matematyczne sa traktowane
jak hipotezy w naukach przyrodniczych. Zastosowanie komputerow
do rozwigzywania problemow matematycznych sprawilo, ze zwolen-
nicy takiego traktowania matematyki uzyskali dodatkowe argumen-
ty®. Wielu zwolennikéw ma tez stanowisko gloszace, ze matematyka
jest elementem kultury, ktéra w istotny sposob wplywa na jej rozwo;®.
W tym ujeciu prawdziwos¢ twierdzen zostaje uzalezniona od kultu-

4 Interesujace z tego wzgledu sa poglady G. Pdlya’i (G. Polya, Jak to rozwiqzaé?
Nowy aspekt metody matematycznej, thum. z ang. L. Kubik, Warszawa 2009%; Tenze,
Mathematics and Plausible Reasoning, vol. I: Induction and Analogy in Mathematics,
Princeton—New lersey 1954, vol. II: Patterns of Plausible Inference, Princeton-New
Jersey 1954) oraz 1. Lakatosa (I. Lakatos, Proofs and Refutations. The logic of
Mathematical Discovery, red. J. Worrall, E. Zahar, Cambridge University Press 1976,
Tenze, Mathematics, science and epistemology, Philosophical Papers, vol. 2, red.
J. Worrall, G. Currie, Cambridge 1983).

5 Zob. np.: A. Borel, Mathematics: Art. and Science, The Mathematical Intelligencer
5(1985)4,9-17; P. J. Davis, Fidelity in Mathematical Discource: Is One and One Really
Two?, The American Mathematical Monthly 79(1972)5, 252-263; T. Tymoczko, The
Four-Color Problem and lts Philosophical Significance, w: New Directions in the
Philosophy of Mathematics, red. T. Tymoczko, Boston-Basel-Stuttgart 1985, 243-266.

¢ Zob.np. R. L. Wilder, Introduction to the Foundations of Mathematics, New York-
London-Sydney 1965; Tenze, Kulturowa baza matematyki, thum. z ang. R. Murawski,
w: Wspolczesna filozofia matematyki. Wybor tekstéow, red. nauk. R. Murawski,
Warszawa 2002, 275-292; J. Waszkiewicz, O pewnych kulturowych uwarunkowaniach
rozwoju matematyki, Zagadnienia Naukoznawstwa 52(1977)4, 549-570.
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ry i nabiera charakteru historycznego. Zadne jednak z tych stanowisk
nie ujmuje w pelni istoty matematyki i nie rozwiazuje problemu praw-
dy. Na przykitad stanowiska formalistyczne nie uwzglgdniaja tego,
ze matematyka nie stanowi jakiego$ wyizolowanego obszaru wiedzy
i jest w roznorodny sposdb powiazana z rozmaitymi dziedzinami na-
uki, techniki i doswiadczenia ludzkiego, a jak pokazuja metamate-
matyczne twierdzenia limitacyjne, nie miesci si¢ w ramach schematu
formalistycznego. Réwniez pojawienie si¢ dowoddw wspomaganych
komputerowo podwaza stanowisko formalistyczne. Ramy systemu
formalnego stanowig w tym przypadku zbyt duze ograniczenie 1 unie-
mozliwiaja uznawanie takich twierdzen za pelnoprawne twierdzenia
matematyczne. Z kolei poréwnania matematyki do nauk przyrodni-
czych zacieraja jej specyfike, a widzenie jej tylko jako jednego z ele-
mentéw kulturowych nie uwzglednia jednosci wiedzy matematycznej
1 jej niezaleznosci od czasu i miejsca powstania. Zatem wprawdzie od-
powiedzi na pytanie o kryteria uznawania zdan za prawdziwe w mate-
matyce jest tyle, ile jest stanowisk w filozofii matematyki, ale problem
prawdy w matematyce wydaje si¢ by¢ ciagle otwarty.

Roznorodnosé stanowisk w filozofii matematyki jest, by¢ moze,
zwigzana z tym, ze matematyka stanowi rozbudowany dziat wie-
dzy, bada bardzo roéznorodne obiekty, jest w rozmaity sposob wyko-
rzystywana przez inne nauki. T¢ wieloaspektowo$¢ problematyki
prawdy zilustruje na przykladzie szesciu nastgpujacych stwierdzen
matematycznych:

1. Dowolny nieskoniczony podzbiér zbioru liczb rzeczywistych jest
albo réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych, albo ze zbiorem liczb
rzeczywistych.

2. Suma katow w dowolnym trojkacie jest réwna sumie dwdch ka-
tow prostych.

3. Dla n>2 réwnanie: X" + y" = z" nie ma rozwiazania w liczbach cal-
kowitych wigkszych od zera.

4. Kazda liczba naturalna parzysta wigksza od 2 jest suma dwoch
liczb pierwszych.
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5. Kazda mape¢ normalna’ mozna pokolorowaé za pomoca czterech
barw.

6. 2+2=4.

Pierwsze zdanie jest to tzw. hipoteza continuum, postawiona w 1878
roku przez G. Cantora. W artykule zostata ona sformutowana tak, by
dotyczyta podzbiorow zbioru liczb rzeczywistych, gdyz w tym przy-
padku jest bardziej konkretna, niejako uchwytna, poniewaz dotyczy
wlasnosci czegos, co wydaje si¢ nam jakos$ znajome i ,,namacalne’,
Jednak na pytanie 0 moce podzbioréw liczb rzeczywistych nie ma
rozstrzygajacej odpowiedzi. K. Godel wykazat w 1938 roku, ze hi-
poteza continuum jest niesprzeczna z aksjomatyczng teoriag mnogosci
Zermelo-Fraenkla (ZF), a P. Cohen w pracy z 1963 roku skonstruowat
model dla teorii mnogosci, w ktérym hipoteza continuum nie zacho-
dzi. Zatem prawdziwos¢ hipotezy continuum zalezy od rozpatrywane-
go systemu. Mamy do czynienia z klasycznym niejako przypadkiem
koherencyjnego rozumienia prawdziwosci: nie ma sensu moéwienie
o prawdziwosci hipotezy continuum, a tylko o niesprzecznosci syste-
mu, w ktdrym jest przyjeta ta hipoteza. Mimo ,,namacalnego” charak-
teru zbioru liczb rzeczywistych, okazuje sig, ze czg$¢ jego whasnosci
moze by¢ dowolnie mu przypisywana.

Drugie zdanie jest twierdzeniem geometrii euklidesowej i, jak wia-
domo, jest rownowazne tzw. piatemu postulatowi Euklidesa®. Po od-
kryciu geometrii nieeuklidesowych status tego zdania wydaje si¢ by¢
taki sam jak hipotezy continuum. Ujawnia si¢ tu znowu koherencyj-
ny charakter prawdy w matematyce. Ale w przypadku twierdzen geo-
metrycznych sprawa nie jest tak jednoznaczna, jak w przypadku teo-

7 Mapa jest normalna, gdy granice pafistw nie redukuja si¢ do punktu, a terytoria
panstw sa spdjne.

8 Hipoteze continuum (CH) formutuje si¢ dla dowolnego zbioru mocy continuum.
Sformutowano réwniez uogélniona hipoteze continuum (GCH), méwiaca, ze dla zad-
nego zbioru nieskoficzonego A nie istnieje zbior B, ktérego moc bylaby wigksza od
mocy zbioru A, ale mniejsza od mocy zbioru potegowego A.

° Piaty postulat sformutowany przez Euklidesa w Elementach geometrii brzmi:
»Jezeli dwie proste na plaszczyznie tworza z trzecia katy jednostronne wewnetrzne
0 sumie mniejszej od dwdch katow prostych, to te proste, po przedtuzeniu, przetna sig
i to z tej wlasnie strony”. M. Kordos, Wykiady z historii matematyki, Warszawa 2005, 80.
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rii mnogosci. Mozna bowiem probowacé wyj$¢ poza ramy systemu ak-
sjomatyczno-dedukcyjnego geometrii i do zbadania prawdziwosci jej
twierdzen sprobowaé wykorzystaé zastosowanie geometrii w fizyce.
Odpowiedz fizyka na pytanie o geometri¢ przestrzeni fizycznej moze
mianowicie postuzy¢ do empirycznej weryfikacji badz falsyfikacji
tego (i innych) twierdzen geometrii euklidesowej. W przypadku twier-
dzenia o sumie katow w trojkacie wydaje sig, ze jest prosty test na
sprawdzenie prawdziwos$ci: mozna po prostu zmierzy¢ katy w jakims
trojkacie i przekonad sig, czy ich suma jest, czy nie jest rowna sumie
dwoch katow prostych. Takie pomiary rzeczywiscie wykonano i wy-
nika z nich, ze obszar przestrzeni bezposrednio nas otaczajacej jest
prawie euklidesowy, a ewentualne réznice mieszcza si¢ w granicach
btedow pomiarowych. Zatem prawdziwo$¢ twierdzenia o sumie ka-
tow w trojkacie nie tylko jest zwigzana z niesprzecznoscia systemu ak-
sjomatyczno-dedukcyjnego, ale w pewnym sensie potwierdzana przez
doswiadczenie.

W przypadku geometrii euklidesowej mamy do czynienia dodatko-
wo z nastgpujacg sytuacja. W codziennym funkcjonowaniu w przy-
rodzie rozpoznawanie relacji przestrzennych stanowi niezbedny
warunek przezycia. Totez cztowiek jako gatunek biologiczny zostat
ewolucyjnie niejako wyposazony w rozpoznawanie ,,struktur geome-
trycznych” otaczajacego go srodowiska. Poniewaz przestrzen tego $ro-
dowiska jest prawie euklidesowa, wigc te wrodzone struktury musza
odzwierciedla¢ wlasnosci tej wiasnie przestrzeni, gdyz w przeciwnym
przypadku cztowiek miatby falszywy obraz $rodowiska i nie mogtby
w nim przezy¢'®. Wprawdzie przedmiotem matematyki nie s material-
ne, przestrzenno-czasowe obiekty, dostrzegalne przez zmysty, ale nie-
ktore z obiektow matematycznych, jak figury geometryczne, daja si¢
reprezentowac przez obiekty fizyczne. Totez mozna mowic¢ o pewnej

10 Zwraca na to uwage m.in. Konrad Lorenz, ktory stwierdza, ze informacje, napty-
wajace ze Srodowiska, sg przetwarzane w swoisty dla naszego gatunku sposéb i ,,leza
u podstaw (apriorycznej) ogladowej formy tréjwymiarowej przestrzeni «euklideso-
wej» 1 Zze wrgcz s @ wW pewnym sensie ta forma ogladu”. K. Lorenz, Odwrotna strona
zwierciadla. Proba historii naturalnej ludzkiego poznania, ttum z niem. K. Wolicki,
Warszawa 1977, 43.
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odpowiedniosci migdzy abstrakcyjnymi obiektami geometrii a przed-
miotami materialnymi.

Co wigcej, niektore z wlasnosci figur geometrycznych w przestrze-
ni euklidesowej sa dla nas oczywiste, natomiast wlasnosci w innym
systemie geometrii przecza naszym intuicjom. Stosunkowo fatwo
wyobrazi¢ sobie powierzchnie nieeuklidesowe, gdyz mozna je za-
nurzy¢ w euklidesowej przestrzeni tréjwymiarowej, ale wyobraze-
nie naoczne tréjwymiarowej przestrzeni nieeuklidesowej wydaje mi
si¢ niemozliwe. By¢ moze, gdybysmy zyli w poblizu jakiej$ czarnej
dziury, to twierdzenia geometrii Euklidesa wydawalyby si¢ nam dzi-
waczne i sprzeczne z naszymi intuicjami geometrycznymi, ale zyjemy
w przestrzeni, ktorej) zakrzywienia nie jestesmy w stanie dostrzec, to-
tez ptaska przestrzen euklidesowa jest dla nas naturalna. Czy zatem
prawdziwos¢ twierdzenia o sumie katéw w trojkacie nie jest w pewien
sposob potwierdzana empirycznie, a tym samym mozna uznac, ze ist-
nieje rowniez dodatkowa motywacja poza systemem aksjomatycznym
niejako zmuszajaca nas do uznania prawdziwosci tego stwierdzenia?

Trzecie zdanie jest to tzw. wielkie twierdzenie P. de Fermata. Ma
ono barwna i dtugg histori¢. Mianowicie po $mierci Fermata, na margi-
nesie jego egzemplarza thumaczenia Arytmetyki Diofantosa znaleziono
notatke nastgpujacej tresci: ,, Wiadomo, ze nie mozna roziozy¢ szescia-
nu na dwa szesciany ani bikwadratu na dwa bikwadraty, ani zadnej
potegi, oprocz kwadratu, na dwie inne potegi o takim samym wyktad-
niku. Odkrylem prawdziwie cudowny dowdd tego faktu, jednakze ten
margines jest zbyt waski, by go zmieéci¢”"'. Poniewaz problem jest in-
teresujacy 1 tatwy do zrozumienia, matematycy (i nie tylko matematy-
cy) usitlowali znalez¢ ten dowod. Proby konczyty si¢ niepowodzeniem,
cho¢ uzyskiwano czgéciowe wyniki. Nie udawato si¢ tez znalez¢ zad-
nego kontrprzyktadu. W wieku XX zastanawiano si¢ nawet, czy nie
jest to zdanie niezalezne od aksjomatéw arytmetyki Peano. Wreszcie
w 1993 roku A. Wiles oglosit dowdd twierdzenia Fermata. Cho¢ szyb-
ko znaleziono w tym dowodzie luke, to w 1995 roku udalo sie¢ ja
zapetni¢. Tym samym wielkie twierdzenie Fermata zostatlo udowod-
nione. Mozna wigc powiedziec, ze jest prawdziwe. Akceptacja dowo-

" A. D. Aczel, Wielkie rwierdzenie Fermata. Rozwigzania zagadki starego mate-
matycznego problemu, thum. z ang. P. Strzelecki, Warszawa 1998, 19.
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du Wilesa oznacza zarazem uznanie, iz zaprzeczenie tego zdania jest
falszywe. Jednak dowod Wilesa uzupetniony przez R. Taylora korzy-
sta z teorii krzywych eliptycznych'?, a wigc odwohuje si¢ do faktow
wykraczajacych poza algebr¢'. Problem dotyczy wiasnosci liczb na-
turalnych, jednak przy jego rozwiazaniu korzysta si¢ z réznych dzia-
Iow matematyki, wyraznie wychodzac poza ramy jakiego$ jednego
ustalonego systemu aksjomatycznego, cho¢ jest to dowod dedukcyjny
1 wykorzystywane sa w nim tylko wczesniej juz udowodnione twier-
dzenia, a wiec znane matematykom fakty. Jest to zatem przyklad zdania
o niejako interteoretycznym charakterze. Da si¢ wprawdzie odtworzy¢
wszystkie zatozenia, na ktorych opiera si¢ dowod, ale czy beda one
wszystkie razem tworzy¢ ,tadna” teori¢ matematyczna?

Warto zaznaczyé, ze poszukiwania dowodu twierdzenia Fermata
doprowadzity do rozwoju, oprdcz teorii liczb, rowniez algebry, topo-
logii, analizy rzeczywistej i zespolonej. Mozna zatem na jego przy-
ktadzie pokaza¢ jedno$¢ matematyki, powigzanie ze soba roéznych jej
dzialéw, a takze, do pewnego stopnia, przekraczanie przez matematy-
kéw ograniczen narzucanych metoda aksjomatyczno-dedukcyjna. Ta
sytuacja jest typowa. Matematycy wykraczaja poza ograniczenia na-
rzucane przez aksjomaty jakiego$ systemu dedukcyjnego i w dowo-
dach wielu istotnych dla matematyki twierdzen wykorzystuja wyniki
uzyskane niekiedy w odleglych obszarach matematyki. Matematycy,
majac do rozwigzania jaki$ problem, poszukuja wszelkich mozliwych
sposobOw jego rozwiazania, nie klopoczac si¢ zbytnio o to, by pozo-
stawa¢ w ramach jakiegos scisle okreslonego systemu aksjomatyczne-
go'®. Nie oznacza to zarazem, ze ,,wszystkie chwyty sa dozwolone”.
Standardy metody matematycznej sa dobrze okreslone i tylko takie ro-
zumowania, ktore je speiniaja, sa akceptowane przez matematykow.

2 Ogoblna posta¢ rownania krzywej eliptycznej: y’=ax’+bx’+c, gdzie a, b, ¢ sa
wymierne.

3O historii poszukiwania dowodu wielkiego twierdzenia Fermata zob. np.:
A. D. Aczel, dz. cyt.; W. Narkiewicz, Wielkie Twierdzenie Fermata, Wiadomosci
Matematyczne 30(1993)1, 1-5; P. Ribenboim, Wielkie twierdzenie Fermata dla laikéw,
thum. z ang. J. Browkin, Warszawa 2001.

14 R. Murawski, Funkcje rekurencyjne i elementy metamatematyki. Problemy zu-
pelnosci, rozstrzygalnosci, twierdzenia Godla, Poznan 1990, 173-174.
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Moze to zarazem swiadczy¢ o tym, ze przy rozpatrywaniu prawdziwo-
$ci w matematyce poziom teorii i koherencyjna prawdziwo$¢ sa nie-
wystarczajace. Konieczne jest bowiem calosciowe ujmowanie wiedzy
matematycznej, a nie dzielenie jej na poszczegdlne odizolowane od
siebie teorie formalne. W przypadku twierdzenia Fermata trudno za-
tem méwi¢ wylacznie o prawdziwosci w sensie koherencji. Przy jego
dowodzie odwotujemy si¢ bowiem do faktéw z réznych dziedzin ma-
tematyki. Prawdziwo$¢ twierdzenia Fermata jest zatem ufundowana
nie tyle przez do$wiadczenie, jak w przypadku twierdzen geometrii
euklidesowej, ale przez catos¢ wiedzy matematycznej. Matematyka
nie jest w tym przypadku dzielona na szereg teorii aksjomatyczno-de-
dukcyjnych, ale jawi si¢ jako w znacznym stopniu zintegrowana dys-
cyplina wiedzy. Co wigcej, wydaje sig, ze w przypadku twierdzenia
Fermata jego prawdziwos¢ ma charakter obiektywny, nie jest uwa-
runkowana tylko niesprzecznoscia jakiego$ systemu aksjomatyczno-
dedukcyjnego.

Czwarte zdanie jest to tzw. hipoteza Ch. Goldbacha, sformulowa-
na jeszcze w 1742 roku i gloszaca, ze kazda liczba parzysta wigksza
badz réwna cztery jest suma dwoch liczb pierwszych?®. Jest to jeden ze
starszych probleméw matematycznych dotychczas nierozwiazanych.
Poniewaz ani nie zostata udowodniona, ani nie znaleziono dla niej
kontrprzyktadu'é, wigc obecnie nie mozna stwierdzié, czy jest praw-
dziwa, czy fatszywa. Powstaje tez interesujacy filozoficznie problem,
czy w ogole jest sens stawiac pytanie o jej prawdziwos¢. Z jednej stro-
ny wydaje si¢, ze poniewaz dotyczy ona wiasnosci liczb naturalnych,
wigc musi mie¢ dobrze okresla wartos¢ logiczna, a tylko jej na razie
nie znamy. Z drugiej strony moze to by¢ zdanie niezalezne od aksjoma-
tow arytmetyki Peano, zatem jego status moze by¢ podobny, w pew-
nym sensie, do twierdzenia o sumie katow w trojkacie.

¥ C. Goldbach w liscie do Eulera wyrazil nastepujace przypuszczenie: ,,Kazda
liczba catkowita n>5 jest suma trzech liczb pierwszych”. Euler odpowiedziat, e jest
to réwnowazne temu, ze ,kazda liczba calkowita parzysta 2n>4 jest suma dwoch
liczb pierwszych”. P. Ribenboim, Mala ksigga wielkich liczb pierwszych, tham. z ang.
J. Browkin, Warszawa 1997, 190.

' Dzigki komputerom obecnie wiadomo, ze ewentualny kontrprzykiad musiatby
by¢ liczba co najmniej pigtnastocyfrowa.
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Zdanie piate to twierdzenie o czterech barwach. Pytanie, czy do po-
kolorowania kazdej mapy wystarczy uzy¢ tylko czterech koloréw po-
stawil swemu bratu w 1852 r. F. Guthrie!”. Jest to problem wlasciwie
czysto praktyczny. Okazat si¢ jednak interesujacy dla matematykow.
Stosunkowo latwo jest pokazaé, ze kazda mapg da si¢ pomalowac za
pomocg pigciu koloréw. Trywialny jest tez przykiad mapy, ktdrej nie
da si¢ pomalowaé przy uzyciu tylko trzech barw. Natomiast proby
udowodnienia, ze cztery kolory sa wystarczajace, dlugo konczyly si¢
niepowodzeniem. Podejmowali je m.in. A. Kempe, P.G. Tait. Jednak
okazywato sig, ze w ich dowodach istniaty luki. Poszukiwanie dowo-
du stawato si¢, podobnie jak w przypadku twierdzenia Fermata, im-
pulsem do rozwijania nowych dzialow matematyki m.in. teorii grafow.
Zagadnienie dotyczace mapy mozna bowiem przeformutowaé tak, by
dotyczyto wlasnosci grafu. Dowdd twierdzenia o czterech barwach zo-
stal podany dopiero w 1976 r. przez K. Appela, W. Hakena, J. Kocha'®.
Dowdd ten nie jest jednak ,,zwyklym” dowodem matematycznym,
a w istotny sposéb wykorzystuje si¢ w nim komputer, ktory jest nie-
zbedny, by sprawdzi¢ prawie dwa tysiace konfiguracji, co bez jego
udziatu jest praktycznie niemozliwe. Czy mozna mie¢ jednak zaufa-
nie do takiego dowodu? W dowodzie moga by¢ bledy majace réz-
ne zrodla, m.in. w budowie komputera, w jego oprogramowaniu,
w algorytmach stuzacych do rozwiazania poszczegdinych zagadnien,
w programach, w pracy samego komputera. Sprawdzenie poprawno-
$ci wszystkich tych elementow moze odby¢ si¢ tylko za pomocg in-
nego komputera oraz napisania innego programu. Taka probe podjeli
w 1996 r. czterej matematycy: N. Robertson, D.P. Sanders, P.D. Sey-
mour, R. Thomas, ktérzy znalezli nieco prostszy i szybszy algorytm
sprawdzania poszczegélnych przypadkéw'. Czy jednak usuwa to
wszystkie watpliwosci w stosunku do tego dowodu? Matematycy bez

'7 O historii problemu czterech barw zob. np.: K. Appel, W. Haken, Zagadnienie
czterech barw, tham. z ang. J. Kucharczyk, w: Matematyka wspétczesna. Dwanascie
esejow, red. L. A. Steen, Warszawa 1983,170-198.

'8 K. Appel, W. Haken, J. Koch, Every Planar Map Is Four Colorable, 1llinois
Journal of Mathematics 21(1977), 429-567.

' N. Robertson, D. P. Sanders, P. D. Seymour, R. Thomas, 4 new proof of the four-
colour theorem, Electronic Research Announcements of the American Mathematical
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wigckszych oporow wykorzystuja komputery przy dowodzeniu twier-
dzen. Czy jednak prawdziwo$¢ takich twierdzen, ktore zostaly udo-
wodnione przy udziale komputera, a ktérych standardowych dowodow
nie ma, mozna tak samo traktowac jak prawdziwos$¢ twierdzen, ktore
zostaty udowodnione w sposéb tradycyjny? Czy mozemy by¢ przeko-
nani o prawdziwosci twierdzenia o czterech barwach?

Széste zdanie z kolei jest jedng z podstawowych prawd arytmety-
ki. Czesto jest przytaczane jako przykiad zdania ilustrujacego pew-
no$¢ wiedzy matematycznej. Czy w tym przypadku jest w ogoéle sens
moéwi¢ o prawdziwosci w sensie koherencyjnym? Oczywiscie, na to
zdanie mozna spojrze¢ jak na twierdzenie pewnego systemu aksjoma-
tyczno-dedukcyjnego, na przyklad arytmetyki Peano. Ale przeciwnie
niz w przypadku dwoéch pierwszych zdan, nie istnieje zaden system
arytmetyki, w ktorym dwa doda¢ dwa byloby rézne od czterech. Jezeli
w jakim$ systemie algebraicznym uzywamy tych samych symbo-
li co w arytmetyce i na przyktad uzyskujemy, ze 2+2=1, to znaczy
to tylko tyle, ze inaczej rozumiemy te symbole, na przyklad zamiast
»ZWyklego” dodawania mamy do czynienia z dodawaniem modulo 3,
a wigc znak ,,+” co innego znaczy niz w arytmetyce liczb naturalnych.
Zdanie: 2+2=4 jest dla kazdego, kto rozumie wystepujace w nim sym-
bole, oczywiste. Prawdziwo$é jego zatem znowu ma inne zrédlo niz
tylko spojnos¢ okreslonego systemu. Co wigcej, cho¢ mozna konstru-
owac¢ inne geometrie, to konstruowanie innych ,,arytmetyk”, w ktérych
liczby naturalne, te nasze ,,prawdziwe” liczby naturalne, miatyby inne
wlasno$ci, nie jest mozliwe, gdyz konstrukcja kolejnych liczb natural-
nych przez dodawanie jedynki do liczby poprzedniej wyznacza tzw.
standardowy model®® dla arytmetyki liczb naturalnych.

Society 2(1996), 26-33, http://www.ams.org/journals/era/1996-02-01/ pozyskano
25.02.2010.

2 Intuicyjnie model standardowy danej teorii matematycznej jest to dziedzina ta-
kich przedmiotéw matematycznych, ktére sa uwazane za ,,prawdziwe” obiekty opi-
sywane przez t¢ teorie. Dla arytmetyki liczb naturalnych model standardowy tworza
liczby naturalne konstruowane poczawszy od zera przez kolejne dodawanie jedynki.
Z kolei dla liczb rzeczywistych model standardowy moze by¢ skonstruowany przez
podanie definicji liczby rzeczywistej, odwolujacej si¢ do pojecia liczby naturalne;.
Z reguly jest tak, ze nawet gdy istnieje model standardowy, to teoria posiada réwniez


http://www.ams.org/joumals/era/1996-02-01/
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Arytmetyke liczb naturalnych mozna oczywiscie przedstawi¢ w po-
staci formalnej teorii aksjomatyczno-dedukcyjnej. Co wigcej, z twier-
dzenia Godla wynika, ze istnieja w niej zdania nierozstrzygalne, beda
takze istniaty dla niej modele niestandardowe. We wszystkich takich
modelach jednak istnieje czg$¢ standardowa, do ktérej naleza standar-
dowe liczby naturalne, czyli ,,prawdziwe liczby naturalne”, majace do-
kiadnie te same wlasnosci, co w modelu standardowym. Z tego punktu
widzenia liczby niestandardowe sa czyms$ sztucznym, nienaturalnym.
Zatem szczegdlne miejsce, ktére zajmuja w matematyce liczby natu-
ralne, zdaje si¢ tez leze¢ u podstaw przekonania o prawdziwosci tego
typu zdan co: 2+2=4. Gdy rozumie si¢ znaczenie poszczegdlnych sym-
boli wystgpujacych w tym réwnaniu, musi si¢ uzna¢, ze stwierdza ono
faktyczny stan rzeczy. Mamy zatem do czynienia z prawda nieobalal-
na, obiektywna, niezalezna od jakichkolwiek uwarunkowan, w szcze-
g06lnosci od jakiegos systemu aksjomatyczno-dedukcyjnego.

W matematyce mamy zatem do czynienia z réznymi ,;rodzajami
prawdziwosci” zdan: od zdan typu hipotezy continuum, ktorej nie moz-
na przypisa¢ obiektywnej prawdziwosci, do niepodwazalnych prawd
arytmetyki. Przyj¢cie badz odrzucenie zdania typu hipotezy continuum
jest uzaleznione od celu, jakiemu ma stuzy¢ teoria. Egzystuja wigc nie-
jako obok siebie rozne ,,wiaty matematyczne” o odmiennych wiasno-
$ciach. W tym konteks$cie nie mozna méwic¢ o prawdzie obiektywne;.
Z tego punktu widzenia ani hipoteza continuum, ani twierdzenie o su-
mie katow w trdjkacie nie sa obiektywnie prawdziwe. Mozna mowic
o0 ich niesprzecznosci z okreslonym uktadem formut badz o prawdzi-
wosci w danym modelu. Wprawdzie w przypadku hipotezy continuum
Cantor sadzil, ze musi istnie¢ jakiejs jej rozstrzygnigcie, miat bowiem
intuicyjne wyobrazenie tego, czym jest zbior?', co miato stanowi¢ dla

wiele modeli niezamierzonych, niestandardowych. Czgsto ich elementy i sama struk-
tura modelu odbiegaja istotnie od intuicji, ktore wiaze si¢ z elementami nalezacymi do
modelu standardowego.

2t G. Cantor pisal: ,,Przez pojecie »zbioru« rozumiemy kazde zebranie w jedna ca-
10$¢ M okreslonych, dobrze odréznionych przedmiotéw m naszego ogladu czy naszych
mysli (ktore nazywane sa »elementami« M) (...) kazdy ogoét okreslonych elemen-
tow, ktore na mocy prawa moga by¢ ztaczone w jedna cato$¢”. Cyt. za: R. Murawski,
G. Cantora filozofia teorii mnogosci, Studia Filozoficzne 11-12(1984), 212-213.
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niego podstawe dla rozstrzygnigcia prawdziwosci hipotezy continuum
1 innych tego rodzaju zdan. Okazuje si¢ jednak, ze te intuicje sg nie-
wystarczajace. Przeciwnie niz w przypadku arytmetyki liczb natural-
nych czy geometrii euklidesowej nie istnieje zaden standardowy model
dla teorii zbioréw. W tym przypadku nie pomaga tez, analogiczne jak
w przypadku liczb naturalnych, ,,konstruowanie” uniwersum zbioréw,
na przyklad przez stosowanie operacji brania zbioru potegowego i ope-
racji sumy zbioréw??. Oczekiwania Cantora nie moga by¢ zatem zreali-
zowane 1 w przypadku hipotezy continuum pozostajemy na poziomie
tylko relatywnej, koherencyjnej prawdziwosci. Mozna bada¢ tylko jej
prawdziwo$¢ w konkretnych modelach teorii mnogosci. W matema-
tyce istnieja zatem takie dziedziny, ktore nie sa w pelni okre$lone ani
przez teorig, ani model. W tym przypadku prawdziwos¢ jest rzeczywi-
scie wzgledna, zalezy od uzytecznosci rozpatrywanego zdania w da-
nej sytuacji®. Jednak juz w odniesieniu do twierdzenia o sumie katow
w trojkacie poprzestanie tylko na koherencji systemu geometrii bylo-
by zbytnim uproszczeniem. Twierdzenie to jest konsekwencja postu-
latow geometrii euklidesowe;j, ktore dla nas sa oczywiste. Oczywisty
Jjest rowniez piaty postulat. W systemach geometrii nieeuklidesowych
suma katéw w trdjkacie bedzie wieksza lub mniejsza od sumy dwaéch
katoéw prostych. Takie stwierdzenia jednak beda sprzeczne z naszg in-
tuicja geometryczng. Zatem uznanie zdania drugiego za obiektywnie
prawdziwe, a nie tylko za niesprzeczne z pozostatymi aksjomatami
geometrii Euklidesa, ma swe podstawy w naszym do$wiadczeniu.
Prawdziwos¢ w matematyce moze by¢ zatem ufundowana réwniez
przez odniesienie do rzeczywisto$ci przyrodniczej. Zwiazek z empiria
jest widoczny w calej historii matematyki, a poczatki wiedzy matema-
tycznej sa zakorzenione w praktycznych problemach, ktore niosto ze

2 W teorii mnogosci mozna ,,skonstruowaé” nastepujaca hierarchie zbioréw in-
deksowanag liczbami porzadkowymi: V=@,V _ =P(V ), V,= UV, dlaliczb porzadko-
wych A granicznych.

2 Matematycy czesciej przyjmuja hipoteze continuum niz jej negacje. Wszystkie
podzbiory zbioru liczb rzeczywistych, ktore sa w jakich$ sposob konstruowane czy
opisywane, sg badz przeliczalne, badz mocy continuum. Przyktady zbioré6w o mocach
posrednich mozna poda¢, konstruujac wyrafinowane modele matematyczne. Ten fakt
zapewne sktania do przyymowania hipotezy continuum.
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soba codzienne zycie. Bardzo czesto konieczno$¢ rozwiazywania roz-
maitych problemoéw, ktore pojawiaty si¢ w naukach przyrodniczych,
stawata si¢ bodZzcem do rozwijania nowych teorii matematycznych.
Tworzac nowa teori¢, matematycy raczej nie zaczynaja od wyboru
aksjomatow. Gromadza najpierw pewien zasob wiedzy, opierajac si¢
na oczywistych, wielokrotnie sprawdzonych faktach. Dopiero z cza-
sem wiedza ta jest porzadkowana w postaci systemu dedukcyjnego.
Koherencyjne rozumienie prawdziwos$ci pojawia si¢ zatem dopiero na
péznym etapie rozwoju matematyki.

Na odniesieniu do empirii, wydaje sie, ze gruntuje si¢ rowniez in-
tuicja matematyczna, do§wiadczenie matematyczne, stanowiace Swo-
iste kryterium wyboru prawd matematycznych. Intuicja tworzyla si¢
w trakcie ,,manipulowania” przez matematykow obiektami matema-
tycznymi. W znacznym zakresie doswiadczenie matematyczne jest
wspoOlne wszystkim ludziom. Nie zalezy od uwarunkowan kulturo-
wych, jezyka itp. Stanowi zarazem regulator pozwalajacy uzyskaé
poprawny wynik, nawet w tych sytuacjach, gdy od strony formalne;j
pozostawia on wiele do zyczenia.

W niektorych sytuacjach zatem prawdziwosé¢ twierdzenia moze by¢
w pewnym stopniu dostgpna naszemu poznaniu zmystowemu. Mamy
wigc do czynienia z nowymi aspektami zagadnienia prawdziwosci
w matematyce. Wprawdzie przedmiotem matematyki nie sa material-
ne, przestrzenno-czasowe obiekty, dostrzegalne przez nasze zmysty, ale
niektore z obiektow matematycznych, jak figury geometryczne, daja
si¢ reprezentowac przez obiekty fizyczne. Innymi przyktadami takich
obiektow matematycznych moga byc¢ tabele, grafy, diagramy reprezen-
tujace m.in. dziatania, relacje czy morfizmy. Mozliwos¢ dostrzezenia
na graficznym przedstawieniu pewnych zaleznosci sprawia, ze niekto-
re z nich staja si¢ dla nas oczywiste, ze niejako zostajemy zmuszeni do
uznania prawdziwosci stwierdzen o nich mowiacych. Istniejg rowniez
uzasadnienia twierdzen za pomoca obrazowej reprezentacjiz*, W tym
przypadku te twierdzenia jawia si¢ jako pewne i niewymagajace juz
zadnych dodatkowych uzasadnien.

24 Istnieje na przyklad kilka tego typu dowodéw twierdzenia Pitagorasa. Szerzej
zob. A. Lemanska, Zagadnienie obrazowosci niektorych rozumowan w matematyce,
w: Logiczne podstawy rozumowan I11, red. J. Mrozek, Gdansk 2003, 110-125.
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Wykorzystywanie komputeré6w przy dowodzeniu twierdzen stawia
problem prawdziwosci w jeszcze innym $wietle. Wchodzi si¢ bowiem
w problem istoty samego dowodu matematycznego, a doktadniej, ro-
dzaju przestanek, na ktérych mozna si¢ opierac. W tego typu dowodach
przyjmuje si¢ bowiem zatozenia dotyczace sprawnosci urzadzenia po-
magajacego matematykowi, a wigc wykraczajace wyraznie poza dzie-
dzing matematyki. Analogiczne uwagi mozna poczyni¢ w stosunku do
dowodu twierdzenia Fermata. Cho¢ jest to dowdd tradycyjny i moz-
na go sprawdzi¢ krok po kroku, to wykorzystywana jest w nim wiedza
matematyczna jako pewna cato$¢ bynajmniej nie rozpatrywana jako
aksjomatyczna teoria. W obu tych jednak przypadkach problem lezy
niejako po stronie samego sposobu uzasadnienia (dowodu) twierdzen,
a nie ich prawdziwosci. Warto dodaé, ze nie wydaje si¢ mozliwe, by
w jakims$ ,,rozsadnym” systemie aksjomatyczno-dedukcyjnym réwna-
nie X" + y" = z" dla n>2 mialo rozwiazania naturalne, a do pomalowa-
nia jakiej$ mapy nie wystarczyly cztery barwy.

Twierdzenie Fermata nie jest z punktu widzenia naszego do-
$wiadczenia oczywiste. Dowdd twierdzenia rowniez nie jest prosty.
Wykorzystuje sie w nim wiele faktow z innych dziedzin niz arytmety-
ka liczb naturalnych. Niemniej w tym przypadku jednak jest do czego
odnosi¢ prawdziwosé tego twierdzenia: istnieje bowiem model stan-
dardowy liczb naturalnych, czyli ciag kolejnych liczb, z ktérych na-
stepna powstaje z poprzedniej przez dodanie jedynki. Jest zatem sens
pytac, czy wsréd tak okreslonych liczb istniejg czy tez nie istnieja licz-
by naturalne: m, k, 1 oraz n wigksze od dwdch, spetiajace réwnanie:
m"+k"=I", To pytanie jest dobrze postawione w tym sensie, ze musi
mie¢ jednoznaczna odpowiedz. Podobnie wydaje si¢ by¢ odnosnie do
hipotezy Goldbacha, cho¢ w jej przypadku nie znamy odpowiedzi.
Mamy tu do czynienia z odmienng sytuacja niz w przypadku hipote-
zy continuum. Na pytanie o istnienie zbioru o mocy posredniej migdzy
mocg zbioru liczb naturalnych a rzeczywistych odpowiedz jest zaska-
kujaca: hipoteza continuum jest zdaniem niezaleznym od aksjoma-
tow teorii mnogosci Zermelo-Fraenkla, nie istnieje dla tej teorii model
standardowy, a wigc na to pytanie nie mozna udzieli¢ jednoznacznej
odpowiedzi.
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Prawdziwos¢ za$ zdania szostego ma charakter absolutny, nie zale-
zy bowiem ani od jakiego$ systemu formalnego, ani od zewngtrznych
w stosunku do matematyki uwarunkowan, jak np. kultura. Wszedzie
tam, gdzie ludzie licza i rozumieja tre$¢ tego zdania jest ono uwazane
za prawdziwe. Warto dodac, ze w przypadku zdan: trzeciego, czwarte-
g0 i szostego matematycy maja przed sobg pewien $wiat obiektow ma-
tematycznych — liczby naturalne — 1 ten $wiat staraja si¢ zbada¢ przez
poznanie jego wiasciwosci 1 zalezno$ci migdzy obiektami w nim sig
znajdujacymi. Jezeli przyjmuje si¢ obiektywne, niezalezne od mate-
matyka, istnienie tego $wiata, to matematyk staje si¢ odkrywca, zas do
formutowanych przez niego stwierdzen daje odnies¢ si¢ klasyczne ro-
zumienie prawdy: twierdzenia matematyczne musza oddawac faktycz-
ny stan rzeczy, zachodzacy w $§wiecie liczb naturalnych.

Dostatecznie ztozone teorie aksjomatyczne z reguly sa teoriami
niezupetnymi. Istnieja zatem zdania, ktdre nie maja w nich dowodu.
W przypadku, gdy istnieje standardowy, zamierzony model tej teorii,
prawdziwos¢ badz fatszywos$¢ zdan niezaleznych mozna stwierdzic,
badajac, jak jest w tym modelu. W tym sensie mowi sig, ze z pierwsze-
go twierdzenia Godla wynika istnienie zdan prawdziwych, ktdre nie
majg dowodu. Arytmetyka Peano rzedu pierwszego jest niezupeina,
ale ma model standardowy, teoria mnogo$ci Zermelo-Fraenkla row-
nieZ jest niezupelna, ale nie istnieje dla niej model standardowy, ktory
stanowitby odniesienie dla prawdziwos$ci zdan niezaleznych.

Scisle formalistyczne ujecie matematyki nieuchronnie prowadzi do
relatywnego rozumienia prawdy, gdyz nie ma tu jakiego$ zewnetrzne-
g0, poza teoria, poza systemem aksjomatyczno-dedukcyjnym, punktu
odniesienia. Jednak takie spojrzenie na matematyke, w ktorym pomija
si¢ tres¢ teorii, rozumienie i prawdziwos¢ zdan, jest niewystarczajace.
Dla matematyka wazna bowiem jest przede wszystkim tre$¢é rozpatry-
wanych zdan. Moze si¢ ona ujawnia¢ w modelu standardowym, ktory
daje mozliwo$¢ poréwnania tresci formuly z rzeczywisto$cia matema-
tycznych obiektow. W nieco inny sposob tres¢ twierdzenia ujawnia si¢
w przypadku twierdzenia Fermata. Tu w sposob posredni odwoluje-
my si¢ do wlasnosci standardowych liczb naturalnych, zarazem do-
wod tego twierdzenia pokazuje powiazania mi¢dzy réznymi obiektami
matematycznymi.
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Jednym z centralnych twierdzen metamatematycznych jest twier-
dzenie gloszace, ze teoria jest niesprzeczna wtedy i tylko wtedy, gdy
posiada model. Modelem jest pewien system relacyjny, a prawdzi-
wos¢ formuly jest zdefiniowana przez relacj¢ spelniania Tarskiego.
Potocznie przyjmuje sig, ze definicja prawdy Tarskiego okresla w ma-
tematyce klasyczne (arystotelesowskie) rozumienie prawdziwosci.
Mozna zatem uwazad, ze do matematyki daje si¢ odniesé i to rozumie-
nie prawdziwosci. Czgsto jest tez i tak, Zze matematycy maja poczucie
odkrywania jakich§ prawd obiektywnych o rzeczywistosci matema-
tycznej, totez cze¢$é z nich przyjmuje platonski obraz matematyki,
a z nim réwniez prawdziwos¢ w klasycznym sensie.

W zaleznosci zatem od aspektu wiedzy matematycznej, na kto-
ry zwracamy w danym momencie szczeg6lng uwage, do matematy-
ki da sie odnie$é rozmaite rozumienia prawdziwosci oraz wykorzysta¢
rozne kryteria prawdziwosci: klasyczne, koherencyjne, pragmatyczne
i inne®. W zaleznosci od tego, do czego w danej sytuacji stuzy wie-
dza matematyczna, b¢dzie ona ukazywac inny aspekt prawdy. Problem
Jjednak wydaje si¢ glebszy niz tylko uzaleznienie interpretacji praw-
dziwosci od przyjetych rozwiazan dotyczacych istoty wiedzy matema-
tycznej 1 jej zastosowan.

W matematyce prawda zatem ujawnia rézne swe oblicza. Do pew-
nych zdan w niej przyjmowanych mozna odnosi¢ tylko prawdziwosé¢
w sensie koherencyjnym, ale istnieja w niej tez i takie zdania, jak na
przyktad prawdy arytmetyki, ktore sa prawdziwe absolutnie, niezalez-
nie od systeméw aksjomatycznych, kultury czy jakich$ innych czyn-
nikdw. Matematyka jest nauka obiektywna, w petni intersubiektywnie
sprawdzalna. Wiedza matematyczna ma rowniez charakter kumulacyj-
ny, co oznacza, ze przyjete twierdzenia sa nieobalalne. I chociaz do
pewnych zdan w niej przyjmowanych mozna odnosi¢ tylko prawdzi-
wos¢ w sensie koherencyjnym, nie oznacza to, Zze prawda jest wzgled-
na. Koherencja badZ odniesienie do modelu nie sprawiaja, ze prawda
zatraca swoj obiektywny charakter.

> Szerzej zob.: A. Lemanska, Kilka uwag o zagadnieniu prawdy w matematyce,
Studia Philosophiae Christianae 38(2002)2, 117-126.



54 ANNA LEMANSKA [18]

TRUTH AND MATHEMATICS
Summary

In the article the problem of truth in mathematics is presented by the example of the
six following statements:

1. The continuum hypothesis.

2. The sum of angles in any triangle is equal to the sum of two right angles.

3. For n>2 there isn’t a natural solution of the equation: x" + y* =z".

4. Every even natural number greater than 2 is the sum of two primes.

5. Every map could be coloured with four colours.

6.2+2=4.

The analyses carried out in the article show that in mathematics truth can be
understood in various manners. We can use different criteria of truth: classical,
coherence, pragmatic and others, so in mathematics truth is revealing different faces.
Certain sentences are true only in a sense of coherence, but there exist such sentences,
as for example truths of arithmetic, which are true independently of axiomatic systems,
culture or any other factors.



