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Przypomne na poczatek pare faktéw odnosnie Tezy Chur-
cha (dalej skrét CT). Zostata sformutowana przez Alonzo Chur-
cha (1903-1995) okolo roku 1934 (w zwiazku z badaniami nad
lambda-rachunkiem), oficjalnie zgtoszona do AMS na posiedzeniu
22.03.1935 i opublikowana po raz pierwszy (w terminach funkeji
rekurencyjnych) w abstrakcie Bulletin of the American Mathe-
matical Society, t. 41(1935) s. 333. Druga wersja opublikowana
zostala przez Churcha w artykule An unsolvable problem of ele-
mentary number theory'. Oto tekst:

Zdefiniujemy teraz wezeéniej dyskutowane pojecie funk-
cji efektywnie obliczalnej w liczbach catkowitych dodatnich,
przez identyfikacje go z pojeciem funkeji rekurencyjnej liczb
catkowitych dodatnich (lub A—definiowalnych funkcji liczb
catkowitych dodatnich).

(Antologia Davisa s.100-101).

We now define the notion, already discussed, of an effec-
tively calculable function of positive integers by identifying
it with the notion of a recursive function of positive integers
(or of a A—definable function of positive integers).

Y The American Journal of Mathematics, 58(1936), ss. 345-363; [Antologia
Davisa ss. 89-107].
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Bezposrednio po tym pisze Church:

Definicja ta ma by¢ usprawiedliwiona (justified) za pomoca
nastepujacych ponizej rozwazan, w takim stopniu, w ja-
kim przekonywujace (positive) uzasadnienie moze w ogdle
byé uzyskane dla wyboru formalnej definicji, ktéra ma
korespondowaé z pojeciem intuicyjnym (intuitive notion).
(s. 100).

This definition is thought to be justified by the considera-
tions which follow, so far as positive justification can ever
be obtained for the selection of a formal definition to cor-
respond to an intuitive notion.

Te rozwazania sumuje sam Church nastepujaco:

W ten sposdb zostalo pokazane, ze bardziej ogélna definicja
efektywnej obliczalnosci nie moze by¢ uzyskana za pomocy,
zadnej z dwéch metod ktére w sposéb naturalny sie nasu-
waja (1) przez definicje funkeji jako efektywnie obliczalnej,
gdy istnieje algorytm dla obliczenia jej wartosci (2) przez
zdefiniowanie funkcji F' (jednej zmiennej) jako efektywnie
obliczalnej, gdy dla kazdej liczby catkowitej dodatniej m
istnigje dodatnia liczba calkowita n taka, ze Fi(m) = n jest
dowiedlnym twierdzeniem. (s. 102).

Jak widaé z powyzszych tekstéw Church uwazal CT za defi-
nicje. W jego stylizacji mozna CT wypowiedzie¢ nastepujaco:

CT Pojecie funkcji efektywnie obliczalnej jest identyczne z po-
jeciem funkcji rekurencyjnej.

Church byt zwolennikiem istnienia obiektéw abstrakeyjnych
jak na przyktad; pojeé, senséw, znaczen i rozwazania ich whasno-
éci. W artykule: The Need for Abstract Entities (1951)2, ktérego

2 American Academy of Arts and Sciences Proceedings, 80(1951), ss. 100
113.
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wersje wlagciwie pisat do kofica swego zycia, formutuje aksjomaty
swej teorii. Oto niektére z nich:

e Kazde pojecie, jest pojeciem co najwyzej jednej rzeczy.
e Kazda stala ma jedyne (unique) pojecie jako swdj sens.

e Kazda zmienna ma niepusta klase pojeé jako swoja dzie-
dzing sensu (sense—range).

e Denotacja statej jest to czego sens stalej jest pojeciem.

Church, w The Need for Abstract Fntities, odzegnuje sie od
rozumienia poje¢ w takim sensie, jak Frege. Méwiac ogélnie, pré-
buje on wyeliminowaé fregowskie pojecie funkcji (jako przedmiotu
nienasyconego w tym pojeé (Begriff)) na korzyéé senséw. Podob-
nie rozumial rzecz Husserl. Nalezy tutaj zauwazyé, ze w sformu-
towaniu CT wystepuje angielskie stowo notion, a nie stowo con-
cept. Ten drugi termin, w obrebie logiki, wydaje sie mie¢ bardziej
techniczny charakter. Biorac zatem pod uwage poglady Churcha
z roku 1951 nalezaloby przyja¢, ze CT w naszym powyzszym
sformulowaniu jest falszywa, bo (jak sie wydaje) sensy termi-
néw ‘funkcja efektywnie obliczalna’ oraz ‘funkcja rekurencyjna’ sa
rézne. Réznica pomiedzy pogladami Fregego i Husserla (i Chur-
cha) dotyczyta denotacji dla stéw pojeciowych®. Schematycznie
wyglada to nastepujaco?:

FREGE HUSSERL
Termin nazywajacy pojecie Termin nazywajacy pojecie
4 i
Sens tego terminu Sens tego terminu (pojecie)
\ \
Denotacja tego terminu (pojecie)  Denotacja terminu (obiekt)
4

Obiekt, ktéry podpada pod pojecie

3Stowo pojeciowe to termin nazywajacy pojecie.

“Por. G.R. Haddock, ‘Remarks on Sense and Reference in Frege and Hus-
serl’; s. 31; [w:] Hussel or Frege?, C. Ortiz Hill, G.R. Haddock, Open Court
2003.
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Czy wobec tego CT w przyjetym sformutowaniu da sie ura-
towaé? Georg Kreisel® zwrécil uwage na to, ze analiza obliczal-
noéci dokonana przez Turinga prowadzi do uznania mocniejszej
(od zwyklej réwnowaznoéci) relacji pomiedzy efektywna obliczal-
noscia funkcji a rekurencyjnoscia. Te mocniejsza wersje Kreisel
nazywa Supertezq Churcha:

SCT Kazdej mechanicznej regule (lub algorytmowi) mozna przy-
pisaé¢ program (idealnego) komputera, ktory definiuje ten
sam proces obliczeniowy (ktéry definiuje reguta).

Jedliby CT wyrazata tylko réwnowazno$é materialna dwéch
pojeé, to SCT wyraza to wlasnie, i dodatkowo wiecej, wskazu-
jac na identycznoéé (izomorfizm) krokéw obliczeniowych®. Church
zdawal sobie sprawe z wagi CT. W artykule A Note on the Fnt-
scheidungsproblem” pisze:

W ostatnim artykule [Chodzi o artykul An Unsolvability...;
AO] autor zaproponowal definicje potocznie (commonly)
uzywanego terminu ‘efektywnie obliczalny’ i pokazal na ba-
zie tej definicji, ze rozwigzanie ogdlnego przypadku Ent-
scheidungsproblemu jest nierozwiazywalne w zadnym sys-
temie logiki symbolicznej (of symbolic logic), ktéry jest
adekwatny do wyrazenia pewnej czedci arytmetyki i jest
omega—niesprzeczny [Davis, s. 110].

To, co niemal powszechnie uchodzi za teze Churcha tzn. zda-
nie méwiace, ze kaida funkcja efektywnie obliczalna jest funkcjg

®Por. G. Kreisel, ‘Some Reasons for Ceneralizing Recursion Theory’,
ss. 139-198, odcinek 4.(c).(i) ; [w:] Logic Collogium 69, Gandy, Yates (eds.),
North Holland 1971.

®Dla lepszej intuicji: SCT = CT + I; gdzie I jest jakim$ intensjonalnym
komponentem.

" The Journal of Symbolic Logic, 1(1936) [Davis, ss. 110-115].
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rekurencyina jest wlagciwie wersja Kleenego CT®. Uczeft Churcha
— Kleene — bardzo wiele zdziatal dla CT. Jako pierwszy upo-
rzadkowal argumenty za CT i przeciw niej. Sam argumentowat
za CT. Jak napisal, stal sie zwolennikiem CT w ciagu jednego
wieczoru, kiedy probowal zdiagonalizowaé klase funkeji rekuren-
cyjnych i okazalo to sie niewykonalne. Wersja Kleenego, w kontek-
Scie logiki pierwszego rzedu i teorii mnogosci, prowadzi do utoz-
samienia CT ze zdaniem wyrazajacym identycznoéé klasy funkeji
rekurencyjnych z klasa funkcji efektywnie obliczalnych.

Church rozwiazat negatywnie tzw. FEnischeidungsproblem po-
stawiony przez Hilberta i Ackermanna. Dowidédl twierdzenia
o (absolutnej) nierozstrzygalnosci dla logiki pierwszego rzedu.
W publikacji zawierajacej ten dowéd wyraznie (jak widzielismy)
powoluje si¢ na CT (definicje) jako zalozenie dowodu. Negacja
twierdzenia o nierozstrzygalnosci logiki pierwszego rzedu skutkuje
negacja CT. Odifreddi rozréznia pomiedzy 2wyklq nierozstrzygla-
noscig a absolutng nierozstrzygalnoscig. Ta druga jest wlasnoscia
teorii zwiazana z CT. Zwykta nierozstrzygalnoéé¢ polegataby je-
dynie na (np.) nierekurencyjnosci twierdzen logiki. W przypadku
zwyktlej nierozstrzygalnoéei mamy do czynienia z nie[[...]|] gdzie na
miejsce [[...]] nalezy wstawié¢ nazwe konkretnego modelu obliczal-
noéci. Takie twierdzenia posiadaja Sciste dowody i nie odwotuja
sie do CT.

Godel rozréznial matematyke obiektywna (M1) i matematyke
subiektywna (M2). Ta pierwsza dotyczyé¢ ma prawdziwych twier-
dzenh matematyki jako takiej, zaé ta druga twierdzefi w obrebie
jakiego§ systemu formalnego. Przyjmujac to rozréznienie, mozna
zapytaé¢ jak duza czesé M1 zalezy od CT. Zdefiniujemy zbiér Z,
ktéry nazwiemy Zasiegiem obowigzywania CT':

7 = {T: ~T = ~CT}.

8Jedli tekst Churcha dopuszcza prayjete przeze mnie rozumienie CT, to
tekst Kleengo z ‘Introduction to Metamathematics’ juz takiej interpretacji
nie dopuszcza. Scisle rzecz biorge Church w paragrafie pierwszym ‘An Unso-
lvable...” formutuje CT podobnie jak Kleene.
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Jest to zbidr tych twierdzen M1, ktérych negacje implikuja
negacje CT (ktérych negacje falsyfikuja CT). Oczywiscie natych-
miast pojawiaja sie pytania dotyczace rozumienia znaku =;. In-
tuicyjnie rzecz biorac zachodzi T = T’, gdy z zatozenia T uda sie
wyprowadzi¢ T’ za pomoca logiki. Zbiér 7 jest niepusty bo oczy-
wiscie C'T nalezy do Z. Kleene (za Webbem) wykazal, ze pierwsze
twierdzenie Godla o niezupelnosci réwniez nalezy do 7. Twierdze-
nie o nierozstrzygalnodci logiki pierwszego rzedu réwniez nalezy do
7. Staratem sie pokazaé, ze twierdzenie Tarskiego o niedefiniowal-
noéci prawdy takze nalezy do Z°. Wspomniane powyzej twierdze-
nia o absolutnej nierozstrzygalnosci niektérych probleméw (teo-
rii) naleza do Z, w tym twierdzenie o nierozstrzygalnosci logiki
pierwszego rzedu.

Genialny Hilbert zdawal sobie sprawe z istnienia nauki pier-
wotniejszej od matematyki. Bylaby to nauka o podmiocie — ma-
tematyku. Sformulowat nawet aksjomat tej nauki'?.

[...] Aksjomat Myslenia lub, jak méglby kto§ powiedzied,
Aksjomat Istnienia Inteligencji, moze by¢é w przyblizeniu
sformulowany jak nastepuje: Ja mam mozno$¢ myéleé rze-
czy i oznaczaé je poprzez proste znaki (a,b;..., X, Y, ..;...)
w pelni charakterystyczny sposéb tak; ze moge je zawsze
jednoznacznie powtérnie rozpoznaé. Moje myslenie operuje
tymi rzeczami za pomoca ich oznaczen [Bezeichnung] w pe-
wien sposéb, zgodny z okre§lonymi prawami. Ja moge sie
nauczy¢ tych praw poprzez samoobserwacje, i opisaé je zu-
pelnie.

°Por. A. Olszewski, ‘Teza Churcha a definicja prawdy Tarskiego’, Analecta
Cracoviensia, 33(2001), ss. 171-176.

PCytuje za M. Hallett, Hilbert’s Aziomatic Method and the Laws of Tho-
ught, Mathematics and Mind, A. George, 1994. Cytat ten pochodzi z wykta-
déw Hilberta z roku 1905 o tytule Logische Prinzipien des mathematischen
Denkens, notatki z wyktadu zrobione przez Ernsta Hellingera. Notatki z tego
samego wyktadu robit takze Max Born
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[...] an Aziom of Thought or as one can say, an Aziom of
the Fristence of an Intelligence, which can be formulated
approximately as follows: I have a capability to think things
and to denote them through simple signs (a,b; ..., X, Y, ...)
in such a fully charakteristic way that I can unequivocally
recognise them again. My thinking operates with these
things in this designation [Bezeichnung] in a ceratin way
according to determinate laws, and I am capable of lear-
ning these laws through self-observation, and of describing
them completely.

Aksjomat ten mozna rozbi¢ na nastepujace czesci:

AH1. Ja Myéle.
AH2. Mysle rzeczy (lub o rzeczach)!!.
AHS3. Za pomocy (prostych) znakéw moge:

(a) oznaczaé nimi pomyslane rzeczy.
(b) rozpoznawa¢ ponownie uczynione znaki.
(c) dobieraé¢ znaki w sposéb (do)wolny.

AHA4. Prawa operowania pojeciami rzeczy i operowania znakami
moge opisa¢ zupeknie.
AHS5. Mam zdolnosé samorefleksji.

Jak Hilbert rozumial znaki (w szczegdlnoscei cyfry) nie jest
catkiem jasne. Znakami sa na przykltad |, ||, |||, ||||, itd. Sa
pierwotne i niesprowadzalne do innych logicznych pojeé. Sa pier-
wotne uchwytywalne w przedstawieniu (in der Vostellung). Cyfry
nie sa jednak fizycznymi obiektami, czyli wystapieniami kresek
na papierze (na przyktad). Wedtug Hilberta ich ksztalt moze by¢
w ogélnosci w sposdéb pewny rozpoznany przez nas, niezaleznie
od czasu, przestrzeni, specjalnych warunkéw produkeji znakdw
i od nieznaczacych réznic w finalnym produkcie. Nazywa znak

1YW angielskim tlumaczeniu tekstu Hilberta jest: to think things.
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tym samym, gdy ma taki sam ksztalt jak inny ustalony znak!?2.
Hilbert dalej utozsami liczby z ciagami kresek (cyframi) z tym,
ze kreski sa tutaj zupetnie przypadkowe. Budulec cyfr moze by¢
dowolny. Jak odrézni¢ zatem to co jest cyfrag od tego co nig
nie jest?!® Znaki nie sa réwniez umystowa konstrukcja, gdyz
ich wlasnogci sa obiektywne, chociaz ich istnienie jest zalezne
od ich intuicji (w sensie Kanta). Co zatem jest jasne w kazdym
przypadku to to, ze sa one logicznie pierwotne tzn. nie sa ani
pojeciami (jak liczby Fregego), ani zbiorami. To co wazne tutaj,
to nie ich metafizyczny status lecz to, ze nie wchodza one w rela-
cje logiczne, na przyktad nie moga byé orzekane o czymkolwiek.
William Tait w znanej pracy Finitism'* analizujac charakter
cyfr u Hilberta (szczegélnie ich rozréznialno$é) przypuszeza, ze
nalezy je interpretowaé jako cyfry—typy (w odréznieniu od cyfr—
tokens). Wedlug niego to wtasnie typy (znakéw) sa przedmiotem
zainteresowania matematykil®>. W Aksjomacie Myslenia Hilbert
uchwycit moment rozpoznawania znakéw w czesci AH3 (b). Roz-
poznawanie znakéw znaczy dwie rzeczy: rozpoznawanie ich jako
uczynionych przeze mnie (przypominanie) oraz drugie bardzo
wazne odrdéznianie réznych znakéw od siebie i identyfikowanie
tych samych znakéw. W tym miejscu mozna postawi¢ pytanie
o to jak mocny jest AH. Otdz, co moze byé zaskoczeniem,
AHS3 (b) zawiera tak duzo tresci, ze mozna z niego wyciagnaé
definicje obliczalnosci. Grzegorczyk w pracy Decidability without
Mathematics'® podal definicje Elementarnej Rozréznialnogci
(ER) i Ogélnej Rozréznialnoéé (RO). Jego rozwazania dotycza

12D, Hilbert, ‘Neubegriindung der Mathematik. Erste Mitteilung’, s. 163;
[w:] ‘Gesammelte Abhandlungen’, t. 111, Berlin, Springer, 1935, ss. 157-177.

3Por. R. Zach, ‘Hilbert’s Finitism’, <http://www.ucalgary.ca/ ~rzach/
papers/ hilbert.pdf>.

MWW, Tait, ‘Finitism’, The Journal of Philosophy, (1981), ss. 524-546. Szcze-
gblnie strony 538-540.

B Terminologia ta nawiazuje do angielskich okredlen: sign—tokens i sign—
type.

¥ Dostepne w sieci: <http://www.calculemus.org/>.
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tekstéw skonczonych zapisanych z uzyciem skonczonej liczby (15)
symboli podstawowych (atomowe teksty). Za dane przyjal ope-
racje konkatenacji (sktadania) tekstow (symbolem A!B oznacza
tekst ztozony z tekstu A i bezposrednio po nim nastepujacego
tekstu B) oraz relacje zawierania si¢ tekstu w tekscie; A<B
znaczy tekst A zawiera sie w tekécie B.

Def. Elementarnej Rozréznialnodci (EO):
1. Kazdy singleton ktérego elementem jest atomowy tekst jest
EO.
2. Relacja identycznogci pomiedzy tekstami jest EO.
3. Relacja konkatenacji ! pomiedzy tekstami jest EO.
4. Relacja inkluzji < pomiedzy tekstami jest EO.
5. Konwers relacji bedacej EO jest réwniez EO.
6. Dodanie nowych argumentéw (bez zadnych warunkéw ich do-
tyczacych) nie wyprowadza poza klase EO.
7. Identyfikacja argumentéw nie wyprowadza poza klase EO.
8. Jedli relacja R jest EO, to nonR jest rowniez EO.
9. Jesli R, S maja tyle samo argumentéw i sa EO, (R lub S) jest
EO.
10. Jesli R jest co najmniej jednoargumentowa i jest EO, to S zde-
finiowana: S(A,...) wtw dla dowolnego tekstu B<A, R(B,...).
Def. Ogélnej Rozréznialnosci (RO). Relacja ta spelnia warunki
1-10 oraz:

11. Relacja R jest RO wtw istnieja dwie relacje S i T, ktére sa
RO oraz;

R(A,...) wtw istnieje takie B, ze S(A,...,B),

nonR(A,...) wtw istnieje takie B, ze T(A,...,B).

Definicje te odnoszac sie do tekstu, zatem zlozonego systemu
znakéw, wydaja sie eksplikowaé tresé zawarta w AH3 (b). Grze-
gorczyk dowodzi, ze klasa tych relacji jest identyczna z klasa re-
lacji ogdélnie rekurencyjnych (s. 12-13). Jest to o tyle zaskaku-
jace, ze pozornie stabe zalozenie zawiera w sobie tak wiele tre-
§ci. Przygladajac sie definicjom Grzegorczyka nie sposéb unik-
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na¢ wrazenia, ze sa one tak konstruowane, by objety klase rela-
cji rekurencyjnych. Zarzut Kreisla o mozliwo$é popelniania tzw.
systematycznego bledu (systematic error), skierowany przeciwko
argumentowi z réwnowaznosci sformutowan réznych modeli obli-
czalnosé, mogtby tutaj dobrze pasowaé. Filozoficzny wniosek jaki
mozna wyciagnaé z pracy Grzegorczyka, majacy zastosowanie dla
rozwazan o CT, jest taki, ze AH3 (b) zalozenie rozréznialnosci
znakéw (obecne zreszta w analizie Turinga) pelni fundamentalna
role w charakteryzacji funkcji obliczalnych. Inne modele obliczal-
noéci zaktadaja je implicite.

Aksjomat Hilberta czesci AH1 moéwi o zdolnosci do mysle-
nia. Na czym polega to, ze cztowiek mysli prébuja odpowiedzieé
rézne teorie umystu. Jedna z nich komputacyjna teoria umystu
twierdzi, iz umyst cztowieka jest w istocie (uniwersalna) maszyna
Turinga. Myslenie jest wedlug tej teorii wlasciwie obliczaniem.
AH1 mozna wobec tego przettumaczyé na AH1 Ja mysle = ja
obliczam. AH2 wyjadnia co obliczamy. Mysgle rzeczy, czy tez o
rzeczach. I tutaj pojawia sie problem zwiazany z T'C. Mianowicie
w TC mowa jest o rzekomo dwdéch pojeciach utworzynych w umy-
§le cztowieka, o ktérych TC stanowi, iz sa naprawde jednym poje-
ciem. Jesli mygle, i moje wewnetrzne doswiadczenia co§ w ogdle mi
méwia, to z jednej strony mysle o liczbach naturalnych i funkcjach,
postrzegajac je jako pochodzace z idealnej sfery rzeczywistosci.
Jawia mi sie¢ one jako abstrakty (obiekty abstrakcyjne). Mamy
tutaj do czynienia z jakas forma platonizmu. Ostatecznie nie po-
trzebuje znakdw, zeby co$ o tej rzeczywistosci powiedzieé¢ i zeby
wyksztatcié sobie jakies pojecie obliczalnosci w tych liczbach.
Dodatkowym argumentem za takim postawieniem sprawy sa feno-
menalni ludzie, ktérzy potrafili liczy¢ na bardzo duzych liczbach
w pamieci. Klasycznym przyktadem jest hinduski matematyk Ra-
manujan odkryty przez G. Hardyego. Z drugiej strony operujac na
rzeczach, na przyklad na zbiorach kamieni, a w szczegdlnosci na
znakach, czyli przedmiotach dogwiadczenia utworzonych przeze
mnie, moge réwniez liczyé. Moge je dodawaé, odejmowaé i wyko-
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nywaé jeszcze inne operacje. Maja one charakter mechaniczny. W
niektérych przypadkach wiem, ze uzyskam okreslony wynik, jesli
wszystko wykonam porzadnie. Grzegorczyka definicja odréznial-
noéci tekstow (znakéw) dotyczy tej wlasnie sfery do$wiadczenia
cztowieka i jest réwnowazna rekurencyjnosci. Wiem tez, ze sa ta-
kie operacje na rzeczach zewnetrznego Swiata, gdzie wynik jest dla
mnie nie do przewidzenia. Kiedy rzucam moneta, to czy wypad-
nie orzel czy reszka, nie jest dla mnie jasne. Wiem, ze wypadnie
ktéreé z nich. Nie wszystko moge zatem obliczaé co dotyczy sfery
zewnetrznego doswiadczenia. 7 tej jednak sfery pochodzi drugie
pojecie obliczanosci.

W obu przypadkach, to znaczy zaréwno w moim wewnetrznym
doéwiadczeniu liczb i wytworzonego w tym kontakcie pojecia obli-
czalnoécei (Obliczalnosél), jak i w pojeciu obliczalnosci (Obliczal-
noéé2) wytworzonym w wyniku do§wiadczenia zewnetrznego, je-
stem ograniczony natura mojego myslenia. Moje myélenie, o czym
wiem z mojej zdolnosci samorefleksji (AHS), decyduje o tym co
jest, a co nie jest obliczalne. Mozna przyjaé, ze w takim przy-
padku (obliczalna) natura mojego myslenia decyduje o identycz-
noéci tych dwdch pojeé¢ obliczalnogci, genetycznie wywodzacych
sie z dwéch réznych §wiatéw. (Obliczalnoéél) = (Obliczalno$é2).
Ten zarys argumentu, przy zatozeniu komputacyjnej teorii umy-
shu i AH, ma wskazywaé na prawdziwosé TC.

Ze znakami sprawa wydaje sie byé jednak jeszcze bardziej zto-
zona. Hofstadter krytykuje w swoim artykule ‘Metafont’!” filozo-
ficzny poglad Donalda Knutha, ze dzieki pojawieniu sie kompute-
réw wszystkie mozliwe litery ‘A’ moga zostaé¢ (przez abstrakcje)
uchwycone w postaci skonczenie parametryzowalnej obliczeniowej
struktury — pewnej ‘software machine’ posiadajgcej skonczong
liczbe ‘gatek do strojenia’'® oraz to, ze kazde wyobrazalne ‘A’ jest
produktem takiej maszyny, gdy ustali sie wartosci odpowiednich

D. Hofstadter, ‘Metafont, Metamathematics, and Metphysics’, Visible
Language, 16(1982), ss. 309-338.
BHofstadter, op. cit., s. 310.
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parametréw. To samo, wedlug Knutha, ma dotyczyé innych pla-
tonskich obiektéw. Hofstadter nazywa ten poglad matemalyzowa-
niem kategorii. Twierdzi, ze wypelnienie ‘przestrzeni’ zdefiniowa-
nej przez takie kategorie jak litery ‘A’) “fotel’, czy ‘walc’ wyma-
gaja aktu nieskonczonej kreatywnosci'®. Od strony matematycz-
nej taka ‘przestrzen’ jest tzw. zbiorem produktowym. Podstawo-
wym przykladem takiego zbioru jest zbiér (numeréw godlowskich)
wszystkich twierdzen arytmetyki prawdziwych w standardowym
modelu. Fakt ten jest implikowany przez twierdzenia Godla o nie-
zupetnogci. Twierdzenia te dowodza, ze préba skompresowania
zbioru wszystkich zdan prawdziwych arytmetyki do rekurencyjnie
przeliczalnego zbioru zdan jest niemozliwa. Scista definicja tego
wysoce interesujacego pojecia jest nastepujaca:

Def. Zbiér (liczb naturalnych) A jest produktowy jesli ist-
nieje funkcja rekurencyjna f taka, ze dla dowolnego x:

W,CA= f(x) e A—W,,

gdzie W, jest dziedzing funkcji czeéciowo rekurencyjnej (zbio-
rem rekurencyjnie przeliczalnym) o indeksie 2. Pozostate symbole
maja zwykte znaczenie?®. Méwiac swobodnie zbiér produktowy
A to taki, dla ktorego istnieje taka funkcja rekurencyjna f, ze dla
dowolnego jego podzbioru W (wypisywalnego na liscie) funkcja
f wyliczy (efektywnie) element, ktory nalezy do dopelnienia W
wzgledem A%'. Hofstadter argumentuje za tym, ze istota litery ‘A’
nie posiada charakteru geometrycznego. Podejécie topologiczne,
wedlug niego, zawodzi. Uwaza, przeciwnie niz Hilbert, ze okresle-
nie tej ‘przestrzeni’ przez posiadanie ‘tego samego ksztaltu’ nie
rozwiazuje problemu. Sktania sie ku pogladowi o platonskim cha-
rakterze bytu nazwanego litera ‘A’.

¥ Tamze.

20Por. P. Odifreddi, ‘Classical Recursion Theory’, North Holland, 1999,
s. 306.

21To ciekawe pojecie moze mieé zastosowanie w kwestii nazw o nieostrej
ekstensji. Nie znam jednak takich zastosowan
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Wydaje sie, ze problem za znakami jest dos$¢ trudny. Skupia
sic w nim wiele watkéw technicznych i filozoficznych (problem
uniwersaliéw?).

AHS3 (c) zezwala na swobode w operowaniu znakami. W nie-
ktérych przypadkach, gdy rozréznienie znakéw nie jest praktycz-
nie mozliwe, odwotujemy si¢ do kontekstu (i znaczenia tekstu) dla
rozpoznania znaku.

AHA4 jest wyrazem optymizmu poznawczego Hilberta. Twier-
dzenia Godla o niezupelnosei i (zaliczane do twierdzen limitacyj-
nych) twierdzenie Skolema—-Lowenheima wskazuja na falszywosé
AHA4.

7, punktu widzenia CT, w wersji przyjete] w niniejszej pracy,
kluczowe wydaje si¢ rozwiniecie AH2 w postaci dojrzatej (po-
dobnej do tej jak Grzegorczyk rozwingt AH3 (b)). Jednak nie-
stety wiemy na ten temat zbyt mato, choé¢ rozwijajace si¢ (cze-
$ciowo) empirycznie ugruntowane teorie umystu pozwalaja ocze-
kiwaé wielu nowych odkryé. Zakonhczymy cytatem z Gandy’ego
wypowiedzianego w podobnym kontekscie: One can only keep an
open mind??.

SUMMARY

SOME REMARKS CONCERNING CHURCH’S THESIS AND
HILBERT’S AXIOM

Some facts concerning Church’s Thesis are first reminded, then
Hilbert’s Axiom of Thought is formulated. Hilbert proposed this ax-
iom in 1905. He believed that it belongs to a domain of knowledge that
is prior with respect to mathematics. An attempt is made to apply this
axiom to some considerations concerning Church’s Thesis.

22R. Gandy, ‘Church’s Thesis and Principles for Mechanisms’, [w:] The
Kleene Symposium, J. Barwise, H.J. Keisler, K. Kunen (eds.), North Holland,
1980, ss. 123-148.



