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DOWODOW ISTNIENIA W MATEMATYCE?

Konstruktywizm matematyczny to stanowisko, zgodnie z ktérym
obiekty badane przez matematyke (takie jak liczby, zbiory i funkcje)
sg tworami uprawiajacego matematyke umystu, nie za$ bytami preegzy-
stujacymi w jakiejs platofiskiej rzeczywistosci. Poglad taki prima facie
wydaje si¢ nader intuicyjny i zdroworozsadkowy. Jego specyfika i kon-
trowersyjno$¢ ujawnia si¢ dopiero wtedy, gdy stanowi on punkt wyj-
Scia dla wyciagania okres§lonych wnioskéw metodologicznych dotycza-
cych prawomocnosci sposobdw rozumowania stosowanych w praktyce
matematycznej. Konstruktywisci kwestionujg — migdzy innymi — do-
puszczalnos¢ tzw. nickonstruktywnych dowodéw twierdzed egzysten-
cjalnych, czyli takich dowoddéw, w ktérych (w najprostszym przypadku)
wykazuje si¢ twierdzenie postaci IxP(x), ale nie podaje si¢ zadnego
konkretnego przyktadu przedmiotu rodzaju P ani tez metody pozwala-
jacej na znalezienie Zadnego takiego przyktadu. Niekonstruktywnym
dowodem istnienia jest na przyktad nastgpujace rozumowanie dowo-
dzace istnienia liczb przestepnych.! Zbidr liczb rzeczywistych jest nie-

ICzyli liczb tzeczywistych nie bedacych pierwiastkami zadnego wielomianu
o wspdiczynnikach catkowitych (lub, réwnowaznie, wymiernych). Liczby rzeczywi-
ste, dla ktérych wielomian taki istnieje, nazywamy liczbami algebraicznymi.
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przeliczalny, natomiast zbidr liczb algebraicznych jest przeliczalny, po-
niewaz przeliczalny jest zbior wszystkich wielomianéw o wspétczyn-
nikach catkowitych. Zbidr liczb algebraicznych jest wigc podzbiorem
wlasciwym zbioru liczb rzeczywistych, wobec czego w tym ostatnim
zbiorze musza si¢ znajdowac jakie§ liczby nie-algebraiczne, czyli prze-
stepne. To dowodzi istnienia liczb przestepnych, jednak bez podawa-
nia zadnych przyktadéw takich liczb.? Konstruktywisci odrzucaja do-
wody tego rodzaju, powotujac si¢ na swoja konceptualistyczng ontolo-
gie: przedmioty matematyczne sg wytworami umystu, nie mozna wigc
zasadnie méwic o ich istnieniu dop6ty, dopdki nie zostang one skon-
struowane, czyli explicite wskazane. A skoro w dowodach nickonstruk-
tywnych nie dokonuje si¢ konstrukcji przedmiotéw matematycznych, to
dowodéw takich nie mozna uznac za poprawne dowody istnienia tych
przedmiotéw. Celem niniejszego artykulu bedzie uzasadnienie tezy,
ze argument ten, cho¢ typowy,® jest bledny, poniewaz opiera si¢ na nie-
porozumieniu dotyczacym pojecia istnienia. Pokaze réwniez sposéb,
w jaki mozna zmodyfikowa¢ konstruktywizm, by dowody nickonstruk-
tywne mdc jednak odrzuci¢, oraz powdd, dla ktérego modyfikacja ta,
wigzaca si¢ z przyjeciem niezwykle paradoksalnego stanowiska, nie
jest czyms, na co warto si¢ decydowac.

1. DWA POJECIA ISTNIENIA

Gdy méwimy o istnieniu przedmiotéw matematycznych (po-
wiedzmy, liczb naturalnych), to mozemy mie¢ na mysli dwie zupetnie
odmienne rzeczy. Po pierwsze, mozemy mie¢ na mysli ,,ontologiczne”
pojecie istnienia — istnienie liczb naturalnych jako takich, polegajace
na tym, ze uzyskaly one istnienie dzicki aktywnosci umystu, ze zo-
staty skonstruowane przez umyst jako liczby naturalne.* Po drugie,

2Skadinad przyklady takie sa znane — liczbami przestepnymi sg miedzy innymi 7
ie.

3Jest on tak bardzo obiegowy, ze w pismach konstruktywistéw trudno go znalezé
sformulowanego explicite, nie jest tez jasne, kto jako pierwszy sie¢ nim postuzyl — by¢
moze byl to Leopold Kronecker.

“Tak to wyglada przy zalozeniach konceptualistycznych, ale ontologiczne pojecie
istnienia jest ogdlne i niezalezne od szczeg6lowych koncepcji tego, jak istnieja dane
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mozemy mie¢ na mysli ,,rodzajowe” pojecie istnienia — istnienie liczb
naturalnych pewnego szczegdlnego rodzaju, polegajace na tym, ze nie-
ktére z owych skonstruowanych przez umyst liczb podpadaja pod ten
rodzaj. Twierdzenia egzystencjalne w matematyce to twierdzenia mo-
wigce o istnieniu przedmiotéw pewnego rodzaju, a wiec twierdzenia,
w ktorych operuje si¢ rodzajowym pojeciem istnienia. Jednakze aby
méwi¢ o dowodzeniu istnienia przedmiotéw pewnego rodzaju, trzeba
juz zatozy€, ze przedmioty te w ogdle istnieja, tzn. ze istnieja jako ta-
kie, a nie jako egzemplarze pewnych ogdlnych rodzajéw. Aby w ogdle
pracowa¢ w ramach jakiej$ teorii matematycznej (a jedna z form takiej
pracy jest poszukiwanie dowoddw istnienia przedmiotéw pewnego ro-
dzaju), trzeba na wstepie okresli¢ uniwersum obiektéw tej teorii, tzn.
okresli¢, co jest przedmiotem naszych rozwazaf w ramach tej teorii.
Przyktadowo, gdy pracujemy w teorii liczb naturalnych, to juz na wste-
pie musimy skonstruowaé caty zbidr liczb naturalnych N, biorac za
punkt wyjscia licze zero i przyjmujac regute nast¢pnika jako regute
generujaca wszystkie pozostate elementy tego zbioru. Jesli nast¢pnie
podajemy nickonstruktywny dowdd istnienia liczb naturalnych pew-
nego rodzaju P i kto§ zgtosi zastrzezenie, ze dowdd ten jest konstruk-
tywistycznie btedny, bo liczby te trzeba dopiero skonstruowacd, to od-
powiedZ powinna by¢ nastgpujaca: liczby te (wszystkie!) juz zostaly
skonstruowane na samym poczatku wraz ze zbiorem N.° Domaganie
si¢ konstruowania przyktadéw dla twierdzenia o istnieniu P-6w (,,bo
liczby to twory umystu”) to w istocie domaganie si¢, by liczby natu-
ralne konstruowaé na nowo, jeszcze raz, by otwieraé drzwi, ktdre juz
zostaly otwarte. Liczby te juz zostaly skonstruowane, a to, ze nie jeste-
Smy (przynajmniej tymczasowo) w stanie podaé przyktadéw dla twier-
dzenia o istnieniu jakich§ P-6w, nie ma zadnego zwiazku z ich statusem
ontologicznym. Mozna si¢ zgodzié, ze liczby to twor umystu, a nawet
zgodzi€ si¢, ze jest to twor, ktdry znika, gdy przestajemy mysle¢ o ma-

przedmioty. Przy zalozeniach realistycznych méwigc o istnieniu liczb naturalnych jako
takich mielibySmy na my§li ich istnienie jako pewnych pozaczasowych i idealnych by-
6w.

>Teza taka moglaby z pewnych wzgledéw spotkad sie z protestem ze strony kon-
struktywistéw. Do argumentacji na rzecz stusznosci tej tezy przejde w kolejnej sekcji
artykutu.
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tematyce i idziemy pod prysznic. Nie ma to jednak zadnego zwigzku
z zagadnieniem poprawnosci dowoddw nickonstruktywnych, poniewaz
te twory umystu juz zostaly przez nas ukonstytuowane na samym po-
czatku. Gdy w teorii przedmiotow matematycznych z dziedziny D do-
wodzimy istnienia przedmiotéw podpadajacych pod rodzaj P, to prze-
ciez niec wprowadzamy do tej teorii jakichkolwick nowych przedmio-
téw, lecz wskazujemy na to, ze pojecie P posiada wsrdd tych ,.starych”
przedmiotéw pewne egzemplifikacje. Egzemplifikacje te sg konkret-
nymi, ,,starymi” przedmiotami, a je§li nawet nie potrafimy wskazac,
ktére to sg przedmioty, to przeciez jest to jedynie ograniczenie episte-
mologiczne, nie za$ fakt o znaczeniu metafizycznym.

Dla wickszej sugestywnoSci rozwazmy nast¢pujacy eksperyment
mySlowy. Zatézmy, ze udowodniliSmy niekonstruktywnie twierdze-
nie dxA(x), a nastepnie — zgodnie z tradycyjnym konstruktywistycz-
nym wymogiem — znalezZliSmy przyktad dla tego twierdzenia w postaci,
dajmy na to, liczby 137, dowodzac twierdzenia A(137). Zat6zmy na-
stepnie, ze udowodniliSmy niekonstruktywnie twierdzenie xB5(x), ku
niezadowoleniu konstruktywisty: ,.nic mozesz glosi¢ istnienia zadnego
przedmiotu, dopdki go nie skonstruujesz”. Po jakim§ czasie stwierdzi-
liSmy jednak, ze przyktadem dla tego twierdzenia réwniez jest liczba
137, dowodzac twierdzenia B(137). Pytanie brzmi: czy konstrukty-
wista miat powdd do niezadowolenia? Nie: przedmiot — mianowi-
cie liczba 137 — juz zostat skonstruowany® poprzez dowéd twierdzenia
A(137) i nie ma potrzeby, by konstruowaé go po raz kolejny. Niedo-
rzeczny bylby wymodg, by osobno konstruowac przedmiot x istniejacy
Jjako przedmiot typu P; i ten sam przedmiot x istniejacy jako przedmiot
typu P, skoro jest to jeden i ten sam przedmiot. W czasie dzielagcym
nickonstruktywne udowodnienie twierdzenia 4x B(x) od udowodnienia
twierdzenia B(137) przedmiot — liczba 137 — byl skonstruowany, ale

W niniejszym artykule argumentuje na rzecz ogélnej tezy, ze z konstruowaniem
przedmiotéw matematycznych mamy do czynienia w momencie okre§lania dziedziny
danej teorii matematycznej, nie za§ w momencie dowodzenia twierdzenia, ze dany
przedmiot posiada dang wlasnos¢. Powyzszy argument polega natomiast na wskaza-
niu, ze konstruktywistyczny wymdg podania §wiadkéw dla twierdzen egzystencjal-
nych jest nieuzasadniony nawet wtedy, gdy ,.konstruowanie przedmiotu” rozumie sie¢
w ten drugi sposéb.
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Jjeszcze nie wiedzieliSmy, ze posiada on réwniez ceche B. Konstrukty-
wista bezpodstawnie oponowal przeciwko dowodowi nickonstruktyw-
nemu powotujac si¢ na konceptualizm, a skoro jest tak w przynajmniej
jednym, opisanym tu przypadku, to pokazuje to przynajmniej tyle, ze
konceptualizm nie stanowi uniwersalnej i dostatecznej podstawy dla
opozycji wobec dowoddw nickonstruktywnych.

Dla unikniecia nieporozumieni chciatbym podkresli¢, ze méwiac
o ontologicznie (a nie rodzajowo) rozumianym istnieniu przedmiotéw
matematycznych niec mam na mysli tego, ze pewne przedmioty mate-
matyczne, np. liczba 137, posiadaja ceche istnienia. Traktowanie ist-
nienia jako cechy (a w kazdym razie cechy nictrywialnej, czyli takiej,
ze nie wszystkie przedmioty ja posiadaja) jest do§¢ powszechnie uzna-
wane za niewtasciwe, moim zdaniem stusznie — w przeciwnym bowiem
razie za ceche musielibySmy uznac takze nieistnienie, a to uwiktatoby
nas we wszystkie problemy nicbytu, jakie trapity juz Platona w Teajte-
cie i jakie towarzysza koncepcjom tzw. przedmiotow nieistniejacych,
na przyktad teorii Meinonga i pokrewnym. Dla konstruktywisty kon-
strukcja liczby 137 nie polega na tym, ze liczbie tej nadaje si¢ ceche
istnienia, gdyz inaczej nalezatoby uznaé, ze liczba 137 juz byta czyms§
przed dokonaniem konstrukcji, mianowicie pewnym przedmiotem nie-
istniejacym, a z konstruktywistycznego punktu widzenia poglad taki
wyglada w istocie na platonizm w owczej skérze. Ale odtézmy na bok
spory wokdét meinongowskich koncepcji matematyki. Gdy mowa o on-
tologicznie rozumianym (nie)istnieniu liczby 137, czyli (nie)istnieniu
liczby 137 jako takiej, to chodzi po prostu o to, ze (nie) istnicje przed-
miot, ktéry posiada wszystkie cechy liczby 137, czyli, inaczej méwiac,
(nie) istnieje przedmiot, ktéry stanowi egzemplifikacje indywidualnego
pojecia liczby 137. Indywidualne poj¢cie mozna rozumied jako taki
zbidr cech, ktéry z koniecznosci ma co najwyzej jedng egzemplifika-
cje.” Przyktadowo, do indywidualnego pojecia liczby 137 wchodza ta-
kie cechy, jak dodatnio$¢, wymiernos$¢, catkowitosé, bycie wicksza od

7_Pojecie indywidualne” to cos stabszego od ,,pojecia zupelnego™, czyli takiego po-
jecia, ktére zawiera kazda ceche albo jej negacje, tzn. jest maksymalnym niesprzecz-
nym zbiorem cech. Kazde pojecie zupelne jest tez pojeciem indywidualnym, ale nie
na odwrot.
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100, posiadanie w swoim zapisie cyfr o sumie 11, bycie jedynym do-
datnim pierwiastkiem wiclomianu x? — 18769 itd.® Méwiac o tym, ze
istnieje liczba 137, mam na mysli to, ze w §wiecie (najszerzej rozumia-
nym, obejmujacym réwniez wngtrza umystéw) istnieje taki byt, ktdry
posiada — mi¢dzy innymi — wszystkie cechy wymienione powyzej. Jesli
zwrdécimy uwage na fakt, ze zdania stwierdzajace istnienie rozumiane
rodzajowo wyrazajg istnienie egzemplifikacji pewnych poje¢ (czyli do-
wolnych zbioréw cech), to dostrzezemy, ze wszelkie zdania stwierdza-
jace istnienie posiadaja jednolita forme logiczng — wyrazaja posiadanie
egzemplifikacji przez pewne pojecia. Pojecie istnienia jako takie nie
jest wiec dwuznaczne, jest jednoznaczne, moze natomiast funkcjono-
waé w inny sposéb w zaleznosci od kontekstu pragmatycznego, czyli
tego, czy do problemu istnienia podchodzimy od strony naukowej, czy
filozoficznej. Gdy w ramach pewnej teorii matematycznej (np. teorii
liczb naturalnych) pytamy o istnienie przedmiotow pewnego szczegdl-
nego rodzaju (np. liczb doskonatych”), to mamy do czynienia z re-
alnym, merytorycznym problemem naukowym, nie za$§ zagadnieniem
filozoficznym. Jesli z kolei w ramach teorii liczb naturalnych pytamy
0 to, czy istnieja liczby naturalne, to nie mamy do czynienia z pro-
blemem merytorycznym, gdyz bylby on trywialny: tak, liczby natu-
ralne istnieja, bo ich istnienie z géry zaktadamy. Pytanie o ich istnienie
moze by¢ nictrywialne tylko wtedy, gdy rozumiemy je filozoficzne, tzn.
gdy zastanawiamy si¢, czy liczby naturalne istnieja jako byty w Swie-
cie (cho¢by miat to by¢ ,.§wiat” czyjegos umystu), a nie czysto formalne
clementy pewnej teorii naukowej. Zardéwno w pytaniach merytorycz-
nych, jak i filozoficznych istnienie rozumiemy tak samo — jako posiada-
nie egzemplifikacji przez pewne pojecia. Réznica tych pytai polega na
tym, ze przedmioty egzemplifikujace te pojecia traktujemy raz jako for-
malne konstrukty, a raz jako realne byty. Rodzajowe pojecie istnienia
wigze si¢ z merytorycznymi problemami matematycznymi, zas pojecie

8Zauwazmy, 7e jednoelementowy zbiGr zawierajacy te ostatnig ceche jest juz in-
dywidualnym pojeciem liczby 137. Z cechy tej wynikaja wszystkie inne cechy liczby
137.

Tzn. liczb bedacych suma wszystkich swoich dzielnikéw wlasciwych, czyli mniej-
szych od tej liczby.
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ontologiczne dotyczy filozoficznego pytania o sam status ontologiczny
bytéw nauki, jaka jest matematyka.

2. KONSTRUOWANIE DZIEDZINY OBIEKTOW

By¢ moze konstruktywista moglby odpowiedzieé, ze teza, iz na
wstepie musimy skonstruowaé cate uniwersum danej teorii matema-
tycznej jest teza z géry przemycajacg realizm, i mozna jg odrzucic¢ na
rzecz stabszego i bardziej wiarygodnego pogladu, ze uniwersum to
ulega stopniowej konstrukcji w ramach pracy nad teoria, ze rozrasta
si¢ w czasie. Jednakze w takiej sytuacji w ogdle nie wiedzieliby$Smy,
0 czym w teorii jest mowa, nie wiedzieliby§Smy, jakie obiekty sg w teorii
dopuszczalne, a jakie nie sg. Co na przyktad zabronitoby nam, by uni-
wersum teorii liczb naturalnych powigkszy¢ o jakies (nie bedace licz-
bami naturalnymi) liczby wymierne czy rzeczywiste? Musza istnie¢ ja-
kie§ wstepne ograniczenia na kierunki, w jakich uniwersum faktycznie
pomyslanych bytéw matematycznych miatoby si¢ rozrastaé, ale ograni-
czenia te nie sg niczym innym, niz wlasnie okres§leniem na samym po-
czatku ogdétu wszystkich obiektéw rozwazanych w teorii. W kazdej do-
statecznie dobrze okreslonej dziatalnoSci matematycznej z géry wiemy,
0 jakich rzeczach méwimy, to jednak wymaga odgérnego okreslenia,
jakie to sa rzeczy. Bez tego bylibySmy pograzeni we mgle. Co wiccej,
gdy konstruujemy przedmioty pewnej teorii, to tym samym konstru-
ujemy przedmioty spetniajace (lub niespelniajace) wszystkie warunki,
jakie tylko mozna sensownie w tej teorii sformutowaé. Gdy dowo-
dzimy niekonstruktywnie, ze istnieja egzemplifikacje jakiegos rodzaju
P, to nie konstruujemy tych egzemplifikacji — one juz zostaly skonstru-
owane na poczatku, tyle ze niejawnie, nie wiedzieliSmy bowiem, ze
ten czy inny przedmiot jest takg egzemplifikacja. Teraz dowiadujemy
sie tylko, ze wsréd tych przedmiotdéw takie egzemplifikacje faktycz-
nie si¢ znajdujg. Dowdd posiadania pewnej wlasnosci przez pewien
juz skonstruowany przedmiot to nie jego ponowna konstrukcja ani kon-
strukcja ,,uzupetniajaca”, lecz ujawnienie czego§, co przedmiot ten juz
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posiadat w momencie konstrukcji.!® Formalne dowodzenie istnienia
przedmiotéw matematycznych okre§lonego rodzaju to nie ,.natykanie
si¢”’ na byty istniejace w §wiecie, lecz wycigganie logicznych wnioskéw
z tego, co si¢ zaktada. Dowodzenie formalne to rutynowa procedura,
jaka si¢ wykonuje na etapie ,,nauki normalnej”, czyli w takiej sytuacji,
gdy dana dziedzina matematyczna jest wyraZznie okreSlona. Istnieje
bowiem sens, w ktérym mozna powiedzie¢, Ze matematycy w swo-
jej pracy natykaja si¢ na jakie§ ,.byty w §wiecie”, np. pitagorejczycy
odkrywajacy — ku swemu zdumieniu, a nawet zgorszeniu — istnienie
liczb niewymiernych. Takie przypadki maja jednak zupetnie inny sta-
tus metodologiczny: sa to sytuacje, w ktérych dochodzi do konstrukciji
zupetnie nowej dziedziny przedmiotowej (w przypadku pitagorejczy-
kéw — dziedziny liczb rzeczywistych), wykraczajacej poza dziedzing
dotychczasows (dziedzing liczb wymiernych). Nastepuje rozsadzenie
starych, niewystarczajacych ram pojeciowych przez nowe potrzeby pty-
nace ze 7Zrodet pozaformalnych, jakimi sg praktyka i intuicje. Wéwczas
nie ma jednak mowy o dowodzeniu istnienia tych nowych przedmiotow,
poniewaz ich istnienie jest przedmiotem pewnego postulatu.

Mozna by jednak zarzuci¢, ze konstruowanic obicktéw z ich
wszystkimi cechami w ramach konstrukgji jakiej$ dziedziny matema-
tycznej wydaje sic niemozliwe, skoro cech tych jest nieskoficzenie
wiele. Co wiecej, niektére z tych cech dopiero odkrywamy, nieraz z za-
skoczeniem, co byloby niemozliwe, gdybySmy wszystkie te cechy juz
na samym poczatku do nich wtozyli. Ale nie jest prawda, ze konstruk-
cja przedmiotéw wigze si¢ z ,,nadaniem” przez nas tym przedmiotom
wszystkich ich cech, jesli przez ,,nadanie” rozumie¢ pewien Swiadomy
akt. Przyktadowo, konstrukcja liczb naturalnych polega na tym, ze
przypisujemy liczbom jedynie ceche bycia ktérym$ z kolei nastepni-
kiem liczby zero oraz te cechy, ktére figuruja w aksjomatach Peano.

1%0czywiscie konstrukcjg nie jest samo wyliczenie przedmiotéw, lecz wyliczenie
polaczone z podaniem (chocby implicite) warunk6w spelnianych przez te przedmioty.
Konstrukcja liczb naturalnych to nie po prostu konstrukcja zbioru niezinterpretowa-
nych symboli, lecz zbioru symboli, ktérymi rzadza pewne prawa, cho¢by niesformu-
fowane explicite i funkcjonujace czysto intuicyjnie. To nie ma jednak wplywu na moje
rozwazania, gdyz wszystko to dokonuje si¢ przed wszelkimi operacjami dowodzenia
wlasnodci tych konstrukcji.
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Mamy tu do czynienia z dwuznaczno§cig ,,przypisywania”: przypisy-
waniem explicite i przypisywaniem implicite. Dokonujac konstrukcji
pewnych obicktéw przypisujemy im explicite jedynie niewiele cech,
ale zarazem implicite przypisujemy im nieskoficzenie wiele cech, mia-
nowicie wszystkie te, ktore wynikaja z aksjomatdw, jakie zatozyliSmy
w odniesieniu do tych przedmiotéw. GdybySmy nie przypisali im im-
plicite wszystkich ich cech, to nie byloby prawda, ze odkryliSmy pewne
cechy tych przedmiotéw — cechy te nie mogty si¢ wziaé znikad, a wigc
gdyby nie istniaty one w przedmiotach od samego poczatku, to nie mie-
libySmy do czynienia z odkryciem, lecz z fantazjowaniem (do napiccia
miedzy odkrywaniem a fantazjowaniem jeszcze wroce). Odkrycie nie
polega na ,,wytworzeniu” nowych cech przedmiotdw, lecz na u§wiado-
mieniu sobie (popartym, rzecz jasna, stosownym uzasadniecniem), ze
cechy te od poczatku istnialy w tych przedmiotach na mocy aksjoma-
tow.

Nalezy powiedzie¢ jasno: konceptualistyczna ontologia, lezaca
u podstaw konstruktywizmu, jest niewystarczajacym powodem do od-
rzucenia poprawnoSci tzw. niekonstruktywnych dowodéw istnienia.
Warto zauwazy¢, ze z konceptualistycznie motywowanej krytyki dowo-
déw niekonstruktywnych wyrosta logika intuicjonistyczna, wicc skoro
krytyka ta jest bezpodstawna, to cata logike intuicjonistyczng mozna
by postawi¢ pod znakiem zapytania. Bytby to jednak zbyt daleko idacy
whniosek, poniewaz logika intuicjonistyczna posiada obecnie wystar-
czajaca legitymizacje, niezalezng od konstruktywistycznej ontologii
matematyki, np. w postaci zastosowai informatycznych tej logiki. Na
miejscu pozostaje jedynie uwaga o znaczeniu historycznym, ze logika
intuicjonistyczna moze by¢ kolejnym, obok logiki modalneji tréjwarto-
Sciowej,!! przyktadem logiki ,.poczetej w grzechu”, czyli takiej, ktéra
zrodzita si¢ wskutek pewnego bledu, ale jej dalsze losy sprawily, ze
uzyskata samodzielng warto§¢. Mozna by¢ konstruktywista — nawet ra-
dykalnym'? — i zarazem akceptowa¢ dowody niekonstruktywne. Kon-

10 tym, dlaczego logike tréjwartosciows Fukasiewicza nalezy uznaé za ,,poczeta
w grzechu”, pisze w pracy Chlastawa 2011.

12Cyzyli takim, ktéry sadzi, ze obiekty matematyczne istnieja rylko wtedy, gdy kto$
aktualnie powoluje je do zycia aktem swojego §wiadomego myslenia.
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struktywizm bedzie sic wowczas wyrazatl w tezie, ze przedmioty ma-
tematyczne nie istnieja, dopdki nie poda si¢ konstrukcji ustanawiajacej
calg dziedzing teorii matematycznej dotyczacej tych przedmiotdw.

3. AKTUALIZM JAKO ,,OSTATNIA DESKA RATUNKU” PRZED
DOWODAMI NIEKONSTRUKTYWNYMI

Czy oznacza to, ze konstruktywista jest zmuszony do powscia-
gniccia swojej niecheci wobec dowoddéw niekonstruktywnych? Nie-
koniecznie. Mozna uczynic¢ zado$¢ intuicjom podpowiadajacym wtor-
nos$¢ matematyki wzgledem ludzkiej mysli, przyjmujac teze bardziej
radykalng od tezy konstruktywizmu ontologicznego, gloszacego po-
chodno$¢ obiektéw matematycznych wzgledem umystu. Teza ta jest
konstruktywizm semantyczny, dotyczacy juz nie obiektow matema-
tycznych, lecz prawdy matematycznej. W mysl tego stanowiska, praw-
dziwo§¢ zdan matematycznych jest zalezna od tego, czy prawdziwosc t¢
Jfaktycznie rozpoznajemy, a przynajmnicj od tego, czy jesteSmy zasad-
niczo zdolni do jej rozpoznania. Stanowisko to przyjmuje wicc dwie
wersje — mocniejsza i stabsza. Ich réznicy Swiadomi sa autorzy zaj-
mujacy si¢ konstruktywizmem. Jak pisze niedawno zmarly brytyjski
filozof Michael Dummett,

,nasze zdania sg prawdziwe tylko wtedy, gdy stwierdzili-
Smy, ze sg takie, to znaczy — w odniesieniu do zdai mate-
matycznych — gdy je udowodnili§my, lub przynajmniej gdy
dysponujemy efektywna metoda uzyskiwania ich dowodu”
(Dummett 1977, s. 375).

Analogiczng uwage formutuje Crispin Wright:

,Dla intuicjonisty prawdziwo$¢ zdania matematycznego
moze polegac jedynie na tym, ze istnieje dla niego dowdd
lub, w bardziej radykalnej wersji, na tym, ze rzeczywiscie
dysponujemy jego dowodem” (Wright 1995, s. 304).

Wsréd przedstawicieli konstruktywizmu mozna znale7Z¢ takich, ktd-
rzy wydaja si¢ sktania¢ ku konstruktywizmowi semantycznemu w wer-
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sji mocnej (ktéry mozna nazwaé aktualizmem, glosi on bowiem, ze
prawda jest to, co aktualnie dowiedzione). Przyktadowo, Arend Hey-
ting na pytanie ,.czy pewna liczba posiada pewna wlasno$¢, zanim zo-
stanie to wykazane?” odpowiada nastgpujaco: kazde zdanie matema-
tyczne zdaje sprawe z faktu, ze dokonano pewnej konstrukcji myslowej,
wiec dopdki konstrukcja taka nie zostanie wykonana, dop6ty nie mozna
powiedzied, by cos o tej liczbie byto udowodnione. Odpowiedz taka jest
oczywiscie niesatysfakcjonujaca z realistycznego punktu widzenia, ale
Heyting méwi, ze aby w pelni wyjasni¢ sens postawionego pytania na-
lezatoby odwotac sic do metafizycznego Swiata bytéw matematycznych
istniejacych niezaleznie od naszej wiedzy (Heyting 1956, s. 3), anato
nie ma zgody, gdyz Heyting domaga si¢ uprawiania matematyki ,.czy-
stej”, catkowicie uwolnionej od metafizyki. Dummett poczatkowo od-
rzucal aktualizm, uwazajac zréwnanie prawdziwosci z faktycznym do-
wiedzeniem za poglad skrajny, ktérego wcale nie trzeba akceptowac,
aby dochowac¢ wiernodci innym zasadom intuicjonistycznym. Za za-
lete odrzucenia aktualizmu uwazal réwniez to, ze pozwala ono oddaé
sprawiedliwo$§¢ powszechnej intuicji, ze zdania matematyczne sg praw-
dami wiecznymi (Dummett 1977, s. 18-19). P6Zniej Dummett zajat
jednak stanowisko aktualistyczne, uznajac, ze prawda matematyczna
jest — postuzmy si¢ tu terminologia Jana FLukasiewicza — wieczna, ale
nie odwieczna. Prawda matematyczna jest niezmienna, ale tylko w tym
sensie, ze jesli udowodniono pewne twierdzenie, to jego prawdziwos¢
nie moze juz ulec zmianie. Jednakze, jak pisze Dummett,

,nie wynika z tego to, ze takie twierdzenie posiada t¢ war-
tod¢ logiczng od zawsze, ani tez to, Ze rozpoznanie przez
nas wartoSci logicznej owego twierdzenia nie ma zadnego
wplywu na posiadanie przez niego tej wartodci” (Dummett
1998, s. 16).

Cho¢ przyznaje, ze poznanie matematyczne nie jest arbitralne i odnosi
si¢ do jakiej§ matematycznej rzeczywistosci, to dodaje zarazem:

,.nie powinno si¢ na tej podstawie sadzié, ze rzeczywistos¢
ta odwiecznie posiadata te cechy zanim je sobie u§wia-
domiliSmy. Powinni§my je raczej pojmowac jako cechy,
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ktére zaistniaty wraz z ich odkryciem; przed tym odkry-
ciem rzeczywisto§¢ matematyczna byta pod tym wzgle-
dem po prostu nicokreslona” (ibidem, s. 16).

Czy réznica tych dwéch wersji konstruktywizmu semantycznego ma ja-
kie§ implikacje dla zagadnienia dowodéw nickonstruktywnych? Kon-
struktywizm semantyczny w stabszej wersji nie wydaje si¢ radykalizo-
wacé konstruktywizmu ontologicznego w istotny sposéb. Konstrukty-
wista ontologiczny jest bowiem takze konstruktywista semantycznym
w tym oczywistym sensie, Zze odmawia zdaniom o obicktach matema-
tycznych posiadania warto$ci logicznej, dopoki obiekty te nie zostang
przez umyst skonstruowane. Moze jednak przyjmowac, ze wraz z wy-
czerpujacym skonstruowaniem obiektéw matematycznych wszystkie
zdania dotyczace tych obiektéw sg obiektywnie prawdziwe lub obiek-
tywnie falszywe, niezaleznie od tego, czy znamy obicktywne warto-
Sci logiczne tych zdafi i czy w danej chwili jesteSmy w dostatecz-
nie dogodnym potozeniu, by te wartosci méc uchwycié.!* A skoro
tak, to staby konstruktywizm semantyczny réwniez jest do pogodze-
nia z akceptacja dowodéw niekonstruktywnych. Jak wyglada sprawa
aktualizmu? Na pierwszy rzut oka mogtoby si¢ wydawaé, ze on réw-
niez niczego nie zmienia w rozwazanej sprawie: mozna by przyjaé, ze
w chwili, gdy przedstawiamy nickonstruktywny dowdd twierdzenia eg-
zystencjalnego, twierdzenie to uzyskuje — wtadnie dzicki podaniu tego
dowodu — prawdziwos¢, a wigc aktualizm to za mato, by odrzuci¢ do-
wody niekonstruktywne. Zwré¢my jednak uwage na fakt, ze przedsta-
wiajac dowdd niekonstruktywny dla zdania postaci dx € D P(x) nie
przedstawiamy dowodu zadnego zdania postaci P(a), gdzie a € D, wo-
bec czego, w mySl aktualizmu, zadne takie zdanie nie jest prawdziwe
(w aktualistycznym sensie stowa ,,prawda’), a skoro tak, to nie bedzie
réwniez (aktualistycznie) prawdziwe zdanie dx € D P(x). Inaczej mo-
wigc, z aktualistycznego punktu widzenia konkretne przedmioty nie
posiadaja pewnych cech, dopdki o tych konkretnych przedmiotach nie
stwierdzimy, ze te cechy posiadajg. Skoro wi¢c o zadnym konkret-
nym przedmiocie nie stwierdzamy takiego posiadania, to nic jesteSmy

3 Byloby to co$ w rodzaju Putnamowskiego ,realizmu wewnetrznego” w matema-
tyce.
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uprawnieni do twierdzenia, ze jakickolwick w ogdle przedmioty posia-
daja te ceche. To pokazuje, ze na gruncie aktualizmu niekonstruktywne
dowody istnienia moga by¢ zasadnie uznane za nieprawomocne. Wy-
nik ten wydaje si¢ by¢ korzystny dla konstruktywistéw, pokazuje bo-
wiem, ze ich sztandarowy postulat nicakceptowania dowodéw nickon-
struktywnych moze znalez¢ dostateczng filozoficzng podstawe. Aktu-
alizm jest jednakze stanowiskiem niezwykle radykalnym i trudnym do
utrzymania. Podstawowy problem polega na tym, Ze na gruncie aktuali-
zmu nie sposéb wyjasnic, czemu matematyka w tak uderzajacy sposéb
r6zni sic od fantastyki: jak to mozliwe, ze niecokreslona rzeczywistos¢
matematyczna mogla zosta¢ okre§lona np. co do przestgpnosci liczby
7 tylko na jeden sposéb — mianowicie taki, ze liczba m naprawde jest
przestgpna? Gdyby rzeczywisto$¢ ta byta naprawde nieokres§lona przed
podaniem dowodu, to ¢6z statoby na przeszkodzie, by z réwnym powo-
dzeniem dalo si¢ t¢ rzeczywistos¢ okresli¢ w taki sposéb, ze liczba
nie jest przestcpna? Skoro za$§ ta mozliwo$¢ jest wykluczona, to co§
musiato bardzo silnie sta¢ jej na przeszkodzie, a czym innym mogta
by¢ ta przeszkoda niz faktem, iz rzeczywisto§¢ matematyczna (jakkol-
wiek rozumiana) byla jednak okreslona co do przestepnosci liczby #
zanim faktycznie podano dowéd, ze 7 jest przestgpna?!

PODSUMOWANIE

Z powyzszych rozwazan wytaniajg si¢ nastcpujace wnioski. Kon-
ceptualizm, bedacy ontologiczno-epistemologiczng podstawa kon-
struktywizmu to za mato, by uzasadni¢ odrzucenie niekonstruktywnych
dowodéw twierdzen egzystencjalnych w matematyce. Konstruktywi-
sta opierajacy swoje poglady na prostodusznym konceptualizmie musi
wiec stangé przed nastepujacym dylematem: albo zgodzi si¢ na dopusz-
czenie dowoddw niekonstruktywnych, albo wzmocni swéj konstrukty-
wizm do postaci aktualistycznej. Kazda z tych mozliwosci wydaje si¢
trudna do przyjecia. Pogodzenie si¢ z dowodami niekonstruktywnymi
oznaczaloby odejscie od najbardziej chyba charakterystycznego postu-

4Ten argument przeciwko aktualizmowi szerzej rozwinglem w pracy Chlastawa
2010.
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latu metodologicznego konstruktywizmu, z jakim zwolennicy tego sta-
nowiska wystepowali co najmniej od drugiej potowy XIX wieku. Przy-
jecie aktualizmu wigzatoby si¢ z kolei z popadnigciem w bardzo po-
wazne trudnosci z wyttumaczeniem jakiejkolwiek w ogdle obicktyw-
nosci w matematyce, nie méwiac juz o wyttumaczeniu, dlaczego ma-
tematyka jest powszechnie uwazana za nauke, ktdra swoja obiektyw-
noscig przekracza wszystkie inne dziedziny ludzkich dociekai.
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SUMMARY

IS CONCEPTUALISM A SUFFICIENT REASON FOR THE
REJECTION OF NON-CONSTRUCTIVE EXISTENCE PROOFS IN
MATHEMATICS?

Non-constructive existence proofs (which prove the existence of mathe-
matical objects of a certain kind without giving any particular examples of
such objects) are rejected by constructivists, who hold a conceptualist view
that mathematical objects exist only if they are constructed. In the paper it
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is argued that this conceptualist argument against non-constructive proofs is
fallacious, because those proofs establish the existence of objects belonging
to certain kinds rather than the existence of those objects per se. Moreover, to
engage in proving existence theorems in a given mathematical theory one has
to define all of the objects of this theory at the very beginning, which can be
interpreted as establishing the existence of these objects before any theorem
about them is proven. It is also argued that the constructivist may escape these
objections by adopting the actualistic view, according to which a mathemati-
cal sentence is true if and only if it is established as true, but this view is very
implausible, as it seems unable to explain the strictness and objectiveness of
mathematics and the fact that it differs so fundamentally from, for example,
fictional discourse.



