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Cze$¢ pierwsza

STRESZCZENIE

Zaprezentowano dorobek kilkunastu pokolen matematykow, ktorzy swoimi badaniami
przyczynili si¢ do wyjasnienia znaczenia i roli liczby © w matematyce. W czgsci pierw-
szej pracy skoncentrowano si¢ na metodach stosowanych w teorii funkcji rzeczywistych,
geometrii i teorii liczb. W wigkszos$ci sytuacji starano si¢ odtworzy¢ rozumowania
i techniki rachunkowe, ktore doprowadzity do tak spektakularnych wynikéw jak
w przypadku wzoru Leibnitza, wzordw Eulera czy zwiazku liczby n z funkcja dzeta
Riemanna. Przypomniano o innych sposobach reprezentowania liczby = na przykltadzie
metody iloczynu Wallisa i nieskonczonych utamkow tancuchowych Eulera. Wspomniano
o miejscu liczby n w najpigkniejszym wzorze matematyki — wzorze Eulera oraz o jej
zwigzku z inng wazng liczbg, liczba Eulera.

Stowa kluczowe: liczba 7, szereg potegowy, szereg harmoniczny, liczba pierwsza,
utamek tancuchowy.

1. Wstep

W artykute ,,3,14 — czyli imieniny liczby n”” [Rebowski 2012] sygnalizowalismy, ze w ko-
lejnej pracy pokazemy szczegdtowo zacytowane tam wyniki. Oczywiscie kazdy z nich jest
dobrze znany i czgsto cytowany w literaturze przedmiotu. Dlaczego w takim razie robimy to
po raz kolejny? Argumentow ,,za” jest co najmniej kilka.

1. Pokazujac uzasadnienia tych wynikow, chcemy wyraznie podkresli¢ zasygnalizowane
w [Rebowski 2012] zjawisko glebokiego ,,usadowienia” liczby & w wielu wspodtczesnych
teoriach matematycznych.

2. Poruszana przez nas tematyka dotyczy wielu dyscyplin matematycznych. Zapoznanie
si¢ z nig wymagatoby od Czytelnika znajomosci specjalistycznej wiedzy.



30 Ryszard Rebowski

3. Studiowanie literatury poswigconej takiej tematyce dla niewtajemniczonego w arkana
matematyki Czytelnika jest na ogot ktopotliwe, zeby nie powiedzie¢ trudne. Przedstawione
dalej problemy wymagaja bowiem zaawansowanej wiedzy i sprawnosci technicznej,
a wszystko to odbywa si¢ kosztem zaangazowanego czasu. Idac naprzeciw oczekiwaniom
Czytelnika, cheieli$my caty ten proces uprosci¢ i maksymalnie skrocié.

4. Wreszcie chcieliSmy osiggna¢ cel podstawowy — spopularyzowac ten aspekt wiedzy,
bowiem co jak co, ale liczba & na pewno na to zashuguje.

Liczbe @ czgsto nazywa si¢ stalg Archimedesa, aczkolwiek jej pochodzenie jest o wiele
starsze !. Na pewno postugiwal sie nig tworca geometrii euklidesowej — Euklides (365-300
p-n.e.) Niewatpliwie Archimedes (287-212 p.n.e.) byl jednym z pierwszych, ktory zaczat ba-
da¢ liczb¢ @ naukowo. Stosujac metody geometrii, udato mu si¢ oszacowac jej warto$¢ z do-
ktadnoscia do drugiego miejsca po przecinku. Nie ma natomiast zadnego dowodu na to, ze
oznaczal i nazywat te liczbe tak jak wspodlczesni, czyli wt-ludolfina. Symbol @ wprowadzono
do literatury przedmiotu dopiero w 1706 roku. Uznaje si¢, ze zawdzigczamy to Williamowi
Jonesowi (1675-1749), ktory zaproponowal uzywania greckiej litery pi dla oznaczenia statej
Archimedesa. Zrobil to w swoim dziele Synopsis Palmariorum Mathesos. Dla podkreslenia
geometrycznego pochodzenia tej liczby, czyli obwodu, uzyt pierwszej litery Stowa perime-
tron z greckiego mpiutpov. Spotkato si¢ to ze zrozumieniem owczesnego $wiata nauki,
a kropke nad ,,i” postawit Euler, wyrazajac swoja aprobate. Z kolei termin /udolfina odno-
si si¢ do matematyka niemieckiego Ludolpha van Ceulena (1540-1610), ktory jako jeden
z pierwszych nowozytnych uczonych zajmowat si¢ obliczeniem wartosci liczby z. Dopiero
w 1761 roku Johan Heinrich Lambert (1728—1777), matematyk szwajcarski francuskiego
pochodzenia, udowodnit, ze liczby tej nie mozna przedstawi¢ w postaci ilorazu dwoch liczb
catkowitych. Tym samym pokazal, Ze jest liczbg niewymierng. Stato si¢ wigc jasne, dlacze-
go ani Archimedesowi, ani Ceulenowi i innym nie udalo si¢ ustali¢ jej wartosci. Co wiecej,
okazato si¢, co pokazat w 1882 r. Ferdinand Lindemann (1852-1939), ze jest ona liczbg
przestepng, czyli nie moze by¢ pierwiastkiem rownania algebraicznego o wspotczynnikach
catkowitych?. Ma to swoje konsekwencje w postaci nawet niemozliwo$ci zapisania & za
pomoca skonczonego zapisu ztozonego z liczb catkowitych, dzialan arytmetycznych, utam-
kéw oraz poteg i1 pierwiastkow. Z geometrycznego punktu widzenia odkrycie to ostatecznie
rozstrzyga, ze niemozliwa jest klasyczna konstrukcja (przy pomocy linijki i cyrkla) kwadratu
o powierzchni rownej powierzchni danego kota. Problem ten nazywany jest w literaturze
przedmiotu kwadraturq kola.

Wszystkie fakty historyczne zaczerpneli§my z cytowanej literatury. Na szczego6lng uwa-
ge zashuguja wydawnictwa: [Boyer 1964, Cajori 1994, Courant i Robbins 1962, Downing

! Znane sg dowody $wiadczgce o korzystaniu z wiasnosci liczby © juz w starozytnym Babilonie.
Odkryto, ze na jednej z kamiennych tablic, datowanej na lata 1900—1680 p.n.e. pojawia si¢ opis wartosci
obwodu kota o $rednicy 1, przyblizony przez wartos¢ 3,125.

2 Réwnania, ktore powstaje z przyréwnania wielomianu do zera.



O liczbie w rownej 3,14159 26535 89793 23846 26433... Czes¢ pierwsza 31

1995, Merzbach i Boyer 2010, Tanton 2005, Weisstein 1989]. Czytelnika zachgcamy réwniez
do lektury [Aczel 1998, Guedj 2001] oraz do skorzystania z zasobow zrodta internetowego
http://mathworld.wolfram.com. Artykut z przyczyn technicznych sktada si¢ z dwoch czgsci.
Strukturalnie podzielony zostat na pig¢ rozdziatéw. Przedstawione w czgsci 2 zdjecia uczo-
nych pobrano z repozytorium wolnych zasobow Wikimedia Commons.

2. Liczba 7 w teorii funkcji rzeczywistych

7 jest liczbg niewymierng, o czym wiadomo co najmniej od 1761 roku. To wiasnie dlatego
trudno jest postugiwac si¢ ® w obliczeniach numerycznych czy w technice. Wymaga to bo-
wiem uzywania jej wartosci przyblizonej, np. 3,14159, ale rowniez czasami rozwinigciem
postaci
= 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510
58209 74944 59230 78164 06286 20899 86280 34825 34211 70679 82148
08651 32823 06647 09384 46095 50582 23172 53594 08128 48111 74502
84102 70193 85211 05559...,

a w konsekwencji kontroli doktadnosci takiego rachunku. Dla matematyki taka aproksymacja
jest niedostateczna, co stalo si¢ wyzwaniem dla wielu pokolen matematykéw. Dociekliwego
Czytelnika odsytamy w tym miejscu do lektury bardzo znanej w literaturze przedmiotu
ksigzki E. Couranta i H. Robbinsa Co fto jest MATEMATYKA oraz do strony internetowe;j
http://mathworld.wolfram.com.

Skoro liczby m nie mozna zapisa¢ w notacji pozycyjnej?, zaczeto poszukiwaé metod
i technik rachunkowych pozwalajacych t¢ trudno$¢ obejs¢. Stato si¢ to za sprawg wielu ma-
tematykow, wsrod nich na uwage na pewno zastuguja: P. Fermat (1601-1665), 1. Newton
(1643-1727), G. W. Leibnitz (1646-1716), B. Taylor (1685-1731), L. Euler (1707-1783),
J.B.J. Fourier (1768—-1830), C.F. Gauss (1777-1855), A. Cauchy (1789-1857), B. Riemann
(1826-1866), J. Hadamard (1865-1963), S. Ramadujan (1887—-1920) i inni. Przelomem stato
si¢ zdefiniowanie pojecia zbieznosci ciagu liczbowego oraz jego uogodlnienie na przypadek
funkcji rzeczywistych. Pozwolilo to sposrdd wszystkich funkcji rzeczywistych wybra¢ te
»dobre”, czyli funkcje ciggle. Stad byt juz maly krok, chociaz w historii matematyki okazat
si¢ on krokiem milowym, w kierunku funkcji gladkich, czyli rozniczkowalnych. Mariaz teorii
szeregdw z uzyskanymi wynikami rachunku rézniczkowego oraz teorii catki zaowocowat
zaistnieniem poteznego narzedzia — feorii szeregow funkcyjnych, w tym szeregow potego-
wych i szeregow Fouriera. O mozliwo$ciach tej teorii w badaniu zagadnien teorio-liczbowych
napiszemy dale;j.

3 Wecale to nie oznacza, ze zaprzestano zajmowac si¢ tym problemem. Do$¢ sugestywnie przedstawio-
no to np. w filmie zatytulowanym ,,n”” Darrena Aronofskiego z 1998 r. Ponadto dalej trwaja poszukiwania
doktadniejszych rozwinigé m (patrz np. http://mathworld.wolfram.com, 28.09.2011.).
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2.1. Rozwiniecie funkeji arctg i wzoér Leibniza na n

Wezmy funkcje
™ T
R >z — arctg(x) € (— 5 5)
Przypomnijmy, ze funkcja ta powstaje w wyniku wzigcia funkcji odwrotnej do pierwszej ga-
fezi funkcji trygonometrycznej fangens. Oznacza to, ze jej wykres wyglada tak jak na rys. 1.

Z podstaw rachunku rézniczkowego wiadomo, ze
! 1
(a,rctg(:z:)) =112 dla wszystkich rzeczywistych x.

Wynik tego rdzniczkowania nalezy skojarzy¢ z ciggiem geometrycznym, dokladniej z jego
skonczong suma. Z matematyki elementarnej wiadomo, ze dla ciagu

dla g # 1, S, — suma jego wyrazow ma postac

1—-q"

S, =
1—gq

co po prostym przeksztatceniu daje

1
— =1 g
i R A et

Jesli teraz dokonamy podstawienia g = —x?, to otrzymamy pochodna funkcji arctg (q zawsze
jest rozne od jednosci dla kazdego x), czyli

(arctg(x))/ = 2(_1,2)1' n (17 2)n

A
+ 22
lub réwnowaznie
n—1 )n 2n

(arm‘g ) 1) z% +
i—0

dla z € R.

<.
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Rys. 1. Wykres funkcji arctg

Scalkujmy te rownos$¢ obustronnie po przedziale jednostkowym [0, 1]. Z podstawowego
twierdzenia rachunku catkowego Riemanna—Newtona—Leibniza, liniowosci catki i faktu, ze
fol ahde = k%l dla wszystkich naturalnych k, dostaniemy

tgl —arctgd =1— 4~ -1 2 +(1)"/1 L
arct — arct = — = - — = e — — —=ar.
g g 375 7 o — 1 o 1+ a2

Poniewaz arctgl = 7,

macyjnej, oznacza, ze

arctg0 = 0, wigc ostatnia rownos¢, po zastosowaniu konwencji su-

T - (—1)7-t Loogp2n
z- D
g ;2]’71“ )/01+12 "

: e : . T n (—l)j’1
Daje to nam przybliZenie liczby 7 suma > 7, T

1 2n 1 2n
€ = |(—1)”/ B :/ S dx.
o 1+ 22 o 1+ 22

Pozostaje zbadac zbiezno$¢ ciagu (€,). Z definicji €, >0 dla kazdego n.

z doktadnoscig e, gdzie

Z drugiej strony, jesli spojrzymy na funkcje

2n

f(z) z €[0,1],

Tl

to poniewaz 1 + x2 > 0 oraz x** > 0,
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f(z) <2 z€0,1].
Z interpretacji geometrycznej catki wynika, ze fo x)dr < f z?dz i dlatego

! 1
€n < / zdy = .
0 2n+1

Poniewaz wyrazy ciagu (¢,) s3 nieujemne, wi¢c powyzsza nierownos¢ pozwala wykorzystac

znane kryterium zbieznosci ciggu — twierdzenie o trzech ciggach. Oznacza to, ze (¢,) — 0.
W takim razie z twierdzenia o granicy sumy dwdch ciaggéw dostaniemy

& (1
= lim Z .
n—o0 = 27 —1

Wykorzystujac pojecie szeregu liczbowego 1 jego sumy, ostatnia rowno$¢ mozemy zapisac
nastgpujaco

[ee]

= 27 -1’
co oznacza, ze liczba & jest rowna czterokrotnej sumie naprzemiennego szeregu odwrot-
nosci kolejnych liczb nieparzystych. W literaturze powyzsza rowno$¢ znana jest jako wzor
Leibniza. Bylo to pierwsze takie przedstawienie liczby 7.

2.2. Szeregi harmoniczne a liczba n

Wsrod szeregébw liczbowych o wyrazach dodatnich wazng role odgrywaja tzw. szeregi
o—harmoniczne, czyli ©
Z —, gdzie a > 0.
n()t

n=1

Dobrze wiadomo, ze dla a € [0, 1] szeregi te sa rozbiezne, natomiast dla o > 1 juz sg zbiezne.
Pozwala to, jak zauwazyt Riemann, zdefiniowa¢ funkcje nazywang funkcja { Riemanna *,
czyli
1
=3 —, 1.
¢(a) ; >
Przyktadem rozbieznego szeregu a—harmonicznego jest szereg ., o nazywany szere-
giem harmonicznym. Zjawiska opisane szeregiem harmonicznym znane byty w jakims sensie
juz starozytnym. Pojawialy si¢ jako paradoks Zenona z Elei (490 rok p.n.e.). Zanim zajmie-
my si¢ zwigzkiem migdzy szeregami a—harmonicznymi a liczba m, podamy przyktad jedne;j
z wersji takiego paradoksu.

4 Z funkcjg tg, a tak naprawde z jej zespolonym rozszerzeniem zwigzana jest stynna, bowiem nie
rozstrzygnieta do tej pory, hipoteza Riemanna. Jej znaczenie jest wazne w teorii liczb pierwszych.
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Mowi on o Archimedesie, ktory §ciga podazajacego przed nim zétwia. Sprecyzujmy wa-
runki, w jakich odbywa si¢ ta rywalizacja.

1. Archimedes jak i z6tw poruszajg si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym.

2. W chwili zero Archimedes znajduje si¢ w punkcie 4 odlegtym od punktu Z, w ktérym
znajduje si¢ zotw.

3. Odlegtos¢ punktu 4 od Z wynosi d,,.

4. Jesli v, 1 vz oznaczaja odpowiednio predko$¢ Archimedesa i zotwia, to v4 = fv, dla
S >1 (przeciez Archimedes nie poruszat si¢ w z6twim tempie).

Zajmijmy si¢ najpierw analiza logiczna zjawiska tego poscigu. W chwili zero obaj ru-
szajg przed siebie, ruchem jednostajnym prostoliniowym?. Po pewnej chwili, powiedzmy ¢,
Archimedes dotrze do punktu Z. W tym czasie zotw przebedzie droge, ktora zaprowadzi go
do punktu Z;, r6znego od Z. W kolejnym kroku analizy Archimedes po kolejnej chwili #, do-
trze do punktu Z,, z kolei z6tw oddali si¢ do nowego punktu Z; itd. Poniewaz nie ma powodu,
aby twierdzi¢, ze iteracje tego zjawiska kiedys zakoncza si¢, przeciez oboje, Archimedes, jak
i z0tw, poruszaja si¢ zgodnie ze sformutowanymi zasadami, nie ma podstaw twierdzi¢, ze
Archimedes kiedykolwiek dogoni zétwia. Z drugiej strony, chociazby z autopsji wiemy, ze
taki poScig zakonczy si¢ zawsze sukcesem i jest to tylko kwestia czasu. W takim razie przed-
stawione wyzej rozumowanie wyklucza istnienie ruchu! O co tutaj chodzi?

Aby definitywnie rozstrzygnaé kwesti¢ przedstawionego poscigu, przeprowadzimy jego
analiz¢ numeryczna, czyli ilosciowa. W tym celu wprowadzmy nastgpujace oznaczenia:

*d,dlan=0,1,2, ... niech oznacza dtugos$ci odcinkow AZ, ZZ,, Z\Z,, ...;

s t,dlan=0,1,2, ... czas, jaki potrzebuje Archimedes i z6tw na przebycie kolejnych
odcinkow.

Z zatozenia v, = vz id, = Vyt, oraz d| = vzt,, bowiem odcinki AZ i ZZ, oboje pokonuja
do

w czasie ¢,. Poniewaz wtedy 1, = %, wigc

. dy, wvad, d,
di=vy— = —— =
! 2y A B va I

Podobnie, poniewaz d, = v 4t; 1v4¢) = vz, (Archimedes i z6tw przebywaja odcinek ZZ,), wigc
t1 = #t, i dlatego

- i ¢ UZIL (/UA ) 21 do do
do = v =Vz—1t, = | — —_—— = .
2 A ZUA C 3 VAL ‘62
I ogdlnie, powtarzajac powyzsze rozumowanie, otrzymamy, ze d, = ‘3]7 dla wszystkich na-
turalnych n. DostaliSmy wigc szereg liczbowy o wyrazie ogdlnym d,,, ktory jest zbiezny. Jesli

przez S oznaczymy jego sumg, to

S = ;d" = d; 7= dm

5 Umdwmy sie, ze dla uproszczenia pomijamy wstepng faze ruchu, kiedy to wystepujg przyspieszenia.
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Wtedy S jest catkowitg droga przebyta przez zotwia w tej wedrowce. W tym samym czasie
Archimedes pokona droge rowna

S+d,=d,—— ! al*dL
‘B-1 ‘-1
na koncu ktdrej dogoni zétwia! Zatem nie jest tak, jak thumaczy to logika, ktéra w swoim ro-
zumowaniu nie uwzglednia efektu zbieznos$ci, a tylko nieskonczone pojawianie si¢ wartosci
dodatnich. Ruch w takim razie jednak istnieje!
Wracamy do naszego gléwnego problemu tego rozdziatu — zwigzku pomiedzy liczba 7
a szeregami a—harmonicznymi. Wezmy jeszcze raz wzor na pochodng funkcji arctg otrzy-
many w podrozdziale 1.1

n—1 1)n 2n

(m(z‘g ) Y% 4
i—0

dla z € R.

<.

Ustalmy ¢ € [0,1] i scatkujmy t¢ rowno$¢ obustronnie po przedziale [0, 7]

n—1

/Ot (m‘ctg(x))/dx = Z(—l)j /Ot 2¥dy + (—1)" /Ot %dr

Jj=0

Liczac kazdg z calek, otrzymamy

n—1 -t2j+1 t ‘,L,Zn
arctg(t) =Y (-1) - +(—1)"/ —da.
i=0 0

2741 14 a2

Szykujemy si¢ do wykonania przejscia granicznego przy n — co. W tym celu skorzysta-
my z oszacowania, ktore w podobnej wersji pojawito si¢ w podrozdziale 2.1

n-1 t2j+1 t e t £2n+1 1
larctg(t) E / Zdl’ < / 2dx = < S
= 2j+1 0o 1+ 0 2n+1 7~ 2n+1

co pokazuje, ze dlax € [0, 1]

0 .
$271+1

arctg(x) = Z(fl)”

n=0

n+1

Jest to tzw. rozwinigcie w szereg potegowy, zwany tez szeregiem Taylora—Maclaurina, funk-
cji arctg.

Euler zauwazyl, ze szereg ten (jak i wiele mu podobnych) mozna poddaé pewnemu prze-
ksztatceniu®, w wyniku czego dostaniemy

arctg(z 1+T2Z 2n+1ﬂ(1+x2> ’

© Mowa tutaj o przeksztatceniu Eulera (patrz np. [Fichtenholz 1976]). Niestety, ale zaprezentowanie
jego tresci wykracza poza ramy tego artykuhu.
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gdzie symbolem (27)!! (odpowiednio (2 + 1)!!) oznaczyliSmy iloczyn kolejnych liczb pa-
rzystych (nieparzystych) od 2 do 2x (od 1 do 2 + 1). Na przyktad

MN=1-3-5-7=105,6!=2-4-6=48.

Powyiszq réwnos$¢ przeksztalcamy dalej. Zaczniemy od zamiany zmiennych, podstawiajac
T = \/ﬁ dla ¢ € [0, ¥2]. Niech liczba s € (=%, 5 ) bedzie taka, ze

t
arct =5
N
Wetedy, z definicji funkcji arctg i tg oraz uwagi, ze cos(s) > 0 dla wybranego s, dostaniemy
kolejno

t sin(s) sin(s) sin(s)

Vv1—1¢2 =t9(s) = cos(s) - \V/cos?(s) N V1= sin2(s)

Rozwiazujgc te proporcje, otrzymamy 2 = sin’(s), skad ¢ = sin(s), bowiem ¢ oraz sin(s) jest
nieujemne. Oznacza to, ze s = arcsin(f) i dlatego

arctyg = arcsin(t).

1—1¢

Aby dokonaé zamiany zmiennych we wzorze na arctg musimy jeszcze wyrazié 322 oraz
% za pomoca t. Wyglada to nastgpujaco

t

x _ V112 _ t(l_t2) =t 1—t2’
1+ 22 1+1tz V1—1t2
:L,Q t2
1—t%) =+,
1+ 22 1—t2( )

Po zamianie zmiennych we wzorze na arctg dostaniemy

(2n)
arcsin(t) =tvV1 —t? Z (2 :L_ D! n,

albo po przeksztatceniu

[e%e]

arcsin(t) (2n)! V2
1‘2"“ dlate [0 —}
Ji_2 Z 2n+1 . 2

n=,
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Niestety, ale na tym nie koniec. Juz z dotychczasowych wynikéw wida¢, ze Euler byt
wirtuozem techniki rachunkowe;. Zobaczmy, co uczynit dalej. Zaczat od obustronnego scat-
kowania po przedziale [0, s], gdzie s < Y2, catkujac prawg strone wyraz po wyrazie’, czyli

* arcsin( > s
t2n+ldt.
Jo 1/17#2 22n+1ll/

Dla plerwszeJ catki wystarczy zauwazy¢, ze poniewaz funkcja pierwotna jest rowna
((ncam( )) , j&j warto$¢ wynosi

o g2n+2

1
2(‘”“‘” ) :Z 2n+1 on +2°

n=

Na szeregu wystepujagcym po prawej stronie wzoru dokonamy kolejnego przeksztatce-
nia — zamienimy zmienne, podstawiajac 2k = 2n+2. Wtedy wartosci wskaznika sumacyjnego
beda zmieniaty si¢ od 1 do oo i dlatego

” 2k

1 oo
5 ((17(,57/71/ S ) Z 2k ,1 I Qk

k=1

Swiatetko w tunelu zobaczymy, jesli zauwazymy, ze ciag Zk f;.: 5 mozna zapisaé za

pomoca silni. Istotnie, z definicji operacji !! mamy

(k—211  2-4-6-8-...-(2k—2)

(2k— D2k 1-3-5-7-...-(2k—1) -2k’
Ale

2:4-6-8-.. -(2k—2) = 2(2:2)(2:3)(2-4) ... 2(k—1) = 2¢"11.2.3-4-. . - (k—1) = 2"} (k—1)!
Podobnie
o 12340 (2k— 12k (2Kk)!
1-3:-5-7-...-(2k—1)-2k = 5168 @ 2 Tkl

Dlatego

(b= 1 [(k= D

2k — )12k (2k)!
Wracajac do glownego rachunku, otrzymamy
1 7 - [(k =1 2%k—2
3 (arcam(s)) = kz:; W(Zs)

lub réwnowaznie

Q(arcsm ) i 25)2k dla s € [ ?}

k=1

7 Oczywiscie Euler wezesniej wykazat, ze tak mozna (patrz np. [Fichtenholz 1976]).
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. . . L 1 . . . T 1 .
Przyjmujac w ostatnim wzorze s = 3, poniewaz sing = 5, dostaniemy

(e~ 12
(2k)!

2

e

WK

k=1
Zaraz, zaraz, przeciez miat by¢ szereg a—harmoniczny. Domyslamy si¢, co chcemy napi-
sa¢. Euler wykazal8, ze

o0 1 (o)
2,72:32 ;

n=1 k=1
co pozwala nam ostatecznie podaé tre$¢ stynnego wzoru Eulera

2

<1
D=3

W rozdziale 3 wzoér ten pozwoli nam rozwigza¢ ciekawy problem liczb wzglednie
pierwszych.

2.3. Liczba m a liczby pierwsze

Czas, aby doktadniej przyjrzec si¢ funkcji dzeta Riemanna. Euler jako pierwszy zauwazyt, ze
istnieje zwigzek pomigdzy ta funkcja a zbiorem liczb pierwszych. Przypomnijmy, ze liczby
pierwsze to takie liczby naturalne p > 1, ktorych rozktad na czynniki pierwsze jest trywialny,
czyli ma posta¢ p = 1- p. Dlatego na przyktad liczby 2, 3, 5, 7, 11 sg liczbami pierwszymi.
Oznaczmy zbor wszystkich liczb pierwszych przez P. Juz Euklides zauwazyl, ze zbior liczb
pierwszych nie moze by¢ skonczony. Euklides rozumowat nastepujaco: gdyby tak nie byto,
to P = {py, ps, ..., pn}. W takim razie liczba n = p; p, ... p, + 1 na pewno nie mogtaby by¢
pierwsza, bowiem nie nalezy do zbioru P. Z drugiej strony, przy dzieleniu przez kazda liczbe
pierwsza p; liczba n daje reszte 1, stad jej rozklad na czynniki pierwsze ma postacn=1-n
W takim razie musi by¢ liczba pierwsza, co przeczy temu, ze zbidr P jest skonczony. Dlatego
zbidr liczb pierwszych nie jest skonczony. Euklides zauwazyt wigcej, co przeszto do historii
literatury przedmiotu pod nazwa twierdzenia o faktoryzacji (patrz np. [Sierpinski 1965]).
Udowodnit bowiem, ze kazdg liczb¢ naturalng n > 1 mozna przedstawié w postaci n = p; p,
.. Pn, gdzie p; € P, k> 1 1 rozklad ten jest jedyny.
Po tym wstegpie wro¢my do funkcji dzeta. Ustalmy liczbg pierwsza p. Wtedy dla kazdego

s>1,0< z% <1 i dlatego dla nieskonczonego ciggu geometrycznego p% ., mamy

1 1 1
I+ =+ +... =¥
p p —

8 Szczegbty tego rozumowania pominiemy. Mozna je znalez¢ np. w [Fichtenholz 1976)].
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Przypu$émy, ze czynnos¢ t¢ powtérzyliSmy dla n kolejnych liczb pierwszych py, pa, . . ., px
(pamigtamy, ze P jest zbiorem nieskonczonym). Pomnézmy stronami otrzymane réwnania
przez siebie, czyli

= 1 ) ( = 1 = 1 1 1 1
(ZW Z?>(ZK): _iq_ 1y _ 1
k1 ' ka ’ kn=0 Pr i Py i i

-0 P1 —0 P2 j2 PS5

Spojrzmy na lewa strone ostatniej rownosci. Z zasady rozdzielno$ci mnozenia wzgle-
dem dodawania i twierdzenia o granicy iloczynu, po lewej stronie dostaniemy sum¢ wyrazen

postaci 11 1 1

J1, J2

o R )

JlS ]28

P1

Z twierdzenia Euklidesa o faktoryzacji wynika, ze iloczyny p/'p} ... pir generuja zbior liczb
naturalnych wiekszych od jednos$ci. Poniewaz w sumie po lewej stronie jest rowniez sktadnik
réwny 1, wigc lewa strona dla dostatecznie duzego » bedzie miata postaé
1+ l PRL I
3s ks’
W takim razie, przechodzac do granicy przy n — oo, dostaniemy

o0

s)=D — = MH

n=1 17]

W matematyce ostatniag granice nazywa si¢ iloczynem nieskonczonym, co zapisuje si¢
. . o0 .o . r 7
symbolicznie [[;~;. Dlatego dla ful’le]l dzeta Riemanna mamy réwnosé¢

Poniewaz wiemy, ze ((2) = %2, mamy kolejng, nalezacg rowniez do Eulera, reprezenta-
cj¢ liczby m, tym razem zwigzang z liczbami pierwszymi

2.4. Tloczyn Wallisa jako reprezentacja n

Do tej pory glownie pokazywaliSmy metody prowadzace do wyreprezentowania liczby o
za pomocg szeregow liczbowych. Nie ulega watpliwosci, ze w zdecydowanej wigkszosci
przypadkow stato si¢ to za sprawa wielkiego Eulera. Nie tylko jednak on przeszedt do hi-
storii matematyki jako odkrywca takich zaleznosci. Na uwagg zastuguje rowniez oryginalny
wynik J. Wallisa (1616-1703), ktérym wlasnie teraz zajmiemy si¢. Istnieje wiele sposobow
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uzyskania wyniku Wallisa. Jak zwykle prym wiedzie tutaj Euler. Metoda, ktora zaprezentu-
jemy, wydaje si¢ by¢ najprostsza, bowiem technicznie najmniej wymagajaca i trochg zapo-
mniana. Tym bardziej warta jest od§wiezenia.

Pomyst polega na tym, aby skonstruowa¢ pewien regularny ciag liczbowy® biorgcy sig
z scatkowania funkcji sin”. Doktadniej, niech

Q= /2 sin”™(x)dz, dlan > 0.
0

s

Nie ma wickszego problemu z pierwszymi dwoma wyrazami tego ciaggu, bowiem @o = 5
oraz

a; = /2 sin(z)dx = —cos(:}:)}og =1
0

Zapami¢tajmy te wyniki, dalej beda nam potrzebne. W takim razie wezmy teraz n > 2.
Poniewaz sin"(x) = sin" '(x)sin(x), wigc mamy do czynienia z klasyczna sytuacja — funkcja
podcatkowa jest iloczynem i mozemy probowac zastosowac metode catkowania przez czesci
(patrz np. [Fichtenholz 1976]). Postepujac zgodnie z procedura, bierzemy rozktad

u = sin™ " (z), dv = sin(z)dz

du = (n — 1)sin™ %(x)cos(z), v= —cos(x).

Ze wzoru na catkowanie przez cze¢sci dostaniemy teraz

s

a, = —cos(:r)sm'“l(:r)}o% +(n—1) /05 sin" " (z)cos*(x)dz.

Pozwala to nam napisaé
z
a, = (n— 1)/ sin™2(z)(1 — sin®(z))dz =
0

—(n — 1)/0g sin"™(z)dz + (n — 1)/072T sin™ 2 (z)d.

Po uporzadkowaniu dostaniemy

s

2
a, =—(n—1)a, + (n— 1)/ sin" % (x)dx,

0

co ostatecznie daje

=
n—1 [z . n—1
a, = sin™2(2)dr = ———ay_o.
n Jo n

° Ciagi takie nazywamy rekurencyjnymi (patrz np. [Rebowski 20091]).
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Aby wyznaczy¢ kolejne (dla n > 2) wyrazy tego ciagu, postuzymy si¢ wielokrotnie po-
wyzszg zalezno$cig. Dla n = 2 wyglada to prosto, bowiem

1 17
s = —ag = ——.
27270 T 22
Dla n > 2 przebiega to tak
n—1 n—1n—2-1
ap = Ap—2 = Ap—4.
n n n—2

Rozwazymy teraz dwa przypadki, kiedy n jest parzyste i nieparzyste. W sytuacji pierw-
szej, powtarzajac odpowiednig ilo$¢ razy powyzszy rachunek, otrzymamy
n—1n—-3n-5 1 n—1n—-—3n-5 17

a, = S =, = —.

n n—2n—4""2 n n—2n—4"""22

Jesli teraz n jest nieparzyste, to wygladato to bedzie nastgpujaco

n—1ln—-3n—5 2 n—1ln—3n—5 2
= R
n n—2n—4 3 n n—2n—4 3

Ay =

Dalej wygodniej bedzie zapisa¢ oba wzory, przedstawiajac liczbe parzysta jako 2n, niepa-
rzysta 2n + 1. Otrzymamy to w wyniku podstawienia w tych wzorach zamiast » odpowiednio
2n12n+ 1. Wtedy wyrazy parzyste ciagu (a,) beda miaty postac

2n—12n—32n—15 }E
2n 2n—22n—4"""22

Aop =

natomiast nieparzyste

2n 2n—22n—4 g
n+12n—12n -3 "3

A2n+1 =

Dla dalszego rozumowania istotne wydaje si¢ by¢ zauwazenie, ze ciag (a,) zachowuje si¢
monotonicznie, czyli

0 < agnyr < agp < agp_1.

™

Wynika to wprost z jego definicji i wtasno$ci funkcji sin dla argumentu z przedziahu [0, 5].
Poniewaz wtedy sin(x) € [0, 1], wigc
sin® ! (x) < sin®"(x) < sin® (),

co z monotonicznosci catki uzasadnia monotoniczno$é ciagu (a,). W takim razie mamy

1< A2p, < A2n—1

Qont1  Q2ny1
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Czas wykorzysta¢ uzyskane wyniki. Z otrzymanych wzordéw na as, i dg,,; 1 nierdwno-
& azn : .
sei 1 < 7= wynika, Ze

1<2n—12n—32n—5 }E n+12n—12n—-3 §
- 2n 2n—22n—4"""22 on 2n—22n—4 2’

co mozemy zapisa¢ nastg¢pujaco

1<2n+12n—12n—12n—32n—3 5331w

M 2m 2m—22n—22n—4 44222

Analogicznie dla ilorazu 2*=* mozemy zapisaé

a2n+1

2n+12n—12n—3 3

A1 Qon—1)+1 _ 2n—22n—42n—6

. B

2
Qs @1 2n—12n—32n—5 "3  2n 2n—22n—4 2
co po skréceniu daje

A9pn—1 - 2n+1

Aon+1 2n

Z przedstawionych wyzej rachunkow wynika, ze

= 2n 20 2m—22n—22n—4 44222~ 2n

<2n—0—12n—12n—12n—32n—3 53317r<2n+1

Z twierdzenia o trzech ciggach oznacza to, ze

i n+12n—12n—12n—32n — 3 5331w 1
im === =1,
n—oo  2n 2n 2n—22n—22n—4 44222

co oznacza, po zmianie kolejnosci czynnikow w iloczynie, ze

T . 22446 2n—2 2n 2n
—=lim ———=- .
n—oo 13355 2n—12n—12n+1

Jest to sygnalizowany na wstepie stynny wzor Wallisa, przedstawiajacy liczbe T w posta-
ci iloczynu nieskonczonego. Co za zaskakujgca regularno$¢!

2.5. Liczba & jako nieskonczony ulamek lancuchowy
Kt6z z nas nie styszal o zasadzie podzielnos$ci. Przeciez o tym byta mowa juz w szkole pod-
stawowej. Przypomnijmy ja, aby tatwiej bylo kontynuowac¢ rozumowanie. W mysl tej zasady

dla dowolnej liczby catkowitej p i naturalnej ¢ istniejg liczby catkowite w, r, ze

p=wq+r,gdzie r€{0,1,2,...,q— 1}.
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Co wigcej, liczby w, r o podanych wlasnosciach wyznaczone sa jednoznacznie. Méwimy
wtedy, ze r jest resztq z dzielenia p przez q. Jesli dodatkowo r = 0, oznacza to, ze g dzieli p.
Zasada ta pozwala zapisa¢ kazda liczbe wymierng w postaci pewnego szczegdlnego
utamka. Ale po kolei. Przede wszystkim zapiszmy zasade podzielnosci w innej, rtOwnowaz-
nej postaci » .
—=w+ —.
q q
Wtedy po lewej stronie tej rownosci mamy liczb¢ wymierng. Prawa strona mowi, ze liczbe
te mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci frakcji catkowitoliczbowej 1 w utamkowe;j
- €10,1].
Wezmy ten utamek, zaktadajac, ze » > 0, 1 zapiszmy go w postaci

T
q w1+%'

Procedurg t¢ mozemy powtarza¢ dopoty, dopoki w i-tym kroku »; > 0, ale co najwyzej po
r krokach, z powodu Ze cigg powstalych reszt (r;) jest malejacym ciggiem liczb catkowitych
nieujemnych. W efekcie zastosowania tej procedury otrzymamy
P L
—=w+
q v 1
wy
wy + 1

w4+ ...— .
U)j

Drugi sktadnik ostatniej sumy nazywamy ufamkiem tancuchowym. Przesledzmy to jesz-
cze raz na przykladzie liczby 2. Dostaniemy kolejno

9 _ 14 _ 1 I I 1 B
ﬁfaJrﬁfoJrﬁfoJr 3—o+ 1—o+ -
3 13
5+ ! 5+ !
P
1 1
4+5 4+—1
P 143
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Czytelnik pewnie zastanawia si¢, czego oczekujemy od pojecia utamka tancuchowego.
Przeciez postugiwanie si¢ tym pojeciem jest klopotliwe — zajmuje sporo czasu i miejsca
na kartce papieru. Domyslamy si¢, ze powod jest i jak najszybciej musimy o nim napisac.
Przede wszystkim nie chodzi tutaj o liczby wymierne. Te prosciej jest zapisa¢ w uktadzie
pozycyjnym, na przyktad dziesi¢tnym. Skoro tak, to bedziemy mowili o liczbach niewy-
miernych. Ale kazdy utamek tancuchowy jest liczbg wymierng, wigc co$ jest nie tak. To tez
wyjasnimy, tym razem zaczynajac od przyktadu, biorac do tego v/2 — 1.

Bezpo$rednim rachunkiem mozemy sprawdzi¢, ze /2 — 1 jest pierwiastkiem rownania

2242 —1=0dlaz>0.

Roéwnanie to zapiszemy inaczej

P?+2r-1=02(r+2)-1=02= .
T+ 2

Z réwnania tego, w wyniku podstawiania w miejsce X po jego prawej stronie wyrazenia 53,
otrzymamy

2
+x+2

Wyglada to znajomo, przeciez to jest (algebraiczny) ulamek lancuchowy. Oznaczmy
prawa stron¢ powyzszej rownosci przez. Jesli powtdrzymy te procedure dla rownania
x = [1(x), to dostaniemy

2+

2+

Prawg strone otrzymanego rownania oznaczmy przez [»(x). Poréwnujgc dwa ostatnie rowna-
nia, fatwo zauwazy¢, ze poniewaz

faz) = fl(x Jlr 2)’

drugie rownanie ma postaé

iz'fl(x}rQ)’

Nietrudno sprawdzi¢, ze jesli procedure te przeprowadzimy n razy, a przez [,(x) oznaczy-
my prawg stron¢ otrzymanego réwnania

.‘2-%—1;
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to
x= fu(z)dlaz>0

oraz

fua@) = 1(=5).

Z konstrukcji kolejnych rownan wynika, ze kazde z nich ma to samo rozwigzanie x,

w zbiorze liczb rzeczywistych dodatnich, mianowicie x, = v/2—1. Z powyzszego wynika,

ze dla x,, ciag [.(x,) jest zbiezny do x,. Symbolicznie ostatnie stwierdzenie mozemy zapisaé
nastgpujaco

V2-1= !

2+

2+

1

2+
1 nazywamy cigglym utamkiem tancuchowym.
W takim razie liczbe niewymierna v/2 mozemy wyreprezentowa¢ jako

1
V2=1+

2+
2+

1

24
Teraz wszystko jest jasne. Ciagly utamek lancuchowy pozwalajacy wyreprezentowaé
liczbe niewymierng /2 wykazuje zadziwiajacg regularnosé, w przeciwienstwie do efektu
zapisu dziesigtnego, ktéry w ogdle — poprzez skrajng nieregularno$¢ — nie jest mozliwy.
Ogo6lnie méwiac, mozna udowodni¢, ze kazda liczbg niewymierna i tylko liczbe niewy-
mierng mozna przedstawi¢ w postaci cigglego utamka tancuchowego (patrz np. [Rebowski
2009]). Mistrzem w reprezentowaniu liczb niewymiernych za pomoca ciaglych utamkow
tancuchowych byt Euler.
W przypadku liczby & wykazat (szczegoly pominiemy), ze
m 1
4 12
1+

32
52
72
92

2+
2+
2+
2+

2+

Jest to jednoczesnie jeden z dowoddw na to, ze 7 jest liczbg niewymierng.
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2.6. Liczba & a najpiekniejszy wzér matematyki

Zanim przedstawimy najpigkniejszy wzor matematyki, potrzebujemy jeszcze jednej waznej
liczby rzeczywistej. Liczba m zwigzana jest z rownie wazng liczbg, zwang liczbg Eulera ',
ktéra symbolicznie oznaczamy literg e. Domys$lamy si¢, na czym polega problem — jest ona
liczbg niewymierna, co po raz pierwszy pokazat Euler!!.

Znanych jest kilka sposoboéw definiowania liczby e. Wspomnimy tutaj tylko o tych naj-
bardziej znanych.

1. Liczbe e definiuje si¢ % jako granice ciggu rosngcego i ograniczonego z gory (a,), gdzie

I\
an = (1 + 7) .
n

Wigkszo$¢ Czytelnikow tego tekstu zapewne w takich okoliczno$ciach zapoznata si¢ z ta

liczba.
2. O wiele mocniejszym wynikiem jest przedstawienie liczby e jako sumy nastgpujacego
szeregu liczbowego '3 ~
=3
’ = nl '

Argumentow na to jest wiele. Jednym z nich jest szybko$¢ zbieznosci tego szeregu do e,
ktora jest nieporownanie wigksza, anizeli ciagu (a,). Kolejny, koronny, argument wykorzy-
stuje ten szereg do zdefiniowania jednej z najwazniejszych funkcji elementarnych — funkcji

wyktadniczej © _n
Ror—¢e" = Z —'
n
n=0

3. Niech f oznacza funkcje rzeczywista rozng od statej i rozniczkowalng, dla ktorej
f'(x) = f(z) dla wszystkich rzeczywistych z.

Wtedy f musi by¢ eksponenta.
4. Wezmy funkcje f dang wzorem

@
[1,00) 32 — / —dt.
1 t

Wowczas jedynym rozwigzaniem rownania f(2) = 1 jest liczba e.

10 Czasami nazywana jest liczhg Nepera. J. Napier (Neper) (1550-1617), szkocki wlasciciel ziemski
jest odkrywcg logarytmow naturalnych, ktore w podstawie miaty liczbe e.

11" Jest nawet przestepna, co wykazat Ch. Hermite (1822-1901). Z prac Hermite’a korzystat pozniej
Lindemann, dowodzac przestgpnosci liczby 7.

12 Po raz pierwszy zrobit to J. Bernoulli (1667—1748).

13 Wynik ten nalezy do Eulera. Od 1728 roku liczba ta oznaczana jest symbolem e.
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Istnieje Scisty zwigzek pomiedzy tymi dwiema waznymi liczbami. Po raz pierwszy do-
strzegl to A. de Moivre (1667-1754) pokazujac, ze wynik operacji n! jest asymptotycznie
rowny cn"tie~" , dla pewnej stalej rzeczywistej c. Oznacza to, ze

n!
— 1.

Cnn-%—% e—"n
Nastepnie J. Stirling (1692—-1770) poprawit ten wynik, pokazujac, ze stala ¢ we wzo-
rze de Moivre’a jest rowna v/27. Wynik ten przeszed! do historii jako tzw. wzor Stirlinga
W postaci

nl ~ (ﬁ> V2
e

albo rownowaznie |
. n!
hm — = 1
n—oo /27 (2)"

Stad juz maty krok do sygnalizowanej zalezno$ci pomigdzy liczbami 7 i e,

V4 27m> B

n!

e = Jim n

Po tych dywagacjach na temat liczby Eulera mozemy wrdci¢ do wyjasnienia, co rozumie-
my przez najpigkniejszy wzor w matematyce. Zwigzane to jest z kolejnym wielkim odkry-
ciem, sformalizowanym przez Gaussa i W.R. Hamiltona (1805-1865), a dotyczacym ciata
liczb zespolonych ', Jest rzecza zdumiewajgca, ze Gaussowi brakto wyobrazni i poprzestat
na algebraicznym opisie liczb zespolonych, nie zauwazajac potrzeby wykorzystania ich in-
terpretacji geometrycznej, aczkolwiek w literaturze mowi sie o plaszczyznie Gaussa®>.

Spojrzenie na liczby zespolone z perspektywy geometrii spowodowalo, ze dotychcza-
sowy kartezjanski uktad wspotrzgdnych nalezato zastapi¢ ukladem polarnym, zwanym tez
biegunowym. W uktadzie takim kazda liczbe zespolona z rozumiang jako punkt plaszczyzny
zespolonej mozna jednoznacznie opisa¢ para liczb:

* p —jej odlegtoscia od ustalonego punktu, zwana modufem | z|

* ¢ — jej azymutem liczonym wzgledem ustalonej potprostej, zwanej argumentem glow-
nym arg z.

Doprowadzito to do postaci wykiadniczej liczby zespolonej, ktora po raz pierwszy meto-
dami czysto analitycznymi uzyskat Euler'¢

z = pe? = p(cos(p) + isin(y)),

14 Liczby zespolone odkryt o wiele wczesniej Girolamo Cardano (1501-1576), ktory nie wierzac
w rzeczywiste istnienie odkrytych liczb, liczbie zespolonej i nadal nazwg jednostki urojone;j.

15 Zauwazyl to po raz pierwszy matematyk norwesko-dunski J. H. Wessel (1745-1818).

16 Euler rowniez nigdy nie widzial interpretacji geometrycznej przedstawionej narys. 2. W serwisie
YouTube (http://www.youtube.com/watch?v = zApx1UlkpNs & feature) na temat tego wzoru zamiesz-
czono film pokazujacy dowdd wzoru Eulera.
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gdzie i oznacza jednostke urojong wprowadzong przez G. Cardano (patrz przyp. 11).

Rys. 2. Ilustracja geometryczna wzoru Eulera dla p = 1

Podstawmy we wzorze Eulera p = 1, ¢ = n. Dostaniemy wtedy
ei"+1=0.

Oto najpigkniejszy wzor matematyki! Urzeka swoja prostota i przejrzystoscia. Laczy on
w sobie wysilek intelektualny wielu pokolen matematykow. Pokazuje site i skutecznos$¢ rozu-
mowania opartego na starej regule arystotelowskiej postugujace;j sie¢ tylko prawdq i falszem.
Kojarzy teori¢ liczb z zaawansowanymi metodami teorii funkcji rzeczywistych, geometri¢
z abstrakcyjna strukturg ciata zespolonego. Znalazto si¢ w nim miejsce na pi¢¢ najwazniej-
szych liczb, bowiem:

* Liczby 01 1 stanowia fundament arytmetyki liczb wymiernych, jako elementy neu-
tralne dwoch dziatan arytmetycznych: dodawania i mnozenia. Bez tych liczb nie by-
loby liczb przeciwnych, a wigc i uyjemnych oraz odwrotnych, czyli utamkow.

* Oroli liczby & wiemy juz dostatecznie duzo i darujemy sobie dodatkowe komentarze.

* Znaczenie liczby Eulera jest przeogromne. WspomnieliSmy o eksponencie, wzorze
Stirlinga. Nalezy réwniez wspomnie¢ np. o logarytmie naturalnym czy rozkiadzie
normalnym jako centralnym w teorii prawdopodobienstwa.

* Uzupehienie zbioru {0, 1} liczba i pozwolilo wykonaé, jak pokazal to Hamilton i Gauss,
konstrukcje, ktora rozszerzyta ciato liczb rzeczywistych do ciata liczbowego, dla kto-
rego kazde rownanie algebraiczne nad tym ciatem ma co najmniej jeden pierwiastek 7.

17 Jest to stynne podstawowe twierdzenie algebry Gaussa, ktore oznacza, ze ciato liczb zespolonych
jest algebraicznie domknigete.
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Na koniec powinni§my wyraznie podkresli¢, ze zbior ,,waznych” liczb w matematyce jest
o wiele obszerniejszy. Naleza do nich na pewno liczby: Fibonacciego, Fermata, Bernoulliego,
Catalana, Mersenne’a, Stirlinga, stata Eulera 1 wiele innych (patrz np. [Rgbowski 20097]).
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SUMMARY

On the number 7 equal to 3.141592653589793... from the perspective
of probability theory and not only.
Part one

The paper presents the achievements of several generation of mathematics who con-
tributed by their researching to clarify the meaning and the role of the number n
in mathematics. The first part of the paper focuses on methods used in the theory of real
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functions, geometry and number theory. In most situation, they tried to recreate the
reasoning and techniques of accounting which led to such spectacular results as general
Leibniz rule, Eulers formula or the relationship of the number n with Riemann zeta
function. Other ways of representing number © was reminded in the example of Walls
product and Eulers infinite continued fractions. Moreover, the place of number n was
mentioned in the greatest formula of mathematics which is Eulers formula and its con-
nection with another important number, Eulers number.

Key words: number &, power series, harmonic series, prime number, continued fraction.



