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Streszczenie

Zaprezentowano dorobek kilkunastu pokoleń matematyków, którzy swoimi
badaniami przyczynili siȩ do wyjaśnienia znaczenia i roli liczby π w mate-
matyce. W czȩści pierwszej pracy skoncentrowano siȩ na metodach stoso-
wanych w teorii funkcji rzeczywistych, gemetrii i teorii liczb. W wiȩkszości
sytuacji starano siȩ odtworzyć rozumowania i techniki rachunkowe, które
doprowadzi�ly do tak spektakularnych wyników jak w przypadku wzoru Le-
ibnitza, wzorów Eulera, czy zwia̧zku liczby π z funkcja̧ dzeta Riemanna.
Przypomniano o innych sposobach reprezentowania liczby π na przyk�ladzie
metody iloczynu Wallisa i nieskończonych u�lamków �lańcuchowych Eulera.
Wspomniano o miejscu liczby π w najpiȩkniejszym wzorze matematyki –
wzorze Eulera oraz o jej zwia̧zku z inna̧ ważna̧ liczba̧, liczba̧ Eulera.

SLOWA KLUCZOWE: liczba π, szereg potȩgowy, szereg harmoniczny,
liczba pierwsza, u�lamek �lańcuchowy.

1 Wstȩp

W artykule ”3,14 – czyli imieniny liczby π” ([Rȩbowski 2012]) sygnalizowalísmy,
że w kolejnej pracy pokażemy szczegó�lowo zacytowane tam wyniki. Oczywíscie
każdy z nich jest dobrze znany i czȩsto cytowany w literaturze przedmiotu. Dla-
czego w takim razie robimy to po raz kolejny? Argumentów ”za” jest co najmniej
kilka.

1. Pokazuja̧c uzasadnienia tych wyników chcemy wyraźnie podkreślić zasy-
gnalizowane w [Rȩbowski 2012] zjawisko g�lȩbokiego ”usadowienia” liczby πππ
w wielu wspó�lczesnych teoriach matematycznych.
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z perspektywy teorii prawdopodobieństwa
i nie tylko
Część druga

STReSZCZeNIe

Zaprezentowano cztery klasyczne sytuacje pojawiania się liczby π w zagadnieniach 
probabilistycznych. Szczególną uwagę poświęcono geometrycznemu modelowi probabi-
listycznemu na przykładzie losowej konstrukcji trójkąta rozwartokątnego i zagadnienia 
igły Buffona. Pokazano w szczegółach rozwiązanie zagadnienia losowania liczb względ-
nie pierwszych, przypominając związek wyniku rozwiązania tego problemu z funkcją 
dzeta Riemanna.

Słowa kluczowe: liczba π, rozkład Gaussa, igła Buffona, prawdopodobieństwo geo-
metryczne.

Artykuł ten jest kontynuacją rozważań nad liczbą π zapoczątkowanych w [Rębowski, 
3.14 – czyli imieniny liczby π] i dalej rozwijanych w [Rębowski, O liczbie π]. Z merytorycz-
nego i redakcyjnego punktu widzenia jest on niezależny od zacytowanych wyżej i może być 
przedmiotem samodzielnej lektury.

1. Liczba π w teorii prawdopodobieństwa

W części pierwszej explicite pokazaliśmy koneksje liczby π z geometrią, teorią liczb całko-
witych i rzeczywistych, algebrą abstrakcyjną, teorią liczb zespolonych, teorią funkcji rzeczy-
wistych. Należy stwierdzić, że związki te z powodu natury obiektu, którym się interesujemy 
nie powinny nikogo dziwić – można się było tego spodziewać. Natomiast to, o czym chcemy 
napisać teraz, jest już o wiele mniej intuicyjne. okazuje się bowiem, że naturalnym środowi-
skiem liczby π jest również teoria prawdopodobieństwa. Spróbujemy pokazać ten fenomen 
na przykładzie czterech zagadnień.
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1.1. Liczba π a krzywa dzwonowa Gaussa

Weźmy następującą funkcję
1.1 Liczba πππ a krzywa dzwonowa Gaussa

Weźmy nastȩpuja̧ca̧ funkcjȩ

f(x) =
1√
2π

e−
x2

2 dla x ∈ R,

której wykres przedstawia rys. 31 .

Rysunek 1: funkcja dzwonowa Joufretta

Okazuje siȩ2, że dla tej funkcji

∫ +∞

−∞
e−

x2

2 dx =
√

2π,

co oznacza, że funkcja dzwonowa może być traktowana jako gȩstość cia̧g�lego
rozk�ladu prawdopodobieństwa (patrz np. [1]). Rozk�ladem tym jako pierwszy
pos�lugiwa�l siȩ de Moivre w 1773 r. Jego oficjalna nazwa, jako rozk�ladu normal-
nego ukuta zosta�la w 1875 r. przez CH. S. Peirece’a (1839–1914), F. Galtona

1W literaturze nies�lusznie nazywana funkcja̧ dzwonowa̧ Gaussa. Termin ten pochodzi od
francuskiego oficera–artylerzysty E. Joufretta (1837–?) z 1872 r.

2Co wcale nie jest takie oczywiste, bowiem funkcja pierwotna funkcji e−
x2
2 nie jest funkcja̧

elementarna̧. Oznacza to, że przy liczeniu tej ca�lki nie można korzystać ze standardowego
twierdzenia Riemanna-Newtona–Leibnitza (patrz np. [Feller 1969]).

2
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której wykres przedstawia rys. 31 .

Rysunek 1: funkcja dzwonowa Joufretta
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nego ukuta zosta�la w 1875 r. przez CH. S. Peirece’a (1839–1914), F. Galtona
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2

,

co oznacza, że funkcja dzwonowa może być traktowana jako gęstość ciągłego rozkładu praw-
dopodobieństwa (patrz np. [Feller 1969]). Rozkładem tym jako pierwszy posługiwał się de 
Moivre w 1773 roku. Jego oficjalna nazwa, jako rozkładu normalnego, ukuta została w 1875 
roku przez CH. S. Peirece’a (1839–1914), F. Galtona (1822–1911) i W. Lexisa (1837–1914). 
Tymczasem jeśli zajrzymy do dowolnego podręcznika z teorii prawdopodobieństwa, zauwa-
żymy, że synonimem nazwy tego rozkładu jest rozkład Gaussa. Niektórzy mówią, że zadzia-
łało w tym wypadku jedno z praw Murphy’ego, tzw. prawo Stingera  3. Myślę, że Czytelnik 

1 W literaturze niesłusznie nazywana funkcją dzwonową Gaussa. Termin ten pochodzi od francu-
skiego oficera-artylerzysty e. Joufretta (1837–?) z 1872 roku.

2 Co wcale nie jest takie oczywiste, bowiem funkcja pierwotna funkcji 
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której wykres przedstawia rys. 31 .

Rysunek 1: funkcja dzwonowa Joufretta

Okazuje siȩ2, że dla tej funkcji

∫ +∞

−∞
e−

x2

2 dx =
√

2π,

co oznacza, że funkcja dzwonowa może być traktowana jako gȩstość cia̧g�lego
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2

 nie jest funkcją ele-
mentarną. oznacza to, że przy liczeniu tej całki nie można korzystać ze standardowego twierdzenia 
Riemanna–Newtona–Leibnitza (patrz np. [Feller 1969]).

3 Brzmi ono; „Włączone do kontaktu lepiej działa”.
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wybaczy, jeśli wstrzymamy się od skomentowania tego przypadku. Z drugiej strony powin-
niśmy mieć świadomość, że co jak co, ale Gauss na to sobie zasłużył!

Znaczenie liczby π w omawianej sytuacji sprowadza się do roli czynnika normującego 
dla funkcji 

(1822–1911) i W. Lexisa (1837–1914). Tymczasem, jeśli zajrzymy do dowolnego
podrȩcznika z teorii prawdopodobieństwa, zauważymy, że synonimem nazwy tego
rozk�ladu jest rozk�lad Gaussa. Niektórzy mówia̧, że zadzia�la�lo w tym wypadku
jedno z praw Murphy’ego, tzw. prawo Stingera.3 Myślȩ, że Czytelnik wybaczy,
jeśli wstrzymamy siȩ od skomentowania tego przypadku. Z drugiej strony po-
winnísmy mieć świadomość, że co jak co, ale Gauss na to sobie zas�luży�l!

Znaczenie liczby πππ w omawianej sytuacji sprowadza siȩ do roli czynnika nor-

muja̧cego dla funkcji e−
x2

2 , bez którego funkcja ta nie może być funkcja̧ gȩstości
żadnego rozk�ladu prawdopodobieństwa. Z drugiej strony, jak zauważyli to już
de Moivre i P.S. Laplace (1749–1827), w przypadku rozk�ladów dyskretnych, a
uogólnione zosta�lo na klasȩ dowolnych rozk�ladów posiadaja̧cych drugi moment,4

rozk�lad ten jest rozk�ladem granicznym dla cia̧gu uśrednionych niezależnych kopii
danego rozk�ladu. Jest to fundamentalne twierdzenie klasycznej teorii prawdo-
bodobieństwa t�lumacza̧ce konsekwencje stochastycznego (czyli losowego) opisu
zjawisk. Wbrew obawom wynikaja̧cym z intuicyjnego pojmowania zjawiska loso-
wego, natura losowa wykazuje jednak różne przejawy regularności. Jedna̧ z nich
w�laśnie opisuje s�lynne CTG.

3Brzmi ono ”W�la̧czone do kontaktu lepiej dzia�la”.
4Mowa tutaj jest o twierdzeniu Lindenberga–Lévy’ego, zwanym Centralnym Twierdzeniem
Granicznym (CTG) (patrz np. [Feller 1969]).

3
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prawdopodobieństwa. Z drugiej strony, jak zauważyli to już de Moivre i P. S. Laplace (1749–
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sycznej teorii prawdopodobieństwa tłumaczące konsekwencje stochastycznego (czyli loso-
wego) opisu zjawisk. Wbrew obawom wynikającym z intuicyjnego pojmowania zjawiska 
losowego, natura losowa wykazuje jednak różne przejawy regularności. Jedną z nich właśnie 
opisuje słynne CTG.

1.2. Problem geometryczny jako zjawisko losowe

Przypuśćmy, że z odcinka [0, 1] losowo wybieramy dwie liczby a, b  5. Należy rozstrzygnąć, 
jakie jest prawdopodobieństwo, że można zbudować trójkąt rozwartokątny, którego odpo-
wiednie boki mają długości równe a, b, 1.

Tak jak zawsze w takim przypadku, analizę problemu zaczniemy od skonstruowania 
przestrzeni probabilistycznej, która pozwoli nam opisać zjawisko stricte natury geometrycz-
nej językiem teorii prawdopodobieństwa. Z punktu widzenia obserwacji przedstawionego 
eksperymentu  6 wynikiem powinny być obie liczby. Ponieważ dopuszczamy sytuację, że wy-
losowane liczby mogą być jednakowe, nie możemy do tego celu użyć opisu mnogościowego. 
Dlatego aby je od siebie odróżnić, musimy ustawić je w ciąg, np. (a, b). To z kolei nie powin-
no oznaczać, że w takiej kolejności liczby te były wylosowane. Po wylosowaniu obu i zapa-
miętaniu wyniku losowania, na pierwszym miejscu odnotowujemy liczbę, która ma nazwę a. 
Para ta będzie zdarzeniem elementarnym konstruowanej przestrzeni probabilistycznej, czyli

1.2 Problem geometryczny jako zjawisko losowe

Przypuśćmy, że z odcinka [0, 1] losowo wybieramy dwie liczby a, b.5 Należy roz-
strzygna̧ć, jakie jest prawdopodobieństwo, że można zbudować trójka̧t rozwar-
toka̧tny, którego odpowiednie boki maja̧ d�lugości równe a, b, 1.

Tak jak zawsze w takim przypadku, analizȩ problemu zaczniemy od skonstru-
owania przestrzeni probabilistycznej, która pozwoli nam opisać zjawisko stricte
natury geometrycznej jȩzykiem teorii prawdopodobieństwa. Z punktu widzenia
obserwacji przedstawionego eksperymentu,6 wynikiem powinny być obie liczby.
Ponieważ dopuszczamy sytuacjȩ, że wylosowane liczby moga̧ być one jednakowe,
nie możemy do tego celu użyć opisu mnogościowego. Dlatego, aby je od siebie
odróżnić musimy ustawić je w cia̧g, np. (a, b). To z kolei nie powinno oznaczać, że
w takiej kolejności liczby te by�ly wylosowane. Po wylosowaniu obu i zapamiȩtaniu
wyniku losowania, na pierwszym miejscu odnotowujemy liczbȩ, która ma nazwȩ
a. Para ta bȩdzie zdarzeniem elementarnym konstruowanej przestrzeni probabi-
listycznej, czyli

ω = (a, b).

W takim razie przestrzeń wszystkich zdarzeń elementarnych Ω bȩdzie mia�la
postać

Ω = {ω = (a, b) : a, b ∈ (0, 1)}.
Zobaczmy, jak bȩdzie wygla̧da�lo zdarzenie opisuja̧ce w jȩzyku teorii prawdo-

podobiństwa powstanie figury p�laskiej – trójka̧ta rozwartoka̧tnego. Ponieważ w
każdym trójka̧cie suma d�lugości dwóch dowolnych jego boków jest wiȩksza od
d�lugości boku pozosta�lego, trójka̧t ten (jako rozwartoka̧tny) musi wygla̧dać tak
jak to przedstatwiono na rys.4.

Z powyższej uwagi wynika, że wylosowane liczby a, b ∈ (0, 1) musza̧ być takie,
że a + b > 1. Niech A oznacza zdarzenie, że w wyniku wylosowania liczb powsta�l
trójka̧t rozwartoka̧tny. Wtedy

ω ∈ A ⇒ ω = (a, b) ∈ Ω: b > 1 − a.

Z drugiej strony, jeśli z liczb a, b, 1 ma powatć trójka̧t jak na rys. 4, to ich
d�lugości musza̧ być takie, że a + b > 1 oraz

1 = a2 + b2 − 2ab cos(β),

gdzie β jest miara̧ ka̧ta rozwartego w tym trójka̧cie7. Ale wtedy cos(β) < 0
i dlatego

a2 + b2 < 1.

5Losowo oznacza, że ich wybór nie jest konsekwencja̧ żadnego planu. Ważne natomiast
jest to, czy wybieramy je w kolejności jena̧ po drugiej, czy obie naraz, bowiem to drugie
oznacza, że implicite zak�ladamy, że wybrane liczby sa̧ różne. Umówimy siȩ, że obowia̧zuje
pierwszy wariant wyboru, ale nie jest ważna kolejność tak wylosowanych liczb.

6Tak nazwalísmy losowanie dwóch liczb z odcinka.
7Jest to znane twierdzenie cosinusów.
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5Losowo oznacza, że ich wybór nie jest konsekwencja̧ żadnego planu. Ważne natomiast
jest to, czy wybieramy je w kolejności jena̧ po drugiej, czy obie naraz, bowiem to drugie
oznacza, że implicite zak�ladamy, że wybrane liczby sa̧ różne. Umówimy siȩ, że obowia̧zuje
pierwszy wariant wyboru, ale nie jest ważna kolejność tak wylosowanych liczb.

6Tak nazwalísmy losowanie dwóch liczb z odcinka.
7Jest to znane twierdzenie cosinusów.
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4 Mowa tutaj jest o twierdzeniu Lindenberga–Lévy’ego, zwanym centralnym twierdzeniem granicz-
nym (CTG) (patrz np. [Feller 1969]).

5 Losowo oznacza, że ich wybór nie jest konsekwencją żadnego planu. Ważne natomiast jest to, czy 
wybieramy je w kolejności jedną po drugiej, czy obie naraz, bowiem to drugie oznacza, że implicite 
zakładamy, że wybrane liczby są różne. Umówimy się, że obowiązuje pierwszy wariant wyboru, ale nie 
jest ważna kolejność tak wylosowanych liczb.
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Zobaczmy, jak będzie wyglądało zdarzenie opisujące w języku teorii prawdopodobień-

stwa powstanie figury płaskiej – trójkąta rozwartokątnego. Ponieważ w każdym trójkącie 
suma długości dwóch dowolnych jego boków jest większa od długości boku pozostałego, 
trójkąt ten ( jako rozwartokątny) musi wyglądać tak jak to przedstawiono na rys. 2.
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Rysunek 2: trójka̧t rozwartoka̧tny o bokach a, b, 1

Pokazalísmy tym samym, że

A = {ω ∈ Ω: b > 1 − a i a2 + b2 < 1}.

Oznacza to, że zdarzenie A jest podzbiorem borelowskim iloczynu kartezjań-
skiego (0, 1)× (0, 1) i dlatego σ–cia�lo wszystkich zdarzeń jest rodzina̧ wszystkich
podzbiorów borelowskich kwadratu (0, 1) × (0, 1). Mamy wiȩc do czynienia z
modelem geometrycznym p�laskim przestrzeni probabilistycznej. W szczególności
oznacza to, że P (A) – prawdopodobieństwo zdarzenia A liczymy wed�lug regu�ly

P (A) =
|A|
|Ω| ,

gdzie symbolem | | oznaczylísmy pole odpowiedniej figury p�laskiej. Z rys. 3
można zauważyć, że |A| = π
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To, że liczba πππ pojawi�la siȩ akurat w rozwia̧niu tego problemu, nie powinno
być zaskoczeniem – przecież by�l to problem zwia̧zany z geometria̧ p�laszczyzny.
Jak zobaczymy, kolejny problem bȩdzie już mniej intuicyjny i wymaga wiȩkszej
uwagi.
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Przypuśćmy, że z odcinka [0, 1] losowo wybieramy dwie liczby a, b.5 Należy roz-
strzygna̧ć, jakie jest prawdopodobieństwo, że można zbudować trójka̧t rozwar-
toka̧tny, którego odpowiednie boki maja̧ d�lugości równe a, b, 1.

Tak jak zawsze w takim przypadku, analizȩ problemu zaczniemy od skonstru-
owania przestrzeni probabilistycznej, która pozwoli nam opisać zjawisko stricte
natury geometrycznej jȩzykiem teorii prawdopodobieństwa. Z punktu widzenia
obserwacji przedstawionego eksperymentu,6 wynikiem powinny być obie liczby.
Ponieważ dopuszczamy sytuacjȩ, że wylosowane liczby moga̧ być one jednakowe,
nie możemy do tego celu użyć opisu mnogościowego. Dlatego, aby je od siebie
odróżnić musimy ustawić je w cia̧g, np. (a, b). To z kolei nie powinno oznaczać, że
w takiej kolejności liczby te by�ly wylosowane. Po wylosowaniu obu i zapamiȩtaniu
wyniku losowania, na pierwszym miejscu odnotowujemy liczbȩ, która ma nazwȩ
a. Para ta bȩdzie zdarzeniem elementarnym konstruowanej przestrzeni probabi-
listycznej, czyli

ω = (a, b).

W takim razie przestrzeń wszystkich zdarzeń elementarnych Ω bȩdzie mia�la
postać

Ω = {ω = (a, b) : a, b ∈ (0, 1)}.
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ω ∈ A ⇒ ω = (a, b) ∈ Ω: b > 1 − a.

Z drugiej strony, jeśli z liczb a, b, 1 ma powatć trójka̧t jak na rys. 4, to ich
d�lugości musza̧ być takie, że a + b > 1 oraz

1 = a2 + b2 − 2ab cos(β),

gdzie β jest miara̧ ka̧ta rozwartego w tym trójka̧cie7. Ale wtedy cos(β) < 0
i dlatego

a2 + b2 < 1.

5Losowo oznacza, że ich wybór nie jest konsekwencja̧ żadnego planu. Ważne natomiast
jest to, czy wybieramy je w kolejności jena̧ po drugiej, czy obie naraz, bowiem to drugie
oznacza, że implicite zak�ladamy, że wybrane liczby sa̧ różne. Umówimy siȩ, że obowia̧zuje
pierwszy wariant wyboru, ale nie jest ważna kolejność tak wylosowanych liczb.

6Tak nazwalísmy losowanie dwóch liczb z odcinka.
7Jest to znane twierdzenie cosinusów.
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Rysunek 2: trójka̧t rozwartoka̧tny o bokach a, b, 1

Pokazalísmy tym samym, że

A = {ω ∈ Ω: b > 1 − a i a2 + b2 < 1}.

Oznacza to, że zdarzenie A jest podzbiorem borelowskim iloczynu kartezjań-
skiego (0, 1)× (0, 1) i dlatego σ–cia�lo wszystkich zdarzeń jest rodzina̧ wszystkich
podzbiorów borelowskich kwadratu (0, 1) × (0, 1). Mamy wiȩc do czynienia z
modelem geometrycznym p�laskim przestrzeni probabilistycznej. W szczególności
oznacza to, że P (A) – prawdopodobieństwo zdarzenia A liczymy wed�lug regu�ly

P (A) =
|A|
|Ω| ,

gdzie symbolem | | oznaczylísmy pole odpowiedniej figury p�laskiej. Z rys. 3
można zauważyć, że |A| = π

4
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2
i dlatego P (A) = π
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.

To, że liczba πππ pojawi�la siȩ akurat w rozwia̧niu tego problemu, nie powinno
być zaskoczeniem – przecież by�l to problem zwia̧zany z geometria̧ p�laszczyzny.
Jak zobaczymy, kolejny problem bȩdzie już mniej intuicyjny i wymaga wiȩkszej
uwagi.
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skiego (0, 1)× (0, 1) i dlatego σ–cia�lo wszystkich zdarzeń jest rodzina̧ wszystkich
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skiego (0, 1)× (0, 1) i dlatego σ–cia�lo wszystkich zdarzeń jest rodzina̧ wszystkich
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To, że liczba π pojawiła się akurat w rozwiązaniu tego problemu, nie powinno być za-

skoczeniem – przecież był to problem związany z geometrią płaszczyzny. Jak zobaczymy, 
kolejny problem będzie już mniej intuicyjny i wymaga większej uwagi.
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Rysunek 3: interpretacja geometryczna zdarzenia dla problemu trójka̧ta

1.3 Ig�la Buffona też potrzebuje liczby πππ

Wyobraźmy sobie, że mamy do dyspozycji p�laszczyznȩ, na której usytuowano
poziomo w odleg�lości d proste równoleg�le. Eksperyment polega na tym, że opusz-
czamy na tȩ p�laszczyznȩ ig�lȩ tej samej d�lugości co d. Doświadczenie przebiega
prawid�lowo, jeśli ig�la na skutek upadku bȩdzie leża�la na powierzchni p�laszczyzny.

Problem ig�ly Buffona8 sprowadza siȩ do nastȩpuja̧cego pytania:

z jakim prawdopodobieństwem ig�la po upadku przetnie prosta̧ na tej
p�laszczyźnie?

Zanim przejdziemy do opisu modelu probabilistycznego tego doświadczenia,
zwrócimy uwagȩ jeszcze kilka szczegó�lów.

1. Termin ,,przetnie” wyklucza zjawisko dotknie, zatem ig�la może przecia̧ć co
najwyżej jedna̧ taka̧ liniȩ.

8W�laściwie George–Louis Leclerc hrabia Buffon. Problem ten Leclerc sformu�lowa�l po raz
pierwszy w 1773 r., rozwia̧za�l dopiero cztery lata później.
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czyznę igłę tej samej długości co d. Doświadczenie przebiega prawidłowo, jeśli igła na sku-
tek upadku będzie leżała na powierzchni płaszczyzny.

Problem igły Buffona  8 sprowadza się do następującego pytania: 

z jakim prawdopodobieństwem igła po upadku przetnie prostą na tej płaszczyźnie?

Zanim przejdziemy do opisu modelu probabilistycznego tego doświadczenia, zwrócimy 
uwagę na jeszcze kilka szczegółów:

1. Termin ,,przetnie” wyklucza zjawisko dotknie, zatem igła może przeciąć co najwyżej 
jedną taką linię.

2. Umówimy się, że eksperymentator wykonujący rzuty igłą i odczytujący jej położenie 
po upadku zajmuje stałą orientację względem linii na płaszczyźnie.

3. Jeśli igła upadnie, to w przypadku kiedy nie jest prostopadła do linii, będziemy wy-
różniali jej lewy koniec, w przeciwnym razie jej dolny koniec.

8 Właściwie George-Louis Leclerc, hrabia Buffon. Problem ten Leclerc sformułował po raz pierwszy 
w 1773 roku, rozwiązał dopiero cztery lata później.
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Możemy teraz określić układ odniesienia, który pozwoli nam na opis leżącej po upadku 

igły na płaszczyźnie.
Układem tym będzie ta (  jedyna) prosta, która znajduje się poniżej wyróżnionego końca 

naszej igły. Sam opis położenia igły będzie polegał na podaniu wartości dwóch liczb (x, α), 
gdzie:

• x oznacza odległość końca igły od tej prostej,
• α jest miarą kąta skierowanego liczonego od tej prostej, w kierunku przeciwnym do 

wskazówek zegara, do prostej wyznaczonej przez igłę.
Taki opis położenia igły, czyli opis wyniku doświadczenia, będzie zdarzeniem elemen-

tarnym. Zatem

2. Umówimy siȩ, że eksperymentator wykonuja̧cy rzuty ig�la̧ i odczytuja̧cy jej
po�lożenie po upadku zajmuje sta�la̧ orientacjȩ wzglȩdem lini na p�laszczyźnie.

3. Jeśli ig�la upadnie, to w przypadku kiedy nie jest prostopad�la do lini, bȩdziemy
wyróżniali jej lewy koniec, w przeciwnym razie jej dolny koniec.

Możemy teraz określić uk�lad odniesienia, który pozwoli nam na opis leża̧cej
po upadku ig�ly na p�laszczyźnie.

Uk�ladem tym bȩdzie ta (jedyna) prosta, która znajduje siȩ poniżej wyróż-
nionego końca naszej ig�ly. Sam opis po�lożenia ig�ly bȩdzie polega�l na podaniu
wartości dwóch liczb (x, α), gdzie

x oznacza odleg�lość końca ig�ly od tej prostej,

α jest miara̧ ka̧ta skierowanego liczonego od tej prostej, w kierunku

przeciwnym do wskazówek zegara, do prostej wyznaczonej przez ig�lȩ.

Taki opis po�lożenia ig�ly, czyli opis wyniku doświadczenia bȩdzie zdarzeniem
elementarnym. Zatem

Ω = {ω = (x, α) : x ∈ (0, d), α ∈ [0, π)}.
Niech A opisuje sytuacjȩ, kiedy w wyniku poprawnie przeprowadzonego ekspery-
mentu ig�la przetnie jedna̧ z linii.

Zauważmy, że

ω ∈ A ⇔ x + d sin α > d, dla α ∈ (0, π),

czyli

A = {(x, α) : α ∈ (0, π), x = x(α) ∈ (d(1 − sin α), d)}.

Zbiór ten jest podzbiorem borelowskim p�laszczyzny i mamy do czynienia, jak
w poprzednim podrozdziale, z dwuwymiarowym modelem geometrycznym.

Z drugiej strony z teorii ca�lki dobrze wiadomo, że jest to tzw. trapez krzywoli-
niowy (rys. 4), a jego wielkość, czyli pole powierzchni, można obliczyć za pomoca̧
ca�lki, dlatego

P (A) =
1

πd

∫ π

0

(d − d(1 − sin α))dα =
d

πd

∫ d

0

sin αdα =
2

π
.
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po upadku ig�ly na p�laszczyźnie.
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α jest miara̧ ka̧ta skierowanego liczonego od tej prostej, w kierunku
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Niech A opisuje sytuacjȩ, kiedy w wyniku poprawnie przeprowadzonego ekspery-
mentu ig�la przetnie jedna̧ z linii.

Zauważmy, że

ω ∈ A ⇔ x + d sin α > d, dla α ∈ (0, π),
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A = {(x, α) : α ∈ (0, π), x = x(α) ∈ (d(1 − sin α), d)}.

Zbiór ten jest podzbiorem borelowskim p�laszczyzny i mamy do czynienia, jak
w poprzednim podrozdziale, z dwuwymiarowym modelem geometrycznym.

Z drugiej strony z teorii ca�lki dobrze wiadomo, że jest to tzw. trapez krzywoli-
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czyli

2. Umówimy siȩ, że eksperymentator wykonuja̧cy rzuty ig�la̧ i odczytuja̧cy jej
po�lożenie po upadku zajmuje sta�la̧ orientacjȩ wzglȩdem lini na p�laszczyźnie.

3. Jeśli ig�la upadnie, to w przypadku kiedy nie jest prostopad�la do lini, bȩdziemy
wyróżniali jej lewy koniec, w przeciwnym razie jej dolny koniec.

Możemy teraz określić uk�lad odniesienia, który pozwoli nam na opis leża̧cej
po upadku ig�ly na p�laszczyźnie.

Uk�ladem tym bȩdzie ta (jedyna) prosta, która znajduje siȩ poniżej wyróż-
nionego końca naszej ig�ly. Sam opis po�lożenia ig�ly bȩdzie polega�l na podaniu
wartości dwóch liczb (x, α), gdzie

x oznacza odleg�lość końca ig�ly od tej prostej,

α jest miara̧ ka̧ta skierowanego liczonego od tej prostej, w kierunku

przeciwnym do wskazówek zegara, do prostej wyznaczonej przez ig�lȩ.

Taki opis po�lożenia ig�ly, czyli opis wyniku doświadczenia bȩdzie zdarzeniem
elementarnym. Zatem

Ω = {ω = (x, α) : x ∈ (0, d), α ∈ [0, π)}.
Niech A opisuje sytuacjȩ, kiedy w wyniku poprawnie przeprowadzonego ekspery-
mentu ig�la przetnie jedna̧ z linii.

Zauważmy, że

ω ∈ A ⇔ x + d sin α > d, dla α ∈ (0, π),

czyli

A = {(x, α) : α ∈ (0, π), x = x(α) ∈ (d(1 − sin α), d)}.

Zbiór ten jest podzbiorem borelowskim p�laszczyzny i mamy do czynienia, jak
w poprzednim podrozdziale, z dwuwymiarowym modelem geometrycznym.

Z drugiej strony z teorii ca�lki dobrze wiadomo, że jest to tzw. trapez krzywoli-
niowy (rys. 4), a jego wielkość, czyli pole powierzchni, można obliczyć za pomoca̧
ca�lki, dlatego

P (A) =
1

πd

∫ π

0

(d − d(1 − sin α))dα =
d

πd

∫ d

0

sin αdα =
2

π
.

7

Zbiór ten jest podzbiorem borelowskim płaszczyzny i mamy do czynienia, jak w po-
przednim podrozdziale, z dwuwymiarowym modelem geometrycznym.

Z drugiej strony z teorii całki dobrze wiadomo, że jest to tzw. trapez krzywoliniowy 
(rys. 4), a jego wielkość, czyli pole powierzchni, można obliczyć za pomocą całki, dlatego
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3. Jeśli ig�la upadnie, to w przypadku kiedy nie jest prostopad�la do lini, bȩdziemy
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α jest miara̧ ka̧ta skierowanego liczonego od tej prostej, w kierunku

przeciwnym do wskazówek zegara, do prostej wyznaczonej przez ig�lȩ.

Taki opis po�lożenia ig�ly, czyli opis wyniku doświadczenia bȩdzie zdarzeniem
elementarnym. Zatem

Ω = {ω = (x, α) : x ∈ (0, d), α ∈ [0, π)}.
Niech A opisuje sytuacjȩ, kiedy w wyniku poprawnie przeprowadzonego ekspery-
mentu ig�la przetnie jedna̧ z linii.

Zauważmy, że

ω ∈ A ⇔ x + d sin α > d, dla α ∈ (0, π),

czyli

A = {(x, α) : α ∈ (0, π), x = x(α) ∈ (d(1 − sin α), d)}.

Zbiór ten jest podzbiorem borelowskim p�laszczyzny i mamy do czynienia, jak
w poprzednim podrozdziale, z dwuwymiarowym modelem geometrycznym.

Z drugiej strony z teorii ca�lki dobrze wiadomo, że jest to tzw. trapez krzywoli-
niowy (rys. 4), a jego wielkość, czyli pole powierzchni, można obliczyć za pomoca̧
ca�lki, dlatego
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Rysunek 4: interpretacja geometryczna zdarzenia dla problemu Buffona dla d = 2

Teraz wszystko jest jasne i nikogo nie powinno dziwić, że liczba πππ pojawia siȩ
w rozwia̧zaniu problemu Buffona. Opis probabilistyczny podkreśla zwia̧zek rzutu
ig�la̧ z geometria̧ – obrotem ig�ly zauważanym z punktu widzenia lini poziomych
pokrywaja̧cych p�laszczyznȩ.

8

Rys. 4. Interpretacja geometryczna zdarzenia dla problemu Buffona dla d = 2

Ryszard Rębowski
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Teraz wszystko jest jasne i nikogo nie powinno dziwić, że liczba π pojawia się w rozwiąza-

niu problemu Buffona. opis probabilistyczny podkreśla związek rzutu igłą z geometrią – ob-
rotem igły zauważanym z punktu widzenia linii poziomych pokrywających płaszczyznę.

1.4. Losowanie liczb względnie pierwszych a liczba π
 

Zaczniemy od definicji. Powiemy, że dwie liczby całkowite p, q są względnie pierwsze, jeśli 
ich największym wspólnym dzielnikiem jest liczba 1. Na przykład 4 i 8 nie są względnie 
pierwsze, natomiast 7 i 9 są względnie pierwsze. Wprost z definicji każde dwie liczby pierw-
sze muszą być względnie pierwsze. Ponadto łatwo uzasadnić  9, że dwie kolejne liczby natu-
ralne też są względnie pierwsze. Mimo że nie każde dwie liczby naturalne p, q są względnie 
pierwsze, to zawsze dzieląc obie przez ich największy wspólny dzielnik, dostaniemy dwie 
liczby p', q', które już są względnie pierwsze. Ponadto, jeśli każda z liczb nie dzieli się przez 
żadną liczbę pierwszą, to sama jest liczbą pierwszą. Dalej skorzystamy z tej praktycznej 
uwagi. Umówimy się, że ograniczymy się tylko do zbioru liczb naturalnych.

Załóżmy, że wybór pary liczb będziemy traktowali jako zdarzenie elementarne. Ponieważ 
interesują nas tylko różne wylosowane liczby oraz nie ma powodów, aby spośród wyloso-
wanych wyróżnić jedną z nich, przyjmiemy, że ω = {a, b}. Niech A oznacza zdarzenie, że 
wylosowana para liczb jest względnie pierwsza. Postawmy formalne pytanie:

Jakie jest prawdopodobieństwo zdarzenia A?

Jeśli chcemy odnieść się do tego pytania, to musimy ustalić model probabilistyczny opi-
sujący omawiane zjawisko. Wiemy już, że Ω jest zbiorem wszystkich dwuelementowych 
podzbiorów {n,m}, rodzina wszystkich możliwych zdarzeń jest rodziną wszystkich podzbio-
rów Ω. Pozostaje problem funkcji prawdopodobieństwa P. Ponieważ nie ma powodu, aby 
jakaś wylosowana para była wyróżniona, należy przyjąć, że w tym modelu dla każdej ω Î Ω, 
P({ω}) jest jednakowe  10.

Z drugiej strony Ω nie jest zbiorem skończonym, więc gdyby P({ω}) > 0, to byłoby 
P(Ω) > 1, co – jak dobrze wiemy – jest niemożliwe. oznacza to, że nie mamy żadnych teo-
retycznych podstaw twierdzić a priori, że wybór pary liczb można opisać modelem probabi-
listycznym i na tej podstawie odpowiedzieć na postawione pytanie. Jak wykazaliśmy wyżej, 
takiego modelu po prostu nie ma, bowiem nie istnieje nieskończony model jednorodny.

Można jednak pozostać przy opisie probabilistycznym dyskutowanego zjawiska, o ile 
założymy, że wybór pary liczb będzie odbywał się ze skończonego podzbioru zbioru liczb 
naturalnych. Z formalnego punktu widzenia będziemy mieli wtedy do czynienia z ciągiem 
przestrzeni probabilistycznych (Ωn, Σn, Pn) oraz ciągiem zdarzeń An Î Σn, gdzie An = A ∩ Ωn, 

9 Wystarczy skorzystać z zasady podzielności.
10 Taki model probabilistyczny nazywamy dyskretnym, jednorodnym (patrz np. [Rębowski 2006]).
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1.4 Losowanie liczb wzglȩdnie pierwszych a liczba π

Zaczniemy od definicji. Powiemy, że dwie liczby ca�lkowite p, q sa̧ wzglȩdnie pierw-
sze, jeśli ich najwiȩkszym wspólnym dzielnikiem jest liczba 1. Na przyk�lad 4 i
8 nie sa̧ wzglȩdnie pierwsze, natomiast −7 i 9 sa̧ wzglȩdnie pierwsze. Wprost z
definicji każde dwie liczby pierwsze musza̧ być wzglȩdnie pierwsze. Ponadto, �la-
two uzasadnić9, że dwie kolejne liczby naturalne też sa̧ wzglȩdnie pierwsze. Mimo
że nie każde dwie liczby naturalne p, q sa̧ wzglȩdnie pierwsze, to zawsze dziela̧c
obie przez ich najwiȩkszy wspólny dzielnik, dostaniemy dwie liczby p′, q′, które
już sa̧wzglȩdnie pierwsze. Ponadto, jeśli każda z liczb nie dzieli siȩ przez żadna̧
liczbȩ pierwsza̧, to sama jest liczba̧ pierwsza̧. Dalej skorzystamy z tej praktycznej
uwagi. Umówimy siȩ, że ograniczymy siȩ tylko do zbioru liczb naturalnych.

Za�lóżmy, że wybór pary liczb bȩdziemy traktowali jako zdarzenie elementarne.
Ponieważ interesuja̧ nas tylko różne wylosowane liczby oraz nie ma powodów, aby
spośród wylosowanych wyróżnić jedna̧ z nich, przyjmiemy, że ω = {a, b}. Niech A
oznacza zdarzenie, że wylosowana para liczb jest wzglȩdnia pierwsza. Postawmy
formalne pytanie

jakie jest prawdopodobieństwo zdarzenia A?

Jeśli chcemy odnieść siȩ do tego pytania, to musimy ustalić model probabi-
listyczny opisuja̧cy omawiane zjawisko. Wiemy już, że Ω jest zbiorem wszyst-
kich dwuelementowych podzbiorów {n, m}, rodzina wszystkich możliwych zda-
rzeń jest rodzina̧ wszystkich podzbiorów Ω. Pozostaje problem funkcji prawdo-
podobieństwa P . Ponieważ nie ma powodu, aby jakaś wylosowana para by�la
wyróżniona, należy przyja̧ć, że w tym modelu dla każdej ω ∈ Ω, P ({ω}) jest jed-
nakowe10. Z drugiej strony Ω nie jest zbiorem skończonym, wiȩc gdyby P ({ω}) >
0, to by�loby P (Ω) > 1, co jak dobrze wiemy, jest niemożliwe. Oznacza to, że nie
mamy żadnych teoretycznych podstaw twierdzić a priori, że wybór pary liczb
można opisać modelem probabilistycznym i na tej podstawie odpowiedzić na po-
stawione pytanie. Jak wykazalísmy wyżej, takiego modelu po prostu nie ma,
bowiem nie istnieje nieskończony model jednorodny.

Można jednak pozostać przy opisie probabilistycznym dyskutowanego zjawi-
ska, o ile za�lożymy, że wybór pary liczb bȩdzie odbywa�l siȩ ze skończonego pod-
zbioru zbioru liczb naturalnych. Z formalnego punktu widzenia bȩdziemy mieli
wtedy do czynienia z cia̧giem przestrzeni probabilistycznych (Ωn, Σn, Pn) oraz
cia̧giem zdarzeń An ∈ Σn, gdzie An = A ∩ Ωn,

⋃
An = A i cia̧g Pn(An) −→ p

dla pewnej liczby p ∈ (0, 1). Wtedy liczbȩ p tak skonstruowana̧ możemy na-
zwać asymptotycznym prawdopodobieństwem zdarzenia A. Powinnísmy jednak
pamiȩtać, że liczba ta nie jest prawdopodbieństwem w rozumieniu teorii praw-
dopodbieństwa. Tak też bȩdziemy rozumieli postawiony na wstȩpie problem.

9Wystarczy skorzystać z zasady podzielności.
10Taki model probabilistyczny nazywamy dyskretnym, jednorodnym (patrz np. [Rȩbowski

2006]).

9

 An = A i ciąg Pn(An) → p dla pewnej liczby p Î (0, 1). Wtedy liczbę p tak skonstruowaną 
możemy nazwać asymptotycznym prawdopodobieństwem zdarzenia A. Powinniśmy jednak 
pamiętać, że liczba ta nie jest prawdopodbieństwem w rozumieniu teorii prawdopodobień-
stwa. Tak też będziemy rozumieli postawiony na wstępie problem. Poniżej w szczegółach 
podamy sposób wyliczenia wyrazów ciągu Pn(An) i jego granicy p, która, jak domyślamy się, 
związana jest z liczbą π.

Ustalmy w tym celu liczbę naturalną n ≥ 2 i weźmy pod uwagę ciąg zbiorów 

Ωn – rodzina wszystkich dwuelementowych podzbiorów zbioru {1, 2, . . ., n}

z σ–ciałem zdarzeń Σn złożonym ze wszystkich podzbiorów Ωn i prawdopodobieństwem kla-
sycznym Pn. Przez Pn oznaczmy zbiór wszystkich liczb pierwszych mniejszych od n. Dla 
ustalonej liczby pierwszej p Î Pn, niech Ap,n oznacza zdarzenie w Σn złożone z takich zda-
rzeń elementarnych ω = {m, k} Î Ωn, że liczba p nie dzieli m i k. Dalej celem uproszczenia 
obliczeń założymy, że

n Î {p1p2, p1p2p3, …},

gdzie przez pj oznaczyliśmy kolejne liczby pierwsze.
Ustalmy takie n i liczbę pierwszą pj < n. Z definicji liczb względnie pierwszych (pisali-

śmy o tym na wstępie) wynika, że

Poniżej w szczegó�lach podamy sposób wyliczenia wyrazów cia̧gu Pn(An) i jego
granicy p, która jak domyślamy siȩ, zwia̧zana jest z liczba̧ πππ.

Ustalmy w tym celu liczbȩ naturalna̧ n ≥ 2 i weźmy pod uwagȩ cia̧g zbiorów

Ωn – rodzina wszystkich dwuelementowych podzbiorów zbioru {1, 2, . . . , n}
z σ–cia�lem zdarzeń Σn z�lożonym ze wszystkich podzbiorów Ωn i prawdopodo-
bieństwem klasycznym Pn. Przez Pn oznaczmy zbiór wszystkich liczb pierwszych
mniejszych od n. Dla ustalonej liczby pierwszej p ∈ Pn, niech Ap,n oznacza zda-
rzenie w Σn z�lożone z takich zdarzeń elementarnych ω = {m, k} ∈ Ωn, że liczba
p nie dzieli m i k. Dalej, celem uproszczenia obliczeń za�lożymy, że

n ∈ {p1p2, p1p2p3, . . .},
gdzie przez pj oznaczylísmy kolejne liczby pierwsze.

Ustalmy takie n i liczbȩ pierwsza̧ pj < n. Z definicji liczb wzglȩdnie pierwszych
(pisalísmy o tym na wstȩpie) wynika, że

⋂
pj∈Pn

An,pj
= {ω ∈ Ωn : ω = {m, k} oraz pj nie dzieli żadnej z nich}.

Dlatego

A ∩ Ωn = An =
⋂

pj∈Pn

An,pj
.

Obliczymy najpierw Pn(An,p). W tym celu obliczymy prawdopodobieństwo
zdarzenia przeciwnego. Ze wzoru na prawdopodobieństwo klasyczne mamy

Pn(Ac
n,pj

) =
|Ac

n,pj
|

|Ωn| .

Z opisu zdarzeń elementarnych wynika, że Ωn jest zbiorem wszystkich dwu–
elementowych kombinacji zbioru n–elementowego, dlatego |Ωn| =

(
n
2

)
. Zliczymy

elementy zbioru Ac
n,pj

. Z definicji elementy te sa̧ postaci

ω = {m, k}, gdzie pj dzieli obie liczby m, k.

Dla wygody za�lóżmy, że m > k (wiemy, że zawsze sa̧ różne). Oznacza to, że
jeśli

m ∈ {pj , 2pj, . . . , spj} ⊂ {1, 2, . . . , n},
gdzie z za�lożenia o wyborze n, n = spj dla pewnej liczby s. Jeśli teraz wybierzemy
m = lpj (l = 1, 2, . . . , s), to takiemu wyborowi odpowiada wybór liczby k też
podzielnej przez pj na l − 1 sposobów. Oznacza to, że

|Ac
n,pj

| = 0 + 1 + 2 + . . . + s − 1 =
s

2
(s − 1).
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Ωn – rodzina wszystkich dwuelementowych podzbiorów zbioru {1, 2, . . . , n}
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jeśli
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bieństwem klasycznym Pn. Przez Pn oznaczmy zbiór wszystkich liczb pierwszych
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Z opisu zdarzeń elementarnych wynika, że Ωn jest zbiorem wszystkich dwu–
elementowych kombinacji zbioru n–elementowego, dlatego |Ωn| =

(
n
2

)
. Zliczymy

elementy zbioru Ac
n,pj

. Z definicji elementy te sa̧ postaci
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. 
Z definicji elementy te są postaci

ω = {m, k}, gdzie pj dzieli obie liczby m, k.

Dla wygody załóżmy, że m > k (wiemy, że zawsze są różne). oznacza to, że jeśli

m Î {pj , 2pj, … , spj} Ì {1, 2, . . . , n},

gdzie z założenia o wyborze n, n = spj dla pewnej liczby s. Jeśli teraz wybierzemy 
m = lpj (l = 1, 2, … , s), to takiemu wyborowi odpowiada wybór liczby k też podzielnej przez 
pj na l − 1 sposobów. oznacza to, że

Ryszard Rębowski



61
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, ska̧d Pn(An,pj

) = 1 − s(s − 1)
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pj
.

Porównamy teraz wyliczone prawdopodobieństwo zdarzenia An,pj
z iloczynem∏

pj∈Pn

(
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p2
j

)
. Nietrudno pokazać11, że istnieje cia̧g γn(pj), że dla każdego j
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Można udowodnić, że12

Pn(A ∩ Ωn) = Pn(An) = Pn(
⋂

pj∈Pn

An,pj
) =

∏
pj∈Pn

Pn(Ac
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).

Ostatecznie pozwala to nam napisać nastȩpuja̧ce przybliżenie

Pn(A ∩ Ωn) ≈
∏

pj∈Pn

(
1 − 1

p2
j
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.

Musimy sobie teraz przypomnieć wynik z podrozdzia�lu 2.3 pierwszej czȩści

pracy [Rȩbowski 2012b], stwierdzaja̧cy, że iloczyn
∏

pj∈Pn

(
1 − 1

p2
j

)
zbieżny jest

do 1
ζ(2)

= 6
π2 . W takim razie dostaniemy

Pn(A ∩ Ωn) ≈ p =
6

π2
,

albo precyzyjniej

Pn(A ∩ Ωn) −→ p =
6

π2
.

Przyznać trzeba, że wyniki ten jest zdumiewaja̧cy z punktu widzenia obecności
liczby πππ. Z drugiej strony należy też stwierdzić, że droga jaka do niego prowadzi,
wcale nie jest �latwa. Pominȩlísmy przecież sporo szczegó�lów w przedstawionym
rozumowaniu oraz skorzystalísmy z wielu faktów. Taka jest w�laśnie matematyka!

11Szczegó�ly tego elementarnego rachunku pominȩlísmy. Czytelnika zachȩcamy mimo
wszystko do jego powtórzenia.

12Wzór ten ma swoja̧ interpretacjȩ probabilistyczna̧. Równość ta oznacza, że wystȩpuja̧ce w
niej zdarzenia sa̧ stochastycznie niezależne (patrz [Weaver 1970]).
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Można udowodnić, że12
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rozumowaniu oraz skorzystalísmy z wielu faktów. Taka jest w�laśnie matematyka!
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Porównamy teraz wyliczone prawdopodobieństwo zdarzenia An,pj
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11

,

oraz ciąg Õ pjÎPn γn(pj) jest zbieżny do jedności. Mnożąc dla kolejnych liczb pierwszych 
pj Î Pn ostatnią nierówność stronami, otrzymamy

Sta̧d

Pn(Ac
n,pj

) =
s
2
(s − 1)(

n
2

) ,

co po uproszczeniu daje

Pn(Ac
n,pj

) =
s(s − 1)

n(n − 1)
, ska̧d Pn(An,pj

) = 1 − s(s − 1)

n(n − 1)
, gdzie s =

n

pj
.
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. Nietrudno pokazać11, że istnieje cia̧g γn(pj), że dla każdego j
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Musimy sobie teraz przypomnieć wynik z podrozdzia�lu 2.3 pierwszej czȩści
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pracy [Rȩbowski 2012b], stwierdzaja̧cy, że iloczyn
∏

pj∈Pn

(
1 − 1

p2
j

)
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Pn(A ∩ Ωn) ≈
∏

pj∈Pn

(
1 − 1

p2
j

)
.
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rozumowaniu oraz skorzystalísmy z wielu faktów. Taka jest w�laśnie matematyka!
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wszystko do jego powtórzenia.
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11 Szczegóły tego elementarnego rachunku pominęliśmy. Czytelnika zachęcamy mimo wszystko 
do jego powtórzenia.

12 Wzór ten ma swoją interpretację probabilistyczną. Równość ta oznacza, że występujące w niej 
zdarzenia są stochastycznie niezależne (patrz [Weaver 1970]).
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Przyznać trzeba, że wyniki ten jest zdumiewający z punktu widzenia obecności liczby π. 

Z drugiej strony należy też stwierdzić, że droga, jaka do niego prowadzi, wcale nie jest łatwa. 
Pominęliśmy przecież sporo szczegółów w przedstawionym rozumowaniu oraz skorzystali-
śmy z wielu faktów. Taka jest właśnie matematyka!

2. Zakończenie

Zamiarem naszym było pokazanie w miarę w przystępny sposób podstawowych fak-
tów związanych z liczbą π. Zależało nam na tym, aby zrobić to wszechstronnie, zarówno 
uwzględniając stronę merytoryczną zagadnienia, jak i nie mniej ważny aspekt historyczny. 
Zdajemy sobie doskonale sprawę, że o wielu problemach nie napisaliśmy, że pominęliśmy 
inne ważne  13 czy wkład innych nie wymienionych tutaj uczonych. Jasne jest, że na kilku-
dziesięciu stronach jest to niemożliwe. Artykuł z powodów technicznych podzielony został 
na dwie części. Pierwsza zawiera aspekty analityczne zagadnienia, druga probabilistyczne. 
oczywiście literatura przedmiotu poświęcona omawianej tematyce jest bardzo obszerna. 
Czytelnika bardzo zachęcamy do dalszego studiowania. Mamy nadzieję, że artykuł ten spełni 
swoją rolę – po jego lekturze Czytelnik zauważy piękno matematyki oraz jej moc. Zrozumie, 
że jej studiowanie wymaga, owszem, sporego zaangażowania i wysiłku intelektualnego, ale 
warto to robić. Zauważy też fenomen, który dobrze jest widoczny z perspektywy historii ma-
tematyki i nie tylko, polegający na tym, że byty kilkunastu ludzkich pokoleń potrafi połączyć 
produkt ludzkiego rozumu. Ta, nazwijmy ją, zasada ciągłości jest kluczowa dla człowieka. 
Jest gwarancją, że wkład jednostki ma charakter ponadczasowy i z tego punktu widzenia jest 
uniwersalny.

Dlatego uznaliśmy, że tym największym winni jesteśmy pamięć, zamieszczając w ostat-
nim rozdziale coś w rodzaju galerii ich portretów. Czytelnika zachęcamy do lektury pozycji 
o charakterze historycznym cytowanych w tym artykule celem wzbogacenia wiedzy o na-
szych bohaterach.

13 Chociażby słynną zasadę nieoznaczoności Heisenberga, czy też równanie pola grawitacyjnego 
ogólnej teorii względności einsteina (patrz np. [Stein 2011]).
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3 Galeria matematyków zwia̧zanych z liczba̧ πππ

Rysunek 5: Euklides (365–300 BC) Archimedes (287–212 BC)

Rysunek 6: G. Cardano (1501–1576) L. van Ceulen (1540–1610)
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Rys. 5. euklides (365–300 p.n.e.) Rys. 6. Archimedes (287–212 p.n.e.)

Rys. 7. G. Cardano (1501–1576) Rys. 8. L. van Ceulen (1540–1610)

3. Galeria matematyków związanych z liczbą π
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Rysunek 7: P. Fermat (1601–1665) J.Wallis (1616–1703)

Rysunek 8: I. Newton (1643–1727) G.W. Leibniz (1646–1716)
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Rys. 9. P. Fermat (1601–1665) Rys. 10. J. Wallis (1616–1703)

Rys. 11. I. Newton (1643–1727) Rys. 12. G. W. Leibniz (1646–1716)
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Rys. 15. W. Jones (1675–1749) Rys. 16. B. Taylor (1685–1731)

Rysunek 9: J. Bernoulli (1667–1748) A. de Moivre (1667–1754)

Rysunek 10: W. Jones (1675–1749) B. Taylor (1685–1731)
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Rysunek 10: W. Jones (1675–1749) B. Taylor (1685–1731)
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Rys. 13. J. Bernoulli (1667–1748) Rys. 14. A. de Moivre (1667–1754)
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Rysunek 11: L. Euler (1707–1783) J.H. Lambert (1728–1777)

Rysunek 12: P. Laplace (1749–1827) J.B.J. Fourier (1768–1830)
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Rys. 19. P. Laplace (1749–1827) Rys. 20. J. B. J. Fourier (1768–1830)

Rys. 17. L. euler (1707–1783) Rys. 18. J. H. Lambert (1728–1777)
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Rysunek 13: C.F. Gauss (1777–1855) A.L. Cauchy (1789–1857)

Rysunek 14: W.R. Hamilton (1805–1865) Ch. Hermite (1822–1901)
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Rys. 23. W. R. Hamilton (1805–1865) Rys. 24. Ch. Hermite (1822–1901)

Rys. 21. C. F. Gauss (1777–1855) Rys. 22. A. L. Cauchy (1789–1857)
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Rysunek 15: B. Riemann (1826–1866) F. von Lindemann (1852–1939)
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SUMMARY

On the number π equal to 3.141592653589793 . . . from the perspective 
of probability theory and not only. 

Part two

The publication presents four classic situations concerning the appearance of the number 
π in probabilistic issues. Particular attention is given to geometric probabilistic model 
showing the example of the random structure of obtuse triangle and Buffons needle 
problem. The solution of drowing co-prime numbers is shown in details with the the 
special recall of the connection with the Riemann zeta function.

KeY WoRDS: number π, Gaussian distribution, Buffon’s needle, geometric probability.


