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STRESZCZENIE

Zaprezentowano cztery klasyczne sytuacje pojawiania si¢ liczby = w zagadnieniach
probabilistycznych. Szczegdlng uwage poswigcono geometrycznemu modelowi probabi-
listycznemu na przyktadzie losowej konstrukcji trojkata rozwartokatnego i zagadnienia
igly Buffona. Pokazano w szczegotach rozwiazanie zagadnienia losowania liczb wzgled-
nie pierwszych, przypominajac zwigzek wyniku rozwigzania tego problemu z funkcja
dzeta Riemanna.

Stowa kluczowe: liczba m, rozktad Gaussa, igta Buffona, prawdopodobienstwo geo-
metryczne.

Artykutl ten jest kontynuacja rozwazan nad liczbg m zapoczatkowanych w [Rebowski,
3.14 — czyli imieniny liczby x| 1 dalej rozwijanych w [Rebowski, O liczbie x]. Z merytorycz-
nego i redakcyjnego punktu widzenia jest on niezalezny od zacytowanych wyzej i moze by¢
przedmiotem samodzielnej lektury.

1. Liczba &t w teorii prawdopodobienstwa

W czgsci pierwszej explicite pokazaliSmy koneksje liczby @ z geometria, teorig liczb catko-
witych i rzeczywistych, algebra abstrakcyjna, teorig liczb zespolonych, teorig funkcji rzeczy-
wistych. Nalezy stwierdzié, ze zwiazki te z powodu natury obiektu, ktérym si¢ interesujemy
nie powinny nikogo dziwi¢ — mozna si¢ byto tego spodziewac¢. Natomiast to, o czym chcemy
napisac teraz, jest juz o wiele mniej intuicyjne. Okazuje si¢ bowiem, ze naturalnym srodowi-
skiem liczby 7 jest rowniez teoria prawdopodobienstwa. Sprobujemy pokazac ten fenomen
na przyktadzie czterech zagadnien.
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1.1. Liczba & a krzywa dzwonowa Gaussa
Wezmy nastepujaca funkcje
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Rys. 1. Funkcja dzwonowa Joufretta

Okazuje sie?, ze dla tej funkcji
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co oznacza, ze funkcja dzwonowa moze by¢ traktowana jako gestos¢c cigglego rozktadu praw-
dopodobienstwa (patrz np. [Feller 1969]). Rozktadem tym jako pierwszy postugiwat si¢ de
Moivre w 1773 roku. Jego oficjalna nazwa, jako rozkladu normalnego, ukuta zostata w 1875
roku przez CH. S. Peirece’a (1839-1914), F. Galtona (1822—-1911) i W. Lexisa (1837-1914).
Tymeczasem jesli zajrzymy do dowolnego podre¢cznika z teorii prawdopodobienstwa, zauwa-
zymy, ze synonimem nazwy tego rozktadu jest rozklad Gaussa. Niektorzy mowia, ze zadzia-
tato w tym wypadku jedno z praw Murphy ego, tzw. prawo Stingera®. MySle, ze Czytelnik

I'W literaturze niestusznie nazywana funkcja dzwonowg Gaussa. Termin ten pochodzi od francu-
skiego oficera-artylerzysty E. Joufretta (1837-?) z 1872 roku.

2 Co weale nie jest takie oczywiste, bowiem funkcja pierwotna funkcji —% nie jest funkcja ele-
mentarng. Oznacza to, ze przy liczeniu tej calki nie mozna korzysta¢ ze standardowego twierdzenia
Riemanna—Newtona—Leibnitza (patrz np. [Feller 1969]).

3 Brzmi ono; ,,Wlaczone do kontaktu lepiej dziata”.
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wybaczy, jesli wstrzymamy si¢ od skomentowania tego przypadku. Z drugiej strony powin-
nismy mie¢ §wiadomos¢, ze co jak co, ale Gauss na to sobie zastuzyt!

Znaczenie llczby 7 w omawianej sytuacji sprowadza si¢ do roli czynnika normujgcego
dla funkcji ¢~ %, bez ktérego funkcja ta nie moze by¢ funkcja gestosci zadnego rozktadu
prawdopodobienstwa. Z drugiej strony, jak zauwazyli to juz de Moivre i P.S. Laplace (1749—
1827), w przypadku rozktadow dyskretnych, a uogolnione zostato to na klasg dowolnych
rozktadow posiadajgcych drugi moment*, rozktad ten jest rozktadem granicznym dla ciggu
usrednionych niezaleznych kopii danego rozktadu. Jest to fundamentalne twierdzenie kla-
sycznej teorii prawdopodobienstwa thumaczace konsekwencje stochastycznego (czyli loso-
wego) opisu zjawisk. Wbrew obawom wynikajacym z intuicyjnego pojmowania zjawiska
losowego, natura losowa wykazuje jednak rozne przejawy regularnosci. Jedna z nich wlasnie
opisuje stynne CTG.

1.2. Problem geometryczny jako zjawisko losowe

Przypusémy, ze z odcinka [0, 1] losowo wybieramy dwie liczby a, b3. Nalezy rozstrzygnac,
jakie jest prawdopodobienstwo, ze mozna zbudowac¢ trojkat rozwartokatny, ktéorego odpo-
wiednie boki majg dtugosci rowne a, b, 1.

Tak jak zawsze w takim przypadku, analiz¢ problemu zaczniemy od skonstruowania
przestrzeni probabilistycznej, ktora pozwoli nam opisac zjawisko stricte natury geometrycz-
nej jezykiem teorii prawdopodobienstwa. Z punktu widzenia obserwacji przedstawionego
eksperymentu® wynikiem powinny by¢ obie liczby. Poniewaz dopuszczamy sytuacje, ze wy-
losowane liczby moga by¢ jednakowe, nie mozemy do tego celu uzy¢ opisu mnogosciowego.
Dlatego aby je od siebie odrdznié¢, musimy ustawic je w ciag, np. (a, b). To z kolei nie powin-
no oznaczac, ze w takiej kolejnosci liczby te byly wylosowane. Po wylosowaniu obu i zapa-
mig¢taniu wyniku losowania, na pierwszym miejscu odnotowujemy liczbg, ktéra ma nazwe a.
Para ta bedzie zdarzeniem elementarnym konstruowanej przestrzeni probabilistycznej, czyli

w = (a,b).
W takim razie przestrzen wszystkich zdarzen elementarnych Q bedzie miata postaé

Q={w=(a,b): a,be(0,1)}.

4 Mowa tutaj jest o twierdzeniu Lindenberga—Lévy’ego, zwanym centralnym twierdzeniem granicz-
nym (CTG) (patrz np. [Feller 1969]).

5 Losowo oznacza, ze ich wybor nie jest konsekwencjg zadnego planu. Wazne natomiast jest to, czy
wybieramy je w kolejnosci jedng po drugiej, czy obie naraz, bowiem to drugie oznacza, ze implicite
zaktadamy, ze wybrane liczby sg rézne. Umowimy si¢, ze obowigzuje pierwszy wariant wyboru, ale nie
jest wazna kolejno$¢ tak wylosowanych liczb.

¢ Tak nazwali$my losowanie dwoch liczb z odcinka.
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Zobaczmy, jak bedzie wygladato zdarzenie opisujace w jezyku teorii prawdopodobien-
stwa powstanie figury plaskiej — trojkata rozwartokatnego. Poniewaz w kazdym trojkacie
suma dtugosci dwoch dowolnych jego bokéw jest wigksza od dhugosci boku pozostatego,
trojkat ten (jako rozwartokatny) musi wygladacé tak jak to przedstawiono na rys. 2.

A B
a

Rys. 2. Trojkat rozwartokatny o bokach a, b, 1

Z powyzszej uwagi wynika, ze wylosowane liczby a, b € (0, 1) muszg by¢ takie, ze
a+ b > 1. Niech 4 oznacza zdarzenie, ze w wyniku wylosowania liczb powstat trojkat roz-
wartokatny. Wtedy

weA=w=(a,b)€Q: b>1—a.

Z drugiej strony, jesli z liczb a, b, 1 ma powstac¢ trojkat jak na rys. 2, to ich dtugosci musza
by¢ takie, ze a + b > 1 oraz

1 = a® +b* — 2abcos(B3)s

gdzie f jest miarg kata rozwartego w tym trojkacie’. Ale wtedy cos(f) < 0 i dlatego

a+ 0 < 1.

Pokazali$my tym samym, ze
A={weQ: b>1—-aiad®+b <1}

Oznacza to, ze zdarzenie A jest podzbiorem borelowskim iloczynu kartezjanskiego
(0, 1) x (0, 1) i dlatego o—cialo wszystkich zdarzen jest rodzing wszystkich podzbioréw
borelowskich kwadratu (0, 1) x (0, 1). Mamy wi¢c do czynienia z modelem geometrycznym
plaskim przestrzeni probabilistycznej. W szczego6lnosci oznacza to, ze P(4) — prawdopodo-
bienstwo zdarzenia 4 liczymy wedtug reguty

7 Jest to znane twierdzenie cosinusow.
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gdzie symbolem | | oznaczyliSmy pole odpowiedniej figury plaskiej. Z rys. 3 mozna zauwa-
zyé, ze |A| =7 — § idlatego P(A) =7 — 1.

To, ze liczba & pojawita si¢ akurat w rozwigzaniu tego problemu, nie powinno by¢ za-
skoczeniem — przeciez byl to problem zwigzany z geometria ptaszczyzny. Jak zobaczymy,

kolejny problem bedzie juz mniej intuicyjny i wymaga wigkszej uwagi.

b

a+b=1

a

0 1

Rys. 3. Interpretacja geometryczna zdarzenia dla problemu trojkata

1.3. Igla Buffona tez potrzebuje liczby n

Wyobrazmy sobie, ze mamy do dyspozycji plaszczyzne, na ktorej usytuowano poziomo
w odlegtosci d proste rownolegle. Eksperyment polega na tym, ze opuszczamy na t¢ plasz-
czyzng igle tej samej dtugosci co d. Doswiadczenie przebiega prawidlowo, jesli igta na sku-
tek upadku bedzie lezata na powierzchni ptaszczyzny.

Problem igly Buffona® sprowadza si¢ do nastgpujacego pytania:

z jakim prawdopodobienstwem igla po upadku przetnie prostq na tej plaszczyznie?

Zanim przejdziemy do opisu modelu probabilistycznego tego doswiadczenia, zwrocimy
uwage na jeszcze kilka szczegdtow:

1. Termin ,,przetnie” wyklucza zjawisko dotknie, zatem igla moze przeciagé co najwyzej
jedna taka linig.

2. Umoéwimy sig, ze eksperymentator wykonujacy rzuty igla i odczytujacy jej potozenie
po upadku zajmuje statg orientacje wzgledem linii na plaszczyznie.

3. Jesli igla upadnie, to w przypadku kiedy nie jest prostopadia do linii, bedziemy wy-
rozniali jej lewy koniec, w przeciwnym razie jej dolny koniec.

8 Wiasciwie George-Louis Leclerc, hrabia Buffon. Problem ten Leclerc sformutowal po raz pierwszy
w 1773 roku, rozwigzat dopiero cztery lata pozniej.
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Mozemy teraz okresli¢ uktad odniesienia, ktory pozwoli nam na opis lezacej po upadku
igly na plaszczyznie.

Uktadem tym bedzie ta (jedyna) prosta, ktora znajduje si¢ ponizej wyrdéznionego konca
naszej igly. Sam opis potozenia igly bedzie polegal na podaniu warto$ci dwoch liczb (x, ),
gdzie:

* x oznacza odleglos¢ konca igly od tej proste;j,

* o jest miarg kata skierowanego liczonego od tej prostej, w kierunku przeciwnym do

wskazowek zegara, do prostej wyznaczonej przez igle.

Taki opis polozenia igly, czyli opis wyniku doswiadczenia, bedzie zdarzeniem elemen-
tarnym. Zatem

N={w=(z,a): z€(0,d), ae€l0,m)}

Niech 4 opisuje sytuacje, kiedy w wyniku poprawnie przeprowadzonego eksperymentu igta
przetnie jedng z linii.
Zauwazmy, ze
weAsr+dsina>d, dlaae (0,7)
czyli

A={(z,a): a € (0,7), v =x(a) € (d(1l —sina), d)}.

Zbior ten jest podzbiorem borelowskim ptaszczyzny i mamy do czynienia, jak w po-
przednim podrozdziale, z dwuwymiarowym modelem geometrycznym.
Z drugiej strony z teorii catki dobrze wiadomo, ze jest to tzw. trapez krzywoliniowy
(rys. 4), a jego wielkos$¢, czyli pole powierzchni, mozna obliczy¢ za pomoca calki, dlatego
I ¢ 2
P(A) = wd ), (d—d(1 —sina))da = %/0 sin adaw = _

24

0,5

0 g T T T T
0 1 2 3

X

Rys. 4. Interpretacja geometryczna zdarzenia dla problemu Buffona dla d = 2
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Teraz wszystko jest jasne i nikogo nie powinno dziwi¢, ze liczba t pojawia si¢ w rozwigza-
niu problemu Buffona. Opis probabilistyczny podkresla zwiagzek rzutu igla z geometrig — ob-
rotem igly zauwazanym z punktu widzenia linii poziomych pokrywajacych plaszczyzne.

1.4. Losowanie liczb wzglednie pierwszych a liczba ©

Zaczniemy od definicji. Powiemy, ze dwie liczby catkowite p, ¢ sa wzglednie pierwsze, jesli
ich najwigkszym wspdlnym dzielnikiem jest liczba 1. Na przyktad 4 i 8 nie sa wzglgdnie
pierwsze, natomiast 7 i 9 sg wzglednie pierwsze. Wprost z definicji kazde dwie liczby pierw-
sze muszg by¢ wzglednie pierwsze. Ponadto tatwo uzasadni¢®, ze dwie kolejne liczby natu-
ralne tez s3 wzglednie pierwsze. Mimo ze nie kazde dwie liczby naturalne p, ¢ sa wzglgdnie
pierwsze, to zawsze dzielac obie przez ich najwickszy wspolny dzielnik, dostaniemy dwie
liczby p’, q', ktére juz sa wzglednie pierwsze. Ponadto, jesli kazda z liczb nie dzieli si¢ przez
zadna liczbg pierwsza, to sama jest liczbg pierwsza. Dalej skorzystamy z tej praktycznej
uwagi. Umowimy si¢, ze ograniczymy si¢ tylko do zbioru liczb naturalnych.

Zatdézmy, ze wybdr pary liczb bedziemy traktowali jako zdarzenie elementarne. Poniewaz
interesuja nas tylko rozne wylosowane liczby oraz nie ma powodow, aby sposrod wyloso-
wanych wyrozni¢ jedng z nich, przyjmiemy, ze w = {a, b}. Niech 4 oznacza zdarzenie, Ze
wylosowana para liczb jest wzglednie pierwsza. Postawmy formalne pytanie:

Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia A?

Jesli chcemy odnie$é si¢ do tego pytania, to musimy ustali¢ model probabilistyczny opi-
sujacy omawiane zjawisko. Wiemy juz, ze Q jest zbiorem wszystkich dwuelementowych
podzbiorow {n,m}, rodzina wszystkich mozliwych zdarzen jest rodzing wszystkich podzbio-
row Q. Pozostaje problem funkcji prawdopodobienstwa P. Poniewaz nie ma powodu, aby
jaka$ wylosowana para byla wyrdzniona, nalezy przyjaé, ze w tym modelu dla kazdej o € Q,
P({w}) jest jednakowe ',

Z drugiej strony Q nie jest zbiorem skonczonym, wigc gdyby P({w}) > 0, to byloby
P(Q) > 1, co — jak dobrze wiemy — jest niemozliwe. Oznacza to, ze nie mamy zadnych teo-
retycznych podstaw twierdzi¢ a priori, ze wybor pary liczb mozna opisaé modelem probabi-
listycznym i na tej podstawie odpowiedzie¢ na postawione pytanie. Jak wykazaliSmy wyzej,
takiego modelu po prostu nie ma, bowiem nie istnieje nieskonczony model jednorodny.

Mozna jednak pozosta¢ przy opisie probabilistycznym dyskutowanego zjawiska, o ile
zatozymy, ze wybor pary liczb bedzie odbywat si¢ ze skonczonego podzbioru zbioru liczb
naturalnych. Z formalnego punktu widzenia bedziemy mieli wtedy do czynienia z ciggiem
przestrzeni probabilistycznych (Q,, Z,, P,) oraz ciagiem zdarzen 4, € ¥, gdzieAn=A N Q,,

° Wystarczy skorzysta¢ z zasady podzielno$ci.
10 Taki model probabilistyczny nazywamy dyskretnym, jednorodnym (patrz np. [Rebowski 2006]).
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J 4, =4 iciag P,(4,) — p dla pewnej liczby p € (0, 1). Wtedy liczbe p tak skonstruowang
mozemy nazwac asymptotycznym prawdopodobienstwem zdarzenia A. Powinni$my jednak
pamigtaé, ze liczba ta nie jest prawdopodbienstwem w rozumieniu teorii prawdopodobien-
stwa. Tak tez bedziemy rozumieli postawiony na wstgpie problem. Ponizej w szczegétach
podamy sposob wyliczenia wyrazow ciagu P,(A4,) 1 jego granicy p, ktora, jak domys$lamy sie,
zwigzana jest z liczba m.

Ustalmy w tym celu liczb¢ naturalng n > 2 i wezmy pod uwage ciag zbioréw

Q, — rodzina wszystkich dwuelementowych podzbiorow zbioru {1, 2, .. ., n}

z o—ciatem zdarzen X, ztozonym ze wszystkich podzbioréw €, i prawdopodobienstwem kla-
sycznym P,. Przez P, oznaczmy zbior wszystkich liczb pierwszych mniejszych od n. Dla
ustalonej liczby pierwszej p € P,, niech 4,,, oznacza zdarzenie w X, ztozone z takich zda-
rzen elementarnych w = {m, k} € Q,, ze liczba p nie dzieli m i k. Dalej celem uproszczenia
obliczen zatozymy, ze

n € {p\p2, P1PaP3, -+ s

gdzie przez p; oznaczyli$émy kolejne liczby pierwsze.
Ustalmy takie n i liczbe pierwsza p; < n. Z definicji liczb wzglednie pierwszych (pisali-
$my o tym na wstegpie) wynika, ze

() Anp, ={w € Q: w={m k} oraz p; nie dzieli zadnej z nich}

PjE€EPn

Dlatego
ANQ,=A,= () Ay,
p;€Pn
Obliczymy najpierw P,(4,,). W tym celu obliczymy prawdopodobienistwo zdarzenia
przeciwnego. Ze wzoru na prawdopodobienstwo klasyczne mamy

. |45,
Pn(An,p]) = |Q | .

Z opisu zdarzen elementarnych wynika, ze Q, jest zbiorem wszystkich dwuelementowych
kombinacji zbioru n-elementowego, dlatego |Q,| = (Z) Zliczymy elementy zbioru A7 , .
Z definicji elementy te sg postaci

o = {m, k}, gdzie p; dzieli obie liczby m, k.
Dla wygody zat6zmy, ze m > k (wiemy, ze zawsze sg rozne). Oznacza to, ze jesli
meE {p;,2p;,...,sp;} CT{L,2,...,n},

gdzie z zalozenia o wyborze n, n = sp; dla pewnej liczby s. Jesli teraz wybierzemy
m=Ip;(1=1,2,...,s), to takiemu wyborowi odpowiada wybor liczby & tez podzielnej przez
p;nal— 1 sposobéw. Oznacza to, ze
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AC | =0+1+2+.. +S—1—2(s—1)

Stad ( |
$(s—1
Po(AS )= 21" —
" (5)
€O po uproszczeniu daje
S(S B 1) S(S — 1) 3 n
PnAC':ir PnAn =1- 5 s = —
( n,p]) n(n _ 1) Sk@d ( <p]) gd21e S

n(n—1)

Poréwnamy teraz wyliczone prawdopodobienstwo zdarzenia A,, z iloczynem
IL,er, (1 — = ). Nietrudno pokazac¢!!, ze istnicje ciag y.(p;), ze dla kazdego j

1 1
- =< c < _ )
1 p] b, (Anp]) = (1 p2)7n(p])a

J

bj

oraz ciag [] pier, Yn(py) jest zbiezny do jednosci. Mnozac dla kolejnych liczb pierwszych
p; € P, ostatnig nier6wno$¢ stronami, otrzymamy

[T (- 5p) = I A = T1 (- 55) T1 e

P;€Pn P;E€Pn P;€Pn J° pj€Pn

Mozna udowodnié, ze 2

n(Aan): n n) :P”( m An:PJ H P

n pJ
PjEPn PjE€Pn

Ostatecznie pozwala to nam napisa¢ nastgpujace przyblizenie

P.(ANQ) ~ [] (1—1)

Pj €Pn p]

Musimy sobie teraz przypomnie¢ wynik z podrozdziatu 2.3 pierwszej czgsci pracy
[Rgbowski 2012b], stwierdzajacy, ze iloczyn [, _p. (1 - f) zbiezny jest do sz = .
W takim razie dostaniemy

P,(ANQ,)~p 0
albo precyzyjniej

PaANQ,) —p=

1 Szczegoly tego elementarnego rachunku pomingli$my. Czytelnika zachecamy mimo wszystko
do jego powtorzenia.

12 Wzér ten ma swojg interpretacje probabilistyczng. RoOwno$¢ ta oznacza, ze wystepujace w niej
zdarzenia sg stochastycznie niezalezne (patrz [Weaver 1970]).
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Przyznac¢ trzeba, ze wyniki ten jest zdumiewajacy z punktu widzenia obecnosci liczby .
Z drugiej strony nalezy tez stwierdzi¢, ze droga, jaka do niego prowadzi, wcale nie jest tatwa.
Pominglis$my przeciez sporo szczegdtow w przedstawionym rozumowaniu oraz skorzystali-
$my z wielu faktow. Taka jest wlasnie matematyka!

2. Zakonczenie

Zamiarem naszym bylo pokazanie w miar¢ w przystgpny sposob podstawowych fak-
tow zwigzanych z liczbg z. Zalezalo nam na tym, aby zrobi¢ to wszechstronnie, zar6wno
uwzgledniajac strong merytoryczng zagadnienia, jak i nie mniej wazny aspekt historyczny.
Zdajemy sobie doskonale sprawg, ze o wielu problemach nie napisaliSmy, ze pomingliSmy
inne wazne '* czy wktad innych nie wymienionych tutaj uczonych. Jasne jest, ze na kilku-
dziesigciu stronach jest to niemozliwe. Artykut z powodéw technicznych podzielony zostat
na dwie czgséci. Pierwsza zawiera aspekty analityczne zagadnienia, druga probabilistyczne.
Oczywiscie literatura przedmiotu po$wigcona omawianej tematyce jest bardzo obszerna.
Czytelnika bardzo zachgcamy do dalszego studiowania. Mamy nadzieje, ze artykut ten spetni
swoja rol¢ — po jego lekturze Czytelnik zauwazy pigkno matematyki oraz jej moc. Zrozumie,
ze jej studiowanie wymaga, owszem, sporego zaangazowania i wysitku intelektualnego, ale
warto to robi¢. Zauwazy tez fenomen, ktory dobrze jest widoczny z perspektywy historii ma-
tematyki i nie tylko, polegajacy na tym, ze byty kilkunastu ludzkich pokolen potrafi potaczy¢
produkt ludzkiego rozumu. Ta, nazwijmy ja, zasada cigglosci jest kluczowa dla cztowieka.
Jest gwarancja, ze wklad jednostki ma charakter ponadczasowy i z tego punktu widzenia jest
uniwersalny.

Dlatego uznali$my, ze tym najwickszym winni jesteSmy pamig¢, zamieszczajac w ostat-
nim rozdziale co$ w rodzaju galerii ich portretow. Czytelnika zachecamy do lektury pozycji
o charakterze historycznym cytowanych w tym artykule celem wzbogacenia wiedzy o na-
szych bohaterach.

13 Chociazby stynng zasade nieoznaczonosci Heisenberga, czy tez rownanie pola grawitacyjnego
ogolnej teorii wzglednosci Einsteina (patrz np. [Stein 2011]).
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3. Galeria matematykow zwiazanych z liczba n

Rys. 5. Euklides (365-300 p.n.c.)

Rys. 7. G. Cardano (1501-1576)

Rys. 6. Archimedes (287-212 p.n.e.)

Rys. 8. L. van Ceulen (1540-1610)
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Rys. 9. P. Fermat (1601-1665)

Rys. 11. 1. Newton (1643—-1727)

Rys. 10. J. Wallis (1616-1703)

Rys. 12. G.W. Leibniz (1646—1716)
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Rys. 13. J. Bernoulli (1667-1748) Rys. 14. A. de Moivre (1667-1754)

Rys. 15. W. Jones (1675-1749) Rys. 16. B. Taylor (1685-1731)
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Rys. 17. L. Euler (1707-1783)

Rys. 19. P. Laplace (1749-1827)

Rys. 18. J.H. Lambert (1728-1777)

Rys. 20. J.B.J. Fourier (1768—1830)
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Rys. 21. C.F. Gauss (1777-1855)

Rys. 23. W.R. Hamilton (1805-1865)

Rys. 22. A.L. Cauchy (1789-1857)

Rys. 24. Ch. Hermite (1822-1901)
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Rys. 25. B. Riemann (1826—1866)

Rys. 27. J. Hadamard (1865-1963)

Rys. 26. F. von Lindemann (1852-1939)

Rys. 28. S. Ramanujan (1887-1920)
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SUMMARY

On the number m equal to 3.141592653589793 . . . from the perspective
of probability theory and not only.
Part two

The publication presents four classic situations concerning the appearance of the number
7 in probabilistic issues. Particular attention is given to geometric probabilistic model
showing the example of the random structure of obtuse triangle and Buffons needle
problem. The solution of drowing co-prime numbers is shown in details with the the
special recall of the connection with the Riemann zeta function.

KEY WORDS: number r, Gaussian distribution, Buffon’s needle, geometric probability.



